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Über die Rekristallisation in Metallen. 


Von 
G. Tammann. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 22. Februar 1918. 


Durch Kaltbearbeitung von metallischen Gufstücken werden 
in ihren Kristalliten Gleitflächen erzeugt, auf denen die von den 
Gleitebenen begrenzten Teiïle der Kristallite sich gegen einander 
verschieben. In dieser Weïise entsteht die Fluidalstruktur, mit 
der sich die Eigenschaften des Metallstückes, insbesondere seine 
elastischen Eigenschaften, wesentlich ändern. Die untere Elasti- 
zitätsgrenze wächst und die Dehnung beim Zerreifen nimmt ab. 
Durch Erhitzen stellt sich die ursprüngliche Struktur wieder her 
und die ursprünglichen Eigenschaften kehren wieder zurück. 

Die Rekristallisation beginnt, indem sich in dem Trümmer- 
haufen der Kristallite des kalt bearbeiteten Stückes auBeror- 
dentlich kleine, neue Kristallite bilden, welche bei Tempera- 
turen des merklichen Beginns der Rekristallisation sehr langsam, bei 
hôheren Temperaturen schneller und schneller wachsen. Es handelt 
sich also zu Beginn der Rekristallisation nicht um die Wieder- 
vereinigung von Kristallitentrümmern durch kostrahierende Span- 
nungen, auch nicht um das Wachsen grôferer Trümmer auf Kosten 
kleinerer, sondern um die Neubildung von Kristalliten, die zuerst 
ee ilE klein sind. Steigert man die Temperatur sprung- 
weiïse, so folgt einer Temperaturänderung anfangs eine Kornver- 
grôBerung, die aber nicht lange anhält und bei jeder Femperatur- 
steigerung von neuem einsetzt. 

Schon E. Heyn!) fand, da$ zu Beginn der Rekristallisation ein 


. kleineres mittleres Korn Sp sen ist als vor der Kaltbearbeïtung 


1) Zeïitschr. d. Vereins deutscher Ingenieure 44, 5. 433, 1900. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1918. Heft 1. 
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und daf es bei hôheren Temperaturen schnell anwächst. Er be- 
stimmte die mittlere KorngrôBe in gewalzten FluBeisenstäben, nach- 
dem die Stücke auf verschiedene Temperaturen erhitzt waren 
und fand: 


auf dem Querschnitt auf dem Längsschnitt 


ursprüngliche Korngrüke 1160 u? — 

nach dem Walzen 353, 650 u? 

nach Erhitzen auf 4170 — 600 ,, 
6160 73 297 , 
960° — ;r 1100 , 


Den Beginn der Rekristallisation im Flufeisen, die nach Goerens 
zwischen 520—580° schon schnell verläuft, hat Chappel') in ihren 
ersten Anfängen zwischen 350 bis 500° als eine auberordentlich 
feine Kôrnung in den Lamellen des kalt gewalzten Eisens erkennen 
kônnen (1. c. Fig. 4); zwischen 500 —570° bilden sich kleine einzelne 
Kôürner mit deutlicher Umgrenzung, die, wenn sie einmal entstanden 
sind, relativ schnell wachsen und sich als kleine Polyeder von den 
grofen beim Walzen entstandenen Lamellen deutlich unterscheiden 
(L c. Fig. 5—7). 

Eine Deutung des so merkwürdigen Vorganges der Rekristal- 
lisation soll im Folgenden versucht und geprüft werden, ob sich 
die bisherigen Beobachtungen vom Standpunkt der einzutührenden 
Hypothese verstehen lassen. Diese Grundhypothese ist folgende: 

Zwei sich berührende Kristalle kônnen nur dann mit einander 
im Gleichgewicht sein, wenn kristallographisch gleichwertige Gitter- 
netzebenen beider Kristalle an der Berührungsfläche mit einander 
in eine Ebene fallen, wenn also die beiden Raumgitter der sich 
berührenden Kristalle ein einziges Raumgitter bilden, oder wenn 
die Berührungsebene eine Zwillingsebene ist, die beiden Raum- 
gitter also in ganz bestimmter Weiïse gegen einander orientiert sind. 

Ist die eine oder die andere dieser beiden Bedingungen nicht 
erfüllt, so werden, wenn die Temperatur bis zum Beginn merk- 
lichen Platzwechsels der Atome oder Moleküle im Gitter gesteigert 
wird, neue Netzebenen mittlerer Orientierung an der Berührungs- 
ebene sich hbilden, das heiïft, es wird Rekristallisation eintreten. 
Da es auferordentlich unwahrscheinlich ist, daf die Berührung 
beider Kristalle in der Weise stattfindet, daf je eine Netzebene 
beider Kristalle in eine Ebene fallen, und daher die Gitter beider 
Kristalle ein einziges Raumgitter bilden, so wird bei Berührung 
zweier Kristallite fast immer Rekristallisation eintreten. 


1) Chappel, Ferrum, 13, S. 6, 1915. 
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Die Erscheinung der Zwillingsbildung lehrt, daf die Berührung 
zweier Kristalle in einer gemeinsamen Symmetrieebene, der Zwil- 
lingsebene, das Gleichgewicht micht stôrt. Denn die Zwillings- 
ebene entsteht nicht durch zufälliges Zusammentreffen zweier wach- 
sender Kristalle, sondern sie erhält sich beim Wachsen beider 
Kristalle, weil sie das Gleichgewicht beider nicht stôrt. Aus 
diesem Grunde hat man zu erwarten, daf bei der Rekristallisation 
nicht selten Zwillinge auftreten werden. Allerdings kann ibre 
Häuñfigkeit bei verschiedenen Metallen eine sehr verschiedene sein, 
da die Neigung zur Zwillingsbildung von der Natur des kristalli- 
sierenden Stoffes abhängt. 

Aus der Grundhypothese folgt, dafi eine beliebige Anzahl sich 
. wirklich berührender Kristalle bei hinreichend hoher Temperatur 
sich in einen einzigen verwandeln sollten. Dieser ProzeB wird 
aber durch die Gegenwart der Lameilen einer Zwischensubstanz 
behindert. 

Bei der Kristallisation der Schmelze eines sogenannten reinen 
Metalls bilden sich zuerst Kristallisationszentren, die sich zu 
Kristallpolyedern vergrôBern. Da bei ihren Schmelzpunkten die 
Metallkristalle häufig sehr weich sind, so runden sich durch die 
Wirkung der Oberflächenspannung die Kanten und Ecken dieser 
Polyeder ab, so daf kugelfôrmige Gebilde entstehen, welche bei 
ihrer Vergrôferung die nichtisomorphen Beimengungen zü den fast 
ebenen Flächen, mit denen sie aneinanderstofien, hindrängen. Ent- 
stehen von den Kristallisationszentren aus dendritische Grebilde, 
die mit der sie umgebenden Schmelze polyedrische Räume erfüllen, 
in denen sich die dendritischen Gebilde auf Kosten der Schmelze 
verdicken, so wird ein Teil der nicht isomorphen Beimengungen 
zwischen den sich verdickenden Dendritenästen eingeschlossen, ein 
Teil derselben aber an den Grenzen der Polyeder abgeschieden. 
Die Reste der Schmelze, in denen die Stoffe enthalten sind, deren 
Konzentrationen grôfer sind als ihre Sättigungskonzentrationen in 
den Kristallen, kristallisieren als #-Stoffsysteme innerhalb eines 
weiten Temperaturintervalles. Die Zwischensubstanz zwischen den 
Kristalliten muf also von einer sehr komplizierten Zusammen- 
setzung sein, ihre Menge kann sehr gering sein. Eine ihrer Haupt- 
wirkungen besteht in der Verhinderung einer Berührung der 
Kristalliten untereinander, wodurch die VergrôBerung des aus der 
Schmelze entstandenen Korns behindert wird. 

Das Verhalten eines in dieser Weise entstandenen Regulus in 
der Nähe seines Schmelzpunktes kann verschieden sein. Ist die 
Zwischensubstanz in genügender Menge vorhanden und sammelt 
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sie sich an einzelnen Stellen, wenn sie bei der Tempertemperatur 
flüssig sein sollte, wodurch Berührungen zwischen den Kristalliten 
der weichen Masse stattfinden kônnten, so wird sich das Korn mit 
der Zeit nicht ändern. Sind aber diese Bedingungen nicht erfüllt, 
und nimmt auferdem noch die Menge der Zwischensubstanz durch 
Diffusion ihrer Bestandteile in die Kristallite ab, so kônnen zwischen 
diesen Berührungen und in Folge dessen erhebliche Vergrôferungen 
des Korns eintreten. Auferdem wird noch der Einflu$ des Tem- 
perns auf die Grôfe des Korns von der Abkühlungsgeschwindig- 
keit der kristallisierenden Schmelze, welche bekanntlich die GrôüBe 
des Korns stark beeinflufit, abhängen. Beobachtet ist eine Ver- 
grôferung des Korns durch Tempern in der Nähe des Schmelzpunktes 
besonders bei Mischkristalliten, aber auch die Wirkungslosigkeit 
des Temperns ist z. B. beim Kupfer mehrfach festgestellt worden. 

Wäre im Metall die Konzentration jeder Beimengung kleiner 
als ïbre Sättigungskonzentration im kristallisierten Metall, so 
sollte bald nach der Kristallisation das ganze Stück in Folge der 
Rekristallisation sich in einen Kristall verwandeln, weil durch 
Diffusion der Beimengungen in die Kristallite Berührungen zwischen 
ihnen entstehen. 4 

Da kristallisierte Metalle andere Metalle in der Regel in nicht 
unerheblichen Mengen in sich aufzunehmen vermügen, so müssen 
in den Zwischensubstanzen auch nicht metallische, in den Metallen 
schwer lôsliche Beimengungen vorhanden sein, welche die, Grôke 
des Korns nach längerem Tempern bestimmen. Über die Natur 
dieser Beimengungen kônnte man nur durch systematische Ver- 
suche Spezielleres erfahren. 

Über die Abhängigkeit der Dicke der Zwischensubstanz von 
der GrôBe der Kristallite und dem Gehalt einer unlôslichen Bei- 
mengung gibt folgende Überschlagsrechnung eine Vorstellung. Das 
Metallstück bestehe aus Würfeln gleicher Kantenlänge a, zwischen 
denen sich eine Schicht gleichmäfiger Dicke + befinde. Die Grund- 
fläche der Zwischenschicht sei 0, » sei die Zahl der Atome der 
unlôslichen Beimengung auf N Atome des Metalls, der Molenbruch 
der Beimengung also p — À: B sei die Kante des Würfels, in 
dem sich je ein Atom der Beimengung befindet. 

Für das Volumen der Beimengyng kann folgender sa éabéhes 
Ausdruck geschrieben werden: 0.x — wfÿ. 

Wenn a einen kleinen Wert hat, so ist 0 — . die Zahl » 


der Kristallite im Atomvolumen » des Metalls ist —. Setzt man 
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in jene Gleichung die Werte für O und » ein, so ergibt sich: 
Lg = SN B° und nimmt man an, daB das Atomvolumen der Bei- 
mengung gleich dem des Metalls ist, daf also vo — Nf°, so folgt 
x — _. . Die Dicke der Schicht ist dann 4 der Kantenlänge des 
Kristallitenwiürfels mal dem Molenbruch der Beimengung. 

Für a — 0.001 cm und p — 0.001 folgt x — 8, 3.107, und 
wenn B — 3.10 ist, so würde die Zwischenschicht aus 11 Atom- 
schichten bestehen. Eine oxydische oder carbidische Beimengung 
im Betrage von p —= 0.001 dürfte aber schon sehr schwierig nach- 
zuweisen sein. 

Die Rekristallisation eines kalt bearbeiteten Metallstückes ist 
eine notwendige Folge unserer Grundhypothese; denn bei jeder 
Art von dauernder Deformation des Arbeitsstiückes werden Zwischen- 
schichten der auf ihren Gleitebenen sich verschiebenden Kristallite 
zerrissen, wodurch Berührungen zwischen Kristallitenteilen : ein- 
treten, die ursprünglich nicht bestanden, und da die Raumgitter 
der sich berührenden Teile regellos gegen einander orientiert sind, 
so wird beim Erhitzen des Arbeitsstückes die Rekristallisation 
eintreten müssen. 

Über spezielle Erscheinungen bei der Rekristallisation sind 
im Institut!) von Le Chatelier nach einem von ihm angegebenen 
Verfahren vielfache Erfahrungen gesammelt worden. Im Fol- 
geuden sollen diese angeführt und daan vom Standpunkt unserer 
Hypothese gedeutet werden. 

Kalt gewalzte Plättchen von 1 bis 0.1 mm Dicke wurden im 
Wasserstoffstrom in einem Rohr, in dem ein Temperaturgefälle 
bestand, erhitzt. Das Temperaturgefälle im Plättchen erstreckte 
sich vom Schmelzpunkt des Metalles am einen Ende des Plättchens 
bis etwa 50° am anderen Ende desselben. Auf dem Plättchen 
übersieht man den Einfluf der Temperatur auf die KorngrôBe nach 
gecignetem Âtzen der polierten Plättchen, uni auf einer Reihe 
gleicher Plättchen, die verschieden lange Zeit der Einwirkang des 
Temperaturgefälles ausgesetzt waren, kann man den Einflu8 der 
Zeit und der Temperatur auf die KoragrôBe üibarsshen. 

Über die Geschwindigkeit der Rekristallisation erhält man 
in folgender Weïse eine Vorstelluag. Faltet man ein hartes Plätt- 
chen so, dafi die Falte mit der Walzrichtanz der Plättchen zu- 


1) Portevin, R2vus d. Metallurgie B. 10, S. 630, 1913 und Robin ebandaselbst 
5. 772. 
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sammenfällt und biegt es darauf wieder auseinander, so stellt sich 
im Temperaturgefälle ein Korn her, das in Fig. 1 dargestellt ist. 
Auf der ausgeglätteten Falte, ab, sind kleine Kristallite entstanden, 
deren GrôBe mit abnehmender Temperatur gegen b hin deutlich 
abnimmt. Auf beiden Seiten der Falte sind sebr grofe Kristalle 


Fig. 1. 


entstanden, die sich um so weiter vom Falz erstrecken, je hôher 
die Temperatur ist. Ihre Grenzen gegen die sehr feine Kôrnung 
der noch nicht merklich rekristallisierten Teiïle des Plättchens, 
deren ganz feine Kôrnung in der Figur nicht angedeutet ist, sind 
recht scharf. Mift man die Abstände der Grenze zwischen den 
grôBeren Kristalliten und dem ganz feinen Korn von der Falte 
ab, und stellt diese Abstände in Abhängigkeit von den ibnen ent- 
sprechenden Temperaturen dar, so erhält man ein Bild von der 
Geschwindigkeit der Rekristallisation. Man ersieht, daf die Art 
der Deformation einen grofen Einfluf$ auf die Korngrüfe und die 
Geschwindigkeit ibrer Fortpflanzung ausübt. Auf der Falte, längs 
der die Deformation eine zweifache war, ist die GrôfBe des Kornes 
viel geringer als bei derselben Temperatur auf den nur gewalzten 
Teilen, auBerdem ist auf der Falte die Rekristallisation zu viel 
tieferen Temperaturen hin vorgeschritten als auf der nur gewalzten 
Fläche, und schliefilich ist die Falte der Ort des Beginns deut- 
licher Rekristallisation. Beim Sn beginnt die Rekristallisation 
nach halbstündigem Erhitzen bei 45°; bis 150° bleiben die neuen 
Kôrner relativ klein, dann wachsen sie schneller und werden 
grôRer. Von der Dicke der Plättchen hängt die KorngrôBe und 
die Geschwindigkeit ihrer Entwicklung in der Weïse ab, daf sie 
zwischen 0.4—0.6mm Dicke ein Maximum hat. Mit der Zeit nimmt 
die Grôfie der Kristallite unter 120° bei einer Erhitzungsdauer 
unter 20 Min. schnell zu, bei längerer Erhitzungsdauer ändert sie 
sich dann wenig. Zu diesem Resultat ist E. Heyn für Cu auf 
anderm Wege ebenfalls gelangt. 
Das Blei verhält sich dem Sn sebr äbnlich. 
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Beim Zink wird die Rekristallisation bei 75° deutlich durch 
Bildung relativ grofier Kristallite eingeleitet, mit wachsender Tem- 
peratur nimmt aber ihre GrôBe bis 250° ab, um dapn langsam 
und. von 350° an schneller zu wachsen. Die Korngrôfie hat also 
ein Minimum zwischen 150—300°. Beim Al liegt dieses Minimum 
zwischen 300 und 500. 

Im gewalzten Cu bilden sich bei 200° sehr kleine Kristallite 
in grofer Zahl, die sich mit wachsender Temperatur regelmäBig 
vergrüBern; mit der Dicke der Plättchen nimmt die Korngrôfe zu- 
Über die Rekristallisation des Fe liegen Arbeiten von Tschernow, 
Osmond (Annales des Mines 1888), Stead, Heyn und anderen vor. 
Die Rekristallisation beginnt zwischen 500 bis 600° deutlich zu 
werden, das Korn wächst schnell bis 620°, dann langsam, scheint 
bei 750° ein, Maximum zu erreichen (Umwandlungspankt von «- in 
B-Fe 769°), und dann langsam bis 900° abzunehmen. Bei 900° (Um- 
wandlungspunkt von B- in y-Fe 9060) nimmt das Korn nach An- 
gaben aller Autoren sehr stark ab und dann mit steigender Tem- 
peratur wieder zu. 

Fremde Metalle verkleinern die Grôfe des bei 190° ent- 
wickelten Zinnkorns, die ersten Zusätze wirken stärker als die 
folgenden. 

Betrachten wir die Rekristallisation vom Standpunkt unserer 
Hypothese, so kônnen auch folgende Tatsachen gedeutet werden. 

1. Während sich in Gufstücken keine oder nur seltene Zwil- 
lingskristallite finden, treten sie in rekristallisierten, zuvor kalt 
bearbeiteten Metallstücken häufñig und in grofier Menge auf. Nach 
unserer Hypothese ist Zwillingsbildung hier sehr wohl müglich, 
weil an den Zwillingsebenen Gleichgewicht zwischen zwei zich bei 
rührenden Kristallen besteht. Die Fähigkeit der Zwillingsbildung 
hängt aber auch von der Natur des Stoffes ab. Daher ist das 
häufige Auftreten von Zwillingen in rekristallisierten Stücken nur be-_ 
den Metallen zu erwarten, die Neigung zur Zwillingsbildung haben. 

Das sebhr häufige Auftreten von Zwillingskristalliten im re- 
kristallisierten Cu wird von allen Beobachtern betont, es wird 
sogar angegeben, daf alle Kristallite Zwillinge seien, während in 
Gufstücken von Cu sich Zwillinge sehr selten finden. Eine Reïhe 


von Lichtbildern des rekristallisierten Cu nach O. Faust findet 


man im Lehrbuch der Metallographie des Verfassers Fig. 43—47. 
Auch bei den Mischkristallen des Cu mit Sn (13.6 °o) und mit 
2 ‘/o Au’) treten nach der Rekristallisation viele Zwillinge auf. 


1) Portevin Rev. d. Metallurgie, Bd, 10, S. 682, 1910, Fig. 9 u. Fig. 54. 
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Nach Robin (1 c. Fig. 7 und 8) besteht das schwach gewalzte Sn 
nach der Rekristallisation aus lauter Zwillingen, während sich in 
stärker gewalztem Sn keine Zwillinge finden. Auch im rekristal- 
lisierten Blei fand Robin nicht selten Zwillinge, dagegen nicht 
im rekristallisierten Zn, Al und Fe. Welche speziellen Bedin- 
gungen der Zwillingsbildung günstig, welche ïhr ungünstig sind, 
ist nicht bekannt. 

2. Im Fe nimmt nach der Rekristallisation die Grôbe des 
Korns mit der Temperatur bis zum Umwandlungspunkt des «&- in 
B-Fe zu, dann im B-Zustande ein wenig ab und auBerordentlich 
stark beim Überschreiten der Umwandlungstemperatur des B- in 
y-Fe (9069). In einem Metall, das wié Cu oder Au keine Um- 
wandlungspunkte hat, nimmt die GrôBe des Korns nach der Re- 
kristallisation mit der T'emperatur stetig zu, wie auch im «-Fe. 
Das y-Fe bildet sich aus dem 8-Fe unter Volumenverkleinerung. 
Entstehen also im B-Fe Kristallisationszentren des y-Fe, so werden 
zwischen den sich ausbildenden neuen Kristalliten Hohlräume in 
der Zwischensubstanz entstehen, und wenn im B- und y-Fe die 
Dicke der Zwischenschicht dieselbe ist, so wird im y-Fe die Korn- 
grôüBe sehr viel kleiner sein müssen als im B-Fe bei derselben 
Temperatur. In der Tat ist die KorngrôBe im »-Fe bei 900° etwa 
10 bis 30 mal kleiner als im B-Fe. Die KorngrôBe des y-Fe ist 
so gering, weil durch die Volumenabnahme bei der Umwandlung 
von B- in y-Fe die Berührungsmôglichkeiten und damit die Vor- 
bedingungen der Bildung eines grôfieren Korns abgenommen haben. 

3. Le Chatelier und Robin fanden in den Falten gewalzter 
Plättchen von Fe, Sn, Zn, AI, Pb und Ca das Korn erheblich 
kleiner als in der Nachbarschaft der Falte. 

Auch unter dem Eindruck einer harten Stahlkugel auf ein 
Weicheisenstück entwickelt sich beim Erhitzen des Stückes das 
Korn in den unmittelbar unter der Kugel befindlichen Teilen viel 
weniger als in den tiefer gelegenen Teilen. Le: Chatelier will 
diese Abweichung von der Regel, da mit stärkerer Deformation 
die GrôBe des Korns nach der Rekristallisation wächst, darauf 
zurückführen, da die dicht unter der Kugel liesenden Teile mit 
ganz geringer Deformation in das Stück gedrückt werden, wäh- 
rend die tieferliegenden Teile stärker deformiert werden sollen, 
er betrachtet also die Abweichung von der Regel als eine schein- 
bare. Hiergegen sprechen Chappels Erfahrungen bezüglich der 
Rekristallisation von zerrissenen Eisenstäben (1 c. Fig. 14 und 17 
a bis f). An den Reiïfenden, an denen die Deformation der zer- 
. rissenen Probestäbe jedenfalls am grôfiten war, entwickelte sich 
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bei der Rekristallisation ein sehr viel kleineres Korn als an den 
weniger deformierten Stellen. Beim Eisen wächst also zuerst mit 
wachsender Deformation das rekristallisierte Korn, nimmt aber 
dann bei sehr grofen Deformationsgraden wieder ab. 

Diese Beobachtungen künnen auf Grund unserer Hypothese 
in folgender Weise gedeutet werden. 

Beim Biegen der Falten entstehen feine Risse in den Plätt- 
chen, deren Abstände die Grôüfie des Kornes nach der Rekristalli- 
sation in der Falte bestimmen. Da solche Risse wohl in allen 
Metallen entstehen, ist die Abnahme des Korns durch vorherge- 
hendes Falten eine allgemeine Erscheinung. Daf beim Biegen 
Risse in Metallen entstehen, die sich bei der Rekristallisation 
nicht wieder schlieBen, ist nach F. Credner (Zeitschr. f. phys. Chem. 
82, 457, 1913) daran zu erkennen, daB während der elektrische 
‘Widerstand gezogener Drähte nach der Rekristallisation auf seinen 
ursprünglichen Wert zurückgeht, er bei gebogenen über éine Kante 
geführten Diähten nach der Rekristallisation nicht mehr bis auf 
den anfänglichen Wert abnimmt. 

Das abnorm Kkleine Korn an den peripheren Teilen eines 
Kugeleindrucks beim Fe kann aufer auf Rifbildung auch auf die 
Bildung vieler Hohlkanäle in Folge von sogenannten einfachen 
Schiebungen zurückgeführt werden. Die Dichte der Metalle, bei 
deren Deformation die gebildeten Lamellen in eine Zwillingsstel- 
lung zur Gleitebene umklappen, nimmt bekanntlich in Folge der 
Deformation ab, weil, wenn zwei solche Zwillingslamellen sich 
durchsetzen, an den Schnittstellen Hohlkanäle sich bilden!). Mit 
dem Volumen dieser Hohlkanäle kônnen aber die Berührungsmôüg- 
lichkeiten bei der Neubildung von Kristalliten abnehmen. 

Man kann also die abnorme Abhängigkeit der Korngrôfie nach 
der Rekristallisation vom Deformationsgrade des Eisens sehr wohl 
verstehen. Ob diese abnorme Abhängigkeit der Korngrüfie nur 
bei den Metallen auftritt, deren Dichte beim Drahtziehen sich. 
merklich vermindert, ist zur Zeit noch fraglich. Wenn das auch 
nicht der Fall sein sollte, die beim Eisen gefundene abnorme Ab- 
hängigkeit auch bei Metallen vorkommen sollte, deren Dichte beim 
Drahtziehen sich nicht ändert, so würde wohl auch die Bildung 
von Rissen bei starken Deformationen hinreichen, um auch bei 
ihnen eine abnorme Abhängigkeit der KorngrüBe vom Deformations- 
grade hervorzurufen. Auf die Korngrôfie nach der Rekristalli- 
sation ist die Art der vorhergegangenen Deformation von Einfluf, 
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weil sich mit ïihr die Berührungen der entstandenen Trümmer 
und damit die spätere Verteilang der Zwischensubstanz ändern 
kôünnen. 

Aus dem Grundprinzip folgt die Bedingung der Môglichkeit, 
der Rekristallisation. Die Durchbrechung der Zwischensubstanz 
an zahlreichen Stellen in Folge der Verschiebung von Kristalliten- 
teilen auf ihren Gleitebenen bei der Deformation des Konglome- 
rates ermôglicht Berührungen dieser Triümmer, die in mehr oder 
weniger regelloser Orientierung an ïhren Berührungsflächen nicht 
mehr im Raumgitter-Gleichgewicht mit einander sind. 

Nimmt mit steigender Temperatur die Beweglichkeit der Atome 
im Gitter zu, so werden die Atome der Netzebenen an den Be- 
rührungsflächen, deren gegenseitige Lâägen den Gesetzen des Gritter- 
baues nicht entsprechen, neue Punkte aufsuchen, welche dem Wesen: 
des Gitterbaues entsprechen. Die Umordnung wird sich nach beiden 
Seiten der Berührungsfläche fortpflanzen, bis ihr durch Bildung 
von Zwischensubstanzschichten Grenzen gesetzt werden. 

Aus dem Grundprinzip folgen also die Anfangs- und Endbe- 
dingungen der Rekristallisation. 

Die Abhängigkeit der Geschwindigkeit des Vorganges von der 
Temperatur wird bei sonst gleichen Vorbedingungen durch die 
Abhängigkeit der Fähigkeit des Platzwechsels der Atome im Gitter 
von der Temperatur bestimmt. Bei konstanter Temperatur ist die 
anfängliche Ânderung des Korns im Temperaturgebiete grüfierer 
Atom-Beweglichkeit eine sehr erhebliche, ïhr folgen dann sehr 
langsam sich vollziehende Ânderungen. Das entspricht den zahl- 
reichen, anfangs vorhandenen Môglichkeiten von Umgruppierungen 
in neue Gitter, die mit der Zeit schnell abnehmen. 

Steigert man dann die Temperatur, so setzt die Vergrôferung 
des Korns wieder mit grofier Geschwindigkeit ein und verlang- 
samt sich schnell. Durch die erhôhte Beweglichkeit der Atome 
werden nun auch sich berührende Trümmerstücke an dem Vorgange 
sich beteiligen künnen, deren Lage zu einander so ungünstig ist, 
daB bei geringer Atombeweglichkeit die Entstehung einer Neu- 
bildung aus ihnen nicht môüglich ist. Bis schlieflich in der Nähe 
des Schmelzpunktes sich ein Endzustand herstellt, werden viele 
der neu entstandenen Bildungen in noch jüngere übergehen, und 
dieser Vorgang wird sich wiederholen, bis.sich nach vielen Gene- 
rationen von Neubildungen ein Endzustand herstellt, der durch 
die Menge bei der betreffenden Temperatur nicht gelôster Beimen- 
gungen und das Volumen der Hohlräume bestimmt wird. 

Eine mafigebende Rolle spielen bei der Rekristallisation die 
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Berührungen der Kristallite oder ihrer Trümmer, die durch die- 
Verteilung der Zwischensubstanz bestimmt werden. Auf eme 
Kenntnis der Zwischensubstanz wird es ankommen, wenn man 
das Korn willkürlich verändern will. 

Das Verhalten der Zwischensubstanz bei in den Kristalliten 
auftretenden Umwandlungen kann gewisse Aufschlüsse über die 
Natur der Zwischenschichten ergeben. : 

Entstehen bei der Umwandlung viel mehr Umwandlungszentren 
als Kristallite vorhanden sind, so wird man auf der Schliffläche 
nach geeigneter Behandlung derselben zwei Netzwerke, ein grob- 
und ein feinmaschiges finden. Verhindert die Zwischensubstanz 
den Übertritt der Umwandlung von einem zum anderen Kristal- 
liten, so wird das Netzwerk mit kleinen Maschen nicht über das 
mit den grôferen greifen, wohl aber im anderen Falle. Wenn die 
Zahl der Umwandlungszentren kleiner oder gleich der Zahl der 
Kristallisationszentren ist und die Zwischensubstanz die Fortpflan- 
* Zzung der Umwandlung verhindert, so wird vom zweiten Netz wenig 
oder nichts zu sehen sein, da dann beide Netze teilweise oder voll- 
ständig zusammenfallen. Behindert dagegen die Zwischensubstanz 
die Fortpflanzung der Umwandlung nicht, so werden zwei von ein- 
ander wabhängige Netze zu sehen sein. Wenn bei der Umwand- 
lung die Hüllen aus Zwischensubstanz um die Kristallite nicht 
beschädigt werden, so wäre es also müglich aus den Beziehungen 
des Umwandlungnetzes zu dem Kristallitennetz Schlüsse auf die 
Fähigkeit der Zwischensubstanz, die Umwandlung zu behindern 
oder durchzulassen, zu ziehen. Wenn die Zwischensubstanz die 
Fortpflanzung der Umwandlung verhindert, so wird sie ein gesät- 
tigter Mischkristall sein, der arm an dem sich umwandelnden Stoff 
ist, im anderen Falle wäre dieser gesättigte Mischkristall reich an 
diesem Stoff. In diesem Falle kann das Raumgitter der Zwischen- 
substanz mit dem der Kristallite identisch sein, nur die Besetzungen 
in beiden Kristallen wären teilweise verschieden. 

Beim Eisen liegen Beobachtungen von Osmond und Cartand, 
Kroll und Ewen über mehrere bei den Umwandlungen des Fe ent- 
stehende Netze vor, die mit einander nicht übereinstimmen; auch 
läft sich nicht mit Sicherheit die Entstehung dieser Netze be- 
stimmten Umwandlungspunkten zuordnen. In diesem komplizierten 
Falle kônnen daher aus der Lage der Netze zu einander keine 
Schlüsse über den Einfluf der Zwischensubstanz auf die Fortpflan- 
zung der Umwandlungen gezogen werden. 


Ottrelith- und Karpholith-Schiefer aus dem Harz. 


Von 
0. Mügge. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 8. März 1918. 


Auf der geologischen Spezialkarte von PreuBen und der Lossen- 
schen Übersichtskarte des Harzes ist nahe dem S.0.-Rand des Gre- 
birges eine Zone metamorphischer Schiefer ausgeschieden, die sich 
bei einer Breite von wenigen km zwischen Breitungen im W. und 
Greifenhagen im O. über 30 km in der Länge erstreckt. * Nähert 
man sich ihr von N.W., so macht sie sich zunächst durch eine 
-stärker phyllitische Ausbildung der Schichten und die zunehmende 
Häuñigkeit von Albit-führenden Quarztrümern bemerklich, welche 
von einer grôüber krystallinen Entwicklung der z. T. lebhaft weinrot 
gefärbten Schiefer begleitet wird, dann folgt als besonders charak- 
teristisch eine Zone, welche durch vielfache Trümer von Quarz 
und Karpholith ausgezeichnet ist, noch weiter südôstlich erscheinen 
aus Diabasen und ihren Tuffen durch Schieferung und chemische 
Umbildung hervorgegangene Grünschiefer und endlich dem Harz- 
rande am nächsten eine Zone Phyllitgneif äbhnlicher Feldspatgrau- 
wacken. | 

Vom Innern des Harzes nach dem Rande zu nimmt dabei in 
der genannten Zone die Aufrichtung der Schichten im Allgemeinen 
zu, die dem Harzrande nächsten sind sogar überkippt, indem sie 
nicht nach S.O. sondern nach N.W., also nach dem Innern des 
-Gebirges hin einfallen. Dieser Umstand u. a. veranlaBte namentlich 
Lossen diese ,Zone von Wippra“ als dynamo-metamorphisch auf- 
zufassen, was nach unsern heutigen Vorstellungen insofern berech- 
-tigt ist, als vermutlich die mit der Aufrichtung der Schichten 
verknüpfte zeitweilige Versenkung in hôhere geothermische Tiefen-… 
stufen die sonst sehr langsam vor sich gehende Umkrystallisation 
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der Sedimente beschleunigte und auch Veranlassang zu Neubil- 
dungen gab, welche für die damalige Tiefenstufe charakteristisch 
sind. 

In petrographischer Hinsicht besonders bemerkenswert ist das 
Karpholith führende Glied dieser Zone, weil der Karpholith ein 
sehr seltenes Mineral ist, nämlich auBer vom Harz nur von der 
Erzlagerstätte Schlaggenwald und von einer Stelle (nur als Gerüll) 
aus den Ardennen bekannt. Es ist chemisch ausgezeichnet durch 
einen bedeutenden Gehalt an Mn, also ein Element, das sich an 
der Zusammensetzung von Gesteinen in der Regel nur in geringer 
Menge beteiligt, als wesentlicher Bestandteil von Gesteinen eigent- 
lich nur in den Ardennen bekannt ist, wo die bekannten Wetz- 
schiefer bis 20% MnO, namentlich in der Form von Mangan- 
granat und die weit verbreiteten Ottrelithschiefer ebenfalls Mn, 
und zwar in der Form von Ofttrelith in merklichen Mengen ent- 
halten, während der Karpholith, wie erwähnt, dort nur an einer 
Stelle, in einem Gerüll gefunden ist. 

Die Wetz- und Ottrelith-Schiefer der Ardennen sind ebenfalls, 
wie die eingangs erwähnten Gresteine des Harzes, metamorphische- 
palaeozoische Sedimente, die zudem demselben alten variscischen 
Crebirgsbogen wie der Harz angehüren und der eïinerseits bis in 
das Erzgebirge und die séblesohét Gebirge, anderseits bis Corn- 
wall und Süd-Irland.sich fortsetzt. In allen diesen Gebieten 
finden sich Sedimente, die als dynamometamorph im Lossenschen 
Sinne zu gelten haben und zwar sind sie meist erheblich hüher 
kristallin entwickelt als die Harzer, führen auch nicht Karpholith 
wohl aber z. T. Ottrelith. Es ist deshalb von Interesse, daB eine 
senauere Untersuchung derjenigen Gesteine des Harzes in welchen 
die Trümer von Karpholith auftreten, ergeben hat, daf sie an 
mindestens 10, über 23 km verteilten Stellen des langen Karpholith- 
zuges von Ottrelithschiefern begleitet werden, deren Ottrelithgehalt 
sich allerdings makroskopisch kaum verrät und wohl deshalb bisher 
übersehen ist. Auferdem finden sich in ihrer Gesellschaft aber 
Gresteine, die auch Karpholith als eigentlichen Gemengteil der 
Schiefer selbst und zwar in sehr erheblicher Menge enthalten, 
während das Mineral gesteinsbildend bisher überhaupt nicht be- 
kannt war. Da als weitere wesentliche Gemengteile aller dieser 
schiefrigen Gesteine aufer Quarz bald überwiegend Sericit bald 
iberwiegend Chlorit vorhanden ist, kann man 4 verschiedene 
Gesteinsarten in Begleitung der Karpholithtrümer unterscheiden, 
aämlich : 
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I. Sericit-Ottrelithschiefer. 
IT. Chlorit-Ottrelithschiefer. 
IIL Sericit-Karpholithschiefer. 
IV. Sericit-Karpholith-Ottrelithschiefer. 
I. Serieit-Ottrelithschiefer. 

Dieses Gestein scheint in der ganzen Zone das herrschende 
zu sein, fast überall wurde es in unmittelbarer Nachharschaft der 
Karpholithtrümer angetroffen. Es sind in frischem Zustande grau- 
grünliche schiefrige, auf den Schieferungsflächen etwas seidig glän- 
zende Gesteine, in verwittertem Zustande von braunen Adern und 
Flecken von Eisenhydraten durchtränkt oder auch ganz braun und 
dann wohl etwas mulmig. Von den Gemengteilen ist keiner ma- 
kroskopisch mit Sicherheit zu-bestimmen, mit Mühe erkennt man 
auf den Schieferungsflächen feine Knôütchen, denen in den mulmig 
zersetzten Partien auf dem Querbruch zahlreiche, aber nur schwach 
-aufschimmernde Pünktchen entsprechen, das sind die Ottrelithe. 
Unter dem Mikroskop erscheinen sie als etwa 0.03 mm dicke, un- 
regelmäfig hexagonal umgrenzte Täfelchen von im Maximum etwa 
0.2 mm Durchmesser; sie werden infolge tiefer Eigenfarbe und 
zablreicher Einschlüsse erst bei Beleuchtung mit Bogenlicht so 
weit durchsichtig, daf ihre optischen Eigenschaften einigermafen 
bestimmt werden kônnen. Sie sind danach verzwillingt, anscheiï- 
nend nach der: Tafelfläche, im Querschnitt pleochroitisch zwischen 
dunkel schmutziggrün für die Schwingungen, die unter etwa 25° 
zur Spaltung erfolgen und a’ entsprechen und heller, gelblicher 
für die dazu senkrechten (c'); Doppelbrechung sehr schwach, mit 
anscheinend anormalen Interferenzfarben und merklicher Disper- 
sion der Auslôschungsrichtungen, indem die Querschnitte beim 
Drehen aus der Dunkelstellung nach der einen Seite violett, nach 
der andern grün aufhellen. In Schnitten parallel der Tafelfläche 
— Spaltfläche keine merkliche Doppelbrechung und kein Pleo- 
chroismus; Brechungsopponent sehr hoch. Die mechanische oder 
chemische Isolierung dieser Kryställchen gelang nicht wegen ihrer 
Kleinheït und innigen Verwachsung mit anderen (emengteilen 
obwohl ihre Menge sebr groB ist. In jenen Gesteinen, in denen 
sie sich makroskopisch noch am meisten auf den Schieferungs- 
flächen bemerklich machen, sehr eben- und dünnschiefrigen Ge- 
steinen aus der Nähe von Biesenrode, ist ihre Menge wesentlich 
geringer und sie sind hier zugleich vollständig durch Eisen- 
hydrate pseudomorphosiert. 

Der Sericit bildet kleine, parallel der- Schieferung liegende 
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und etwas wellig gebogene Blättchen, die anscheinend jünger sind 
als der Ottrelith. Er wird wo ihn Zersetzungsprodukte des Ottrelith, 
wesentlich wohl Eisenhydrate (colloid), durchtränken, merklich pleo- 
chroitisch; das ist also wohl die Umkehrung des Vorganges, durch 
welchen die Biotite älterer Eruptivgesteine so häufig entfärbt 


* werden. 


Chlorit ist dem Sericit wohl stets, aber in sehr wechselnden 
Mengen, beigemischt, er scheint noch jünger als der Sericit zu 
sein, und seine Blättchen weichen so oft und stark von der Schie- 
ferungsebene ab und bilden auch kleine Trümer und Spaltfül- 
lungen, daf sie vielleicht erst nach Eintritt der Schieferung ent- 
standen. 

Quarz ist wegen seines feinen Kornes selten sicher zu er- 
kennen, noch schwerer seiner Menge nach zu schätzen, muB aber 
nach der chemischen Analyse (vgl. p. 19) in ziemlich erheblicher 
Menge vorhanden sein. Er dürfte, wenn nicht vollständige Neu- 
bildung, jedenfalls nicht rein klastisch sein; deutlich abgerollte 
Kôrner fehlen ganz. 

Die Nebengemengteile sind die gewühnlichen der Phyl- 
lite: Rutil in zahllosen feinen Nädelchen, etwas Turmalin mit 
deutlichen Fortwachsungen, etwas Apatit ‘in kleinen scharfen Kry- 
ställchen, offenbar Neubildungen, sehr wenig Zirkon, Erze nur in 
der Form hôchst feiner Blättchen von Eisenglimmer, der anschei- 
nend alle Gremengteile durchstäubt und zur Trübung der Schliffe 
sehr beïträgt. Feldspat fehlt vollständig. 

Die Ottrelithe sind nach ihrer Lage zu den Schieferungs- 
flächen älter als die Schieferung, sie wurden nach Eintritt der- 
selben hie und da gedreht, wobei die damals schon vorhandenen 
Sericitblättchen sich etwas an ihnen stauten. Die Rutile, der 
Eisenglimmer und wohl auch der Quarz scheinen dagegen älter 
als der Ottrelith, der Chlorit noch jünger als der Sericit, durch 
dessen Entwicklung vielleicht erst die Schieferung môglich wurde. 
Dañ die Ottrelithe in ihrer Lage im Allgemeinen unabhängig von : 
der Schieferungsebene bleiben, dürfte daran liegen, daf sie fast 
stets nicht einzelne Tafeln sondern quirlf’rmige Gruppen bilden, 
für welche es eine bevorzugte Lage gegenüber dem die Schieferung 
bewirkenden Druck kaum gab. 


HI. Chlorit-Ottrelith-Schiefer. 
Diese Gresteine enthalten dieselben Gemengteile wie jene von 
1, aber Sericit ist in geringerer, Chlorit in bedeutend grôBerer 
Menge vorhanden. Darin wird es begründet sein, daf sie meist 
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viel schlechter schiefern, manchmal fast kompakt und massig er- 
scheinen. Sie sind meist auch weniger mürbe, seltener von Eisen- 
ocker durchsetzt, daher fast stets schmutzig grün und nicht un- 
ähnlich manchen benachbarten Diabasschiefern, indessen niemals 
äbnlich fleckig wie jene zuweilen. An manchen Stellen, nament- 
lich in der Nähe der Karpholithtrümer, verschwindet der Ott- 
relith in ihnen, sodaf nur Quarz-Chlorit-Gemenge mit wenig Sericit 
übrig bleiben. Auf solche Gresteine bezieht sich vielleicht die 
Lossensche Beschreibung des Chlorithschiefers vom Hurenholz bei 
Wippra, dessen Analyse unten (p. 19) unter (a) wiedergegeben ist. 
— Der Ottrelith zeigt dieselben Eigenschaften wie vorher, ebenso 
der Quarz und Rautil, Eisenerz ist erheblich weniger vorhanden. 

Derartige Gesteine sind nur auf der 1. Seite des Morunger 
Tales beobachtet. 


III. Sericit-Karpholith-Schiefer. 


Diese von Ottrelith ganz oder fast freien Gresteine werden 
nur bei Biesenrode auf dem r. Wipper-Ufer, und nicht anstehend 
angetroffen. Sie sind heller als die Ottrelith-haltigen Gesteine, 
os nicht Fe- und Mn-haltige Zersetzungsprodukte sie durch- 
dringen oder ihre Kluft- und Schieferungsflächen überziehen; dabeï 
weniger scharfkantig und splittrig, vielmehr etwas nachgiebig, 
äbhnlich Talk- und Chloritschiefern. Die Porphyroblasten von 
Karpholith sind makroskopisch als sehr flache Knôtchen mit 
Mühe zu sehen, mikroskopisch heben sich ihre wenig scharf be- 
grenzten Individuen im Schliff quer zur Schieferung durch etwas 
hôhere Brechung und schwächere Doppelbrechung vom sericitischen 
Grundgewebe nur wenig ab. Sie sind licht grünlichgelb, nicht 
merklich pleochroitisch, durchzogen von zahlreichen gradlinigen 
und unregelmäBigen Rissen. Deutliche Querschnitte mit Rhomben 
von ca. 67° und Spaltung nach der kurzen Diagonale sind selten; 
parallel dieser Richtung schwingt die langsamere Welle; die Inter- 
ferenzfarben sind niedrig, wei8. I Ordnung. Deutlicher wird der 
Karpholith in Schliffen parallel der Schieferung die wegen der La- 
gerung der Sericithäute parallel dieser Ebene auch im Ganzen 
klarer sind und in denen der Karpholith zwar sehr deutlich die 
Spaltung nach seiner Längsrichtung zeigt, aber weniger von 
Querrissen durchsetzt ist, weil er mit der Längsrichtung in der 
Schieférungsebene liegt. Er bildet hier anregelmäfig strahlig ge- 
baute Büschel von 5—10 Individuen, die niemals Endflächen zeigen, 
parallel der Längsrichtung auslôschen (c) and deren Doppelbrechung 
bald stärker bald schwächer als in den Querschnitten ist. Durch 
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Vergleich mit den Interferenzfarben des Sericit ergibt sich das 
Maximum zu 0.022; die schwächstdoppelbrechenden Schnitte zeigen 
die Bisectrix a oder eine optische Axe; die Axenebene parallel der 
Faserung, Axenwinkel gro8, 9 =»; Pleofhroismus in diesen Schnitten 
stets deutlich, die Schwingungen senkrecht zur Faserrichtang tiefer 
grün, parallel zu ihnen gelblicher, heller oder ganz farblos, im 
Ganzen in den Farben etwas Pistazit-ähnlich. Alle diese Eigen- 
schaften stimmen mit den an dem faserigen Karpholith der Trü- 
mer ermittelten tüiberein, ebenso sein Verhalten gegen Ra- 
Strahlen. 

Durch diese wird nach etwa dreimonatlicher Bestrahlung die 
Farbe für Schwingungen parallel der Faserrichtung fast ebenso 
tiefgrün wie senkrecht dazu, soda8 der Pleochroismus verschwindet ; 
in Schnitten senkrecht zur negativen Bisectrix erfährt zugleich die 
Doppelbrechung eïne erhebliche Schwächung, für die kurzwelligen 
Strahlen anscheinend bis Null, bei starker Zunahme der Dispersion 
der optischen Axen; der Winkel der optischen Axen für Na (in 
ÔL von n — 1.609) ging von etwa 73° auf etwa 42 zurück. 
Zugleich werden die Interferenzfarben stärker anormal, im Dünn- 
schliff tief azurblau. Diese Veränderungen der Farben verschwinden 
wieder nach mebrtägigem Erhitzen auf 200° und fast augenblick- 
lich in der Bunsenflamme. 

Als weiteres Merkmal für Karpholith kann man das Verhalten 
beim Glühen des Schliffes auf dem Platinblech benutzen; er wird 
trüb und nach einigen Minuten dunkel braun. 

Ottrelith kommt in diesen Gesteinen nur spärlich vor und 
war überall auch zersetzt. Er scheint älter als der Karpholith, 
ohne daf aber Anzeichen einer Entstehung von Karpholith aus 
Ottrelith zu erkennen wären. 

Der Sericit des Grundgewebes ist etwas grobblättriger als 
in I, frei von Eisenglimmer (womit die Abwesenheit von Chlorit 
zusammenhängen mag), aber voll von Rutilnädelchen. Diese scheinen 
dagegen im Karpholith zu fehlen. Die Reïhenfolge der Bildung | 
wäre danach: Ottrelith, Karpholith, Rautil, Serizit, Quarz. Die 
Schieferung scheint auch hier erst nach der Sericitbildung einge- 
treten zu sein, um die Karpholithe sind die Sericithäute nur schwach 
gestaucht, da die Karpholithe offenbar nicht viel Widerstand lei- 
steten, sondern unter Zerfaserung und Zerbrechung sich mit der 
Längsrichtung in die Schieferungsebene legten. 
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IV. Karpholith-Sericit-Ottrelith-Schiefer. 


Auch diese Gresteine sind nur in losen Blôcken, aber viel reich-" 
licher als die vorigen, bé Biesenrode gefunden. Bei bräunlich- 
grüner Farbe und leidlich guter Schieferung sind sie von denen . 
der Gruppe I und IT makroskopisch nicht sicher zu unterscheiden, 
da der Karpholith erst unter dem Mikroskop sichtbar wird. Der 
Gehalt daran ist erheblich geringer als der von Ottrelith, dessen 
Blättchen als feine Knôtchen auf den Schieferungsflächen eben 
. noch sichtbar sind. Das Grundgewebe enthält neben Sericit, Quarz 
und Rutil hier auch etwas Chlorit. 


An der einzigen Stelle, wo die Karpholithzone auf eine län- 
gere Strecke gut aufgeschlossen ist, an der Strafe Biesenrode- 
Leiïmbach bei km 2.9, läft sich feststellen, daf reichlich Ottrelith 
führende Gesteine innerhalb derselben Schieferungslage in Ottrelith 
freie übergehen. Da Schieferung und Schichtung vermutlich, wie 
in den benachbarten Sedimenten, stark von einander abweichen, 
ist das Vorhandensein oder Fehlen von Ottrelith und Karpholith 
also wohl Unterschieden der Zusammensetzung der ursprünglichen 
Sedimente zuzuschreiben. Als charakteristisch dafür muf, wenn 
man nicht eine erhebliche Zufuhr von Stoffen bei der immerhin 
nicht sehr tief greifenden Metamorphose annehmen will, was an- 
gesichts der grofen Verbreitung der Ottrelith führenden Zone 
wenig wahrscheinlich ist, einen erheblichen Gehalt an Mangan, 
Reïichtum an Tonerde und Armut an Kalk betrachten, wie das die 
Analysen I—IV erkennen lassen. Aus diesen Zahlen geht zugleich 
hervor, da diese Gesteine auch chemisch erheblich abweichen von 
dem aus dieser Zone bisher allein analysierten Chloritschiefer vom 
Hurenholz bei Wippra (Analyse a, nach Lossen in Erläuterungen 
zu BL Wippra p. 21). 

Versucht man die mineralogische Zusammensetzung zu be- 
rechnen, was angesichts der schwankenden Zusammensetzung der 
mikroskopisch erkannten Gemengteile nur unter gewissen, z.T. 
willkürlichen Annahmen môglich ist, so kommt man auf die Zahlen 
unter B, die mit der Schätzung der Mengenverhältnisse nach dem 
mikroskopischen Befund ganz gut übereinstimmen. Der.bei zwei 
Gesteinen bleibende TonerdeïberschuB ist mikroskopisch allerdings 
nicht nachweisbar (bei der Âhnlichkeit von Kaoltin, Pyrophyllit 
und Hydrargillit mit Sericit auch nicht zu erwarten), indessen 
ist Pyrophyllit auch in den Ardennen in Begleitung der Ottrelith- 
gesteine beobachtet. 
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_ À. Gewichtsprozente der Bestandteile. 
| Î | II III IV à 
SiO,. ; | b8.24 56.04 | 52.75 52.17 41.95 
TiO, . 0.90 1.18 0.70 1.16 0.34 
AROPMPD LT 20.72 17.62 25.08 25.08 17.07 
Por. IN 3.45 5.00 L 1.85 6.17 
of l 4,77?) 
FeO. 7.86 7.16 7.01 7.84 
M0 1.62 3.06 _ 8.50 3.71 2.07 
NrO RME 0.06 3.92 3.18 2.16 14.29 
CU ne ee 0.06 0.15 0.25 0.26 1.55 
Na,O . 0.37 0.38 | 1.72 0.48 | 0.06 
KO 1,22 0.38 2.01 1.14 0.17 
H,0 bis 110° 0.25 0.27 0.32 
db de ; | 6.08:) | 8.23 
»  ». 12500 8.45 |‘ 4.41 4.74 
P,0; 0.26 0.20 nicht best. 0 22 0.42 
Summe . | 100.02 | 100.37 | 100,34 | 100.30 | 100.322) 
B. Gewichtsprozente der Gemengteile. 
Muscoyit 149 | 78 38.3 15.6 | 
Chlorit . 8.7 16.5 — 49 
Ottrelith 84.9 40.4 — 42.1 
Karpholith _ — 40.0 22 
Quarz 85.9 32.7 20.0 -24 8 
Rutil sta 0.9 1.2 FE ET PT 
Eisenoxyde 1.6 1.0 1.1 0.5 
Tonerde-ÜberschuB 29 0.2 — 2.3 
Apatit . 0.3 0.4 | 0.3 | 0.5 


I. Sericit-Ottrelithschiefer vom Ausgang der Kuhschwanzwiese an 
der Strafe Wippra-Grillenberg. 

IL Chlorit-Ottrelithschiefer vom Morunger Tal, 1. Ufer, wenig 
unterhalb der KohlenstraBe. 

III. Sericit-Karpholithschiefer vom NordfuB des Sengelberges gegen- 
über Biesenrode. 

- IV. Karpholith-Sericit-Ottrelithschiefer, N.0.-FuB des Sengel- 

berges, 400 m ôstlich der Wipperbrücke in Biesenrode, 

a. Chloritschiefer vom Hurenholz bei Wippra. 


1) Glühverlust. 
2) Bestimmt als Fe; O:. 
3) Einschl. 0.07 $ und 0.09 organ. Substanz. 
2* 
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Wie letztere kann man auch unsere Gesteine auffassen als 
Umwandlungsprodukte Mangan-haltiger Tiefsee-Tone, die chemisch 
gut mit ihnen übereinstimmen und zugleich, wie unsere Gesteine 
fast frei sind von terrigenen Gemengteilen. In diesen Beziehungen 
unterscheiden sie sich beträchtlich von den im Norden angren- 
zenden weinroten und blauschwarzen Schiefern der metamorphischen 
Zone, beide sind erheblich splittriger, dünnschiefriger, dabei oft 
sehr zierlich gefältelt; beide haben einen erheblich hôheren Gehalt 
an Quarz der ebenso wie die viel häufigeren Zircone deutliche 
Spuren klastischen Ursprungs zeigt. Die von Lossen als Ursprungs- 
material der Zone der Karpholithschiefer in Anspruch genommenen 
Buntschiefer (o der Karte) machen ebenfalls einen viel klastischeren 
Eindruck, indessen sind sie wohl erheblich tonreicher und quarz- 
ärmer als die vorher erwähnten weinroten Schiefer. Aber da sie 
sich nicht durch einen ungewühnlich hohen Mangangehalt aus- 
zeichnen, scheint es doch zweifelhaft, ob das Ausgangsmaterial der 
Ottrelithgesteine ihnen ähnlich war. 

Unter den mir bekannten Ottrelith- (and Sismondin-)Gesteinen 
haben die der Ardennen die grôfite Ahnlichkeit mit den Harzern, 
sind aber schon, erheblich weiïter in der Metamorphose fortge- 
schritten; von allen andern gilt dies ebenso, sowohl hinsichtlich 
der KorngrüBe von Sericit und Chlorit, wie namentlich des Ott- 
relith. Dasselbe gilt auch hinsichtlich der andern Glieder der 
metamorphischen Zone des S.O.-Harzes, nämlich der diabasischen 
Grünschiefer und der Phyllitgneiss-ähnlichen Grauwackenschiefer, 
die ihr Ursprungsmaterial noch sehr deutlich erkennen lassen. In 
der weiter nürdlich folgenden Zone ist die Metamorphose im Harz 
noch schwächer und klingt schliefilich in der immer spärlicher wer- 
denden Entwicklung von Albit fübhrenden Quarztriümern aus. 


Über die Verteilung der quadratischen Reste und 
Nichtreste. 


Von 
Georg Pélya in Zürich. 


Vorgelegt von E. Landau in der Sitzung v. 23. Nov. 1917 u. v. 22. Febr. 1918. 


1. Man betrachte die p — 1 irreduziblen positiven echten Brüche, 
deren Nenner eine ungerade Primzahl p ist, und man teile sie in 
zwei Kategorien, jenachdem der Zähler quadratischer Rest oder 
Nichtrest mod.p ist. Es sei «, 8 ein bestimmtes Teiïlintervall des 
Intervalls 0, 1. Ist p grof, so befinden sich in dem Intervall «, B 
von den beiden Kategorien angenähert gleich viel Brüche, genauer 
gesagt, das Verhältnis der Anzahlen strebt gegen 1 mit unendlich 
wachsendem ». Ich will im folgenden diesen Satz beweisen, bezw. 
aus allgemeineren und schärferen Sätzen olgern, und auf den Zu- 
sammenhang mit dem Klassenzahlproblem der imaginären quadra- 
tischen Kôrper hinweisen. 

Ich fühlte mich einer Unterlassung schuldig, wenn ich nicht 
ausdrücklich die Analogie erwähnen würde, die zu dem ausge- 
sprochenen Satze führt. Denkt man auf die erwähnten p—1 


äquidistanten Stellen des Intervalls 0, 1 P = L 


Kugeln und ebensoviel weife auf Geratewohl verteilt, so ist es 
anzunehmen, daf dis Verteilung der beiden Sorten Kugeln in 
einem Intervall «, 8 nur wenig von 50 °/ zu 50% abweicht. Ge- 
nauer gesagt, die Annahme, daf die prozentuale Abweichung von 
der Gleichverteilung unter irgend einer gegebenen positiven Grôüfe 
bleibt, hat eine Wahrscheinlichkeït, die sich mit wachsendem ? un- 
begrenzt der Gewifheit nähert. Die Verteilung der quadratischen 
Reste undiNichtreste kommt aber (abgesehen von der durch den 
Restcharakter von — 1 bedingter Symmetrie) so verwickelt und un- 


kleine schwarze 


22 Georg P6lya, 


regelmäfBig vor, als ob sie durch den Zufall hervorgebracht wäre, 
und darum ist naturgemäf, auch hier Gleichverteilung im Grenz- 
fall zu vermuten. Merkwürdigerweise reicht die Analogie noch 
weiter. Die wabrscheinliche Grôfe der absoluten Abweïichung 
von der Gleichverteilung ist bei p—1 Kugeln von der GrôBen- 
ordnung \/». Ich werde beweisen, daf sich die betrachteten Brüche 
erster und zweiter Kategorie im Wesentlichen ebenso verhalten 
(vgl. unter 3). 

Der Beweis der ausgesprochenen Behauptungen ist sehr ein- 
fach. Ich benutze, nach dem Vorgang von Herrn Weyl!) in 
einer verwandten Frage, trigonometrische Reiïhen. Mit Hilfe der 
absoluten Werte der Gaufschen Summen gelangt man dann 
leicht zum Ziel. Übrigens spreche ich nicht von Legendreschen 
Symbolen, sondern, sofort etwas allgemeiner, von eigentlichen 
Charakteren. 

2. Ich bezeichne mit y(x) einen eigentlichen Charakter mod. #?). 
Ich betrachte noch folgende, mit y(#) verbundene GrôBen: 


Sn = XD) +20) +:.: +20), 
FC) = 40)2+40@)2 +: +30%)4, 


2zxi 


ge 
06... 
Zur Einübung dieser Bezeichnungen diene etwa folgende, für 41 
bestehende Relation 


(1) EL wa 5,248, 45,244, 2. 


Die Haupteigenschaft der eigentlichen Charaktere®) drückt sich in 
diesen Bezeichnungen so aus 


(2) f(@") = 3(n)f(e). 

Daraus läfit sich leicht noch folgendes ableiten {) 

(3) fl = VE 

Hält man die beiden môglichen Füälle y(— 1) — [+4 auseinander, 


1) H. Weyl, Über die Gleichverteilung von Zahlen mod, Eins. Mathe- 
matische Annalen, Bd, 77, S. 313—352. 

2) Vgl. Landau, Primzahlen, Bd. I, S. 478—488. 

-8) Vel. Landau, a. a. O0. S. 483486. 
- ) . 4) Vgl. Landau, aa. O0. S. 492—494, 


Über die Verteilung der quadratischen Reste und Nichtreste. 
so kann noch (2) durch die Alternative 


Li 


x) cos ne bo m TE + 3(8) COS M ++. 


k 
+ 4() cos m ÊÈZ st AURA 


@ 
k 

0 

+ 4 (4) sin m FT LE FOTO 
i 


wiedergegeben werden. 
Mein Ziel ist die Grôfe 


b 
” (6) Zan) = 5-5 


4 () sin m +12) sin mn +3) sin 7 - 
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abzuschätzen. Es genügt, sich auf den Fall 1=a<bÆ=k-—1 zu 


beschränken. Ich definiere die Funktion 


MATE 2xb 
peter és me 
1 Dxa 2xb 
D 
fHedente, 2 Lo <9x 


(x) läft sich durch seine Fourierreihe folgendermafñen aus- 


drücken : 


OO 
(6) D(x) = a,+ ZX (a, cos mx+b,,sinmæx) 
m=1l 


. 2xb MIra 
ait co (Sin 7m —sin ——m 
PURE 2 Er cos MX 
cos CR m — COS ho. m 
k k 
on am 
b—a 1 2x a 1 2xbd 
MU 


Dabei bezeichnet 


() T(x) = a 0. 
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Mit Hülfe von D(x) läBt sich die Summe (5), bis auf Geringes, 
leicht ausdrücken, nämlich so 


Dxs 


nu à 1 $ 
© pO+1Q+D++10-0+5210 = 2 2 )10 
OCTO TOP TO) 
VO G,30)+0,7@ ++ 8,700) +) 


je nach den beiden môglichen Werten von y(—1). Diese Formel 
(8) ist zur Abschätzung noch ungeeignet, jedoch sie zeigt uns den 
Weg an: ®(x) durch eine endliche trigonometrische Summe an- 
näbern und den Rest abschätzen. 

8. Ich betrachte nun 


Re sin(n+1l)æ sin(n+2)x 


n +1 n + 2 Tite 


das Restglied der so oft und genau untersuchten Fourierreihe 
(7). Es ist 


(9) B,(0) = R,(x) — 0, R,(2x—x) = —E,(x) 
und für 0<x<xr 
(10) 8, (@) <<. 


Letzteres ergibt sich aus der Formel 


 sinZ sin? sin n%X 


FA 
I + 9 + eee + 7 HE =f (cos {+ cos 26 +... + cos nt) dé 
k x 


Tr . 2n+l 
Sin ——— 4 
T — À 2 
= == a OP 
2 Re 2 
2 sin = 
ba 


nach dem zweiten Mittelwertsatz und anderen bekannten Schlüssen so 


Te 2n+1, 


sin L 
_ del nt 4 SHARE 


; 1 a 
2sin 2sin & 
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Nach (9) und (10) ist 


ess |A (ÈE) <2 Se 


Es _ ES pu 
Sp ee 2 IS" 


Daraus schlieft man, da für 4 = 38 


k À 
(11) > LR (ÈS) | < ee, 


Ci 


Zu der eigentlichen Aufgabe zurückkehrend, betrachte ich an 
Stelle von (8) die Formel 


(12) D 
240 H0)+10,2 À Ji) 
k 
+5 DR (TG-0)-2 (TE 6-0)}10: 
(12) folgt aus (4) und (6) und enthält eine Alternative entsprechend 


den beiden Fällen 4(—1) = +1. Aus (12) folgt weiter, mit Rück- 
sicht auf die Ausdrücke von a,, b,, in (6) und auf (11) 


et GARE TIR 2\ 1, klgk 
x te ce tel L 
LE À VE G+ le n)+ À tie 
Setzt man », worüber noch frei zu verfügen ist, — ei +4] s0 


erhält man durch geläufige Schlüsse den Satz: 
Bezeichnet %(*#) einen eigentlichen Charakter 


TE 
mod.% und $,, das Maximum von DO) wo «a und b. 
a 


beliebig, so ist 
ue 


13 ALFA 
og k=00 Vhlgk x 


Dieser Satz kann z. B. zur Abschätzung der Reiïhe 
1 2 3 


benutzt werden. Man hat 
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| co s | Sz—l y are 
ACER ts de ——— RTE 1 


OS | 1 
= atst ts tb 


(14) : IL < Is E+lgle 
von einem gewissen À an. 

Die Klassenanzahl definiter quadratischer Formen von zwei 
Veränderlichen lä6t sich sowohl durch Summen von der Art (5), 
wie mit Hülfe gewisser Reiïhen ZL,, darstellen. Daher künnen 
sowohl (13) wie (14) zur oberen Abschätzung dieser Klassenanzahl 
herangezogen werden, wobei (14) ein etwas besseres Resultat er- 
gibt. Noch das will ich bemerken, daf die Identifizierung der 
beiden Ausdrücke der Klassenanzahl am kürzesten auf dem Wege 
erfolgt, an dem hier (8) abgeleitet wurde!) 


Da die Legendreschen Symbole 5, einen eigentlichen 


Charakter mod. der Primzahl p bilden, ist durch (13) die in der 
Eïnleitupg ausgesprochene Behauptung reichlich erwiesen. 

4, Die zahlentheoretischen Funktionen r(#) und œ{n) (d.h. 
Anzahl der Divisoren von #, bezw. Anzahl der positiven ganzen 
Zablen, die Zn und zu n relativ prim sind) sind mit Hilfe des 
Primzahlsatzes genau untersucht worden?) Hier brauche ich nur, 
da für à 0 


2 -: +8) Fe 
qe) al CARE Dre re p(n) 
Den Anlaf zu den erwähnten Untersuchungen gab die Relation 
(15), die von Herrn C. Runge*) auf elementarem Wege gefunden 
worden ist. Der Rungesche Beweis überträgt sich ohne weiteres 
auf (16), und so halte ich der Mühe wert dessen Leitgedanken in 
folgendem Hilfssatz zu formulieren : 
Die Funktion f(p,a) so1l für p — 2, 3, 5,7, 11,... und 
a — 1,2,3,4,... positive Werte annehmen und seiso 


0. 


1) Diese Art der Identifirierung beider Ausdrücke ist angedeutet durch 
Minkowski Vel Werke, Bd L S.134 Vgl auch R Fueter, Die Klassen- 
zabl zyklischer Kôrper vom Primzahlgrad, deren Diskriminante nur eine Primzahl 
enthäk. (Crelles Journal, Bd. 147, S. 174—183. 

2) VgL Landau, à 2 0. S. 216-222 

3) C. Runge, Über die auflôsbaren Gleichungen von der Form 4° +uz 
+ — 0, Acta Mathematica, Bd. 7, S. 173—186, vel S. 181—183. 
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beschaffen, daf 
lim f(p,a) = 0 gleichmäfig in p, 
& — CO 
lim f(p,a) = 0 gleichmäBig in a. 
p = CO 


Die zahlentheoretische Funktion F(x) sei für jedes 
positive ganze # auf Grund seiner Primfaktoren- 
zerlegung 


(17) | h= Dar... 
folgendermafen definiert 
Fa) = f(r,a)f(Qb)f(r, 0)... f(60. 
Dannist 
lim F(n) = 0. 
n = OO 


Die Bedingung für die Funktion f(p,a) kônnte auch so for- 


muliert werden, daf f(p,a) mit gegen O strebt. Die Bei- 


p+a 
spiele (die Primfaktorenzerlegung von x denke man sich durch 
(17) gegeben) 


——_—_———© ve 


n° ps go? 7 4 ? 
RAR 7 LR Re PE nie 
p(x) "(-—) a" (1 “| m (1 F) 


erläutern den Hilfssatz und zeigen zugleich, da$ aus ihm (15) und 
(16) folgen. — 

Nach der Bedingung, der f(p, a) unterworfen wurde, gibt es 
nur endlich viele Zahlenpaare p’, a’, aus einer Primzahl p' und 
aus irgendeiner ganzen Zahl a > 1 gebildet, so da8 
(18) fa) Z1 
ausfällt. Ich bezeichne 

I1f(p, a) = C, 


das Produkt über alle (18) genügende Zahlenpaare erstreckt. Sei 
O<e<l; es gibt ebenfalls nur endlich viele Zahlenpaare p”, a”, 
für welche 


(19) f@,#)2+ 
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ausfällt, und daher auch nur endlich viele #, so beschaffen, das 
alle in # aufgehenden Primzahlpotenzen p"* der Ungleichung (19) 
genügen. Abgesehn also von diesen endlich vielen, hat jedes » in 
seiner Primfaktorenzerlegung mindestens eine Primzahlpotenz P4, 
für welche 


f(P, A) < à 
Dann ist aber offenbar 


F(n) = f(p, a)... f(P, 4) <0T 1€) 
W. Z. b. w. 


b. Es soll n eine quadratfreie ungerade Zahl be- 
deuten. Wird die Summation auf alle positiven 


S 
ganzen Zahlen s erstreckt, die kleiner als x und zu * 
relativ prim sind (deren Anzahl also üblicherweise 
mit y(#) bezeichnet wird), so ist 
Le 2 = f'roa 
n=00 P(n)  \n 0 


für jede im Riemannschen Sinne eigentlich integrable 
Funktion f(x). 
Es genügt den Satz nur für spezielle integrable Funktionen 
zu beweisen, etwa für die Funktionen 
1 0OZx= a 
hs Fe a<x<]I, 
wo O<aæ<l. Denn aus solchen Funktionen ®,(x) lassen sich 
streckenweïse konstante Funktionen zusammensetzen, die dann zur 
Annäherung beliebiger im Riemannschen Sinne integrabler Funk- 
tionen herangezogen werden kônnen‘). Stellt (17) die Primfaktoren- 
zerlegung von # dar, so ist bekanntlich 


ges) = af] -(- 
fie le-pe 
fete 


lol <2 £ T(n). 


Wo 


1) Vgl. meine Arbeit , Über ‘einezneue Weise bestimmte Integrale in der 
“avalytischen Zablentheorie zu gebrauchen“, diese Nachrichten, 1917, S. 149—150 
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(Mit » bezeichnete ich vorübergehend die Anzahl der Primfaktoren 
von #.) Aus (15) und (16) folgt also 


1 
lim (FR) = + lim ee — = f 2. 
n = 00 Ph n— oo P(#) : 0 G) 
und damit der volle Satz. — 
Die Summationen X und Y sollen üiber diejenigen 


(7 b 
zur ungeraden quadratfreien Zahl n relativ primen 
Zahlen a bezw. b erstreckt RRQ die =n sind und 
für wars bezw. 


Saut e b 
Et A Rd 
; (pie Symbole (2) F) sind Jacobische.) Dann ist 
; 2 a 2 
lim —— (2) = lim re |= L x) dx 
n=i00 HD A oumat oo AUS ie 
für jede im Riemannschen Sinne eigentlich integrable 


Funktion f(x). 


Ich beschränke mich wieder auf die vorhin betrachteten Funk- 
tionen ®, (x). Es ist 


Fr 0t so re) une) 
ne 2 “a Red ce cu ss on 2. (G} 


ie Satz folgt also aus dem vorangehenden Satz, aus dem unter 


8 bewiesenen (ie Jacobischen Symbole (5 sind eigentliche Cha- 


raktere mod. ») und aus (16). 


Einige Bemerkungen zu der vorstehenden Arbeit des 
Herrn G. Pélya: Über die Verteilung der quadratischen 
Reste und Nichtreste. 


Von 
J. Schur in Berlin. 


Vorgelegt von E. Landau in der Sitzung vom 22. Februar 1918. 


Ist 4(#) ein eigentlicher Charakter mod. # (4 > 2) und setzt man 
Sn = 2()+40) +: +40), 


so wird, wenn s die grôBte unter den Zahlen |s,] (für alle n und 
alle y bei gegebenem #) bedeutet, 


TRS s 1 
Î Lim = —, 
Allgemeiner gilt auch für das Maximum S von |s, — s,] für 1 = a <b 
En 
k— 00 VE log k T 
Diese interessanten Ungleichungen beweist Herr P6lya im ersten 
Teil der vorstehenden Arbeit, indem er von dem für (x) geltenden 
Analogon zur GaufBschen Summenformel ausgeht, später aber von 
einigen Sätzen über Fouriersche Reiïhen Geébrauch macht. Be- 
gnügt man sich aber damit, die etwas weniger präzisen Formeln 


(2) Em —"—< ie 
k= 00 Vklogk T° k—oo Vhklogk 7% 
zu beweisen, so kann man, wie im folgenden gezeigt wird, auf 


Grund der Summenformel mit durchaus elementaren Hilfsmitteln 
zum Ziele gelangen. In dem Falle y(— 1) — 1 wird man für die 
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Zahl s auch auf diesem Wege auf die genauere Schranke - ge- 
fübrt. Noch einfacher ergibt sich, daf für alle Werte von # 


G)c: s < Vk log £ 


ist, und daf dasselbe auch für S gilt. Schon diese rohere Abschätzung 
reicht aus, um die weiïtere bemerkenswerte Gleichung 


.…. logs 1 
4) . mg Re 
(So) HA log k 2 
zu beweiïsen. 


Aus (1) folgert Herr P6lya, daf für genügend grofe Werte 
von # 


| S z0)| 


#) |< 2 log + log log k 


les 


ist. Die weniger genaue Formel (3) liefert für alle Werte von & 


[ee] 
D x) PART AT du 
n = 1 2 


Wendet man die in (3) unter der Annahme, 
daB % eine Fundamentaldiskriminante ist, auf das (erweiterte) 


Jacobische Symbol (x) — (5 an, so liefert die Gleichung für 


die Klassenanzahl der Theorie der binären quadratischen Formen 
nach einer einfachen Hilfsbetrachtung den Satz: 

Ist D 0 eine Zahl der Form 4n oder 4n+1, die kein 
Quadrat ist, und bedeuten 7, U die kleinsten positiven Zahlen, 
die der Pellschen Gleichung #— Du” — 4 genügen, so ist stets 


genauer wird 
ee logloge de Er log s ne 
D=co log D 27 Do VDlogD 2 


Diese Abschätzungen sind wesentlich besser, als die von Herrn 
R. Remak'), Herrn O0. Perron?) und Frl. Th. Schmitz*) auf 


1) Abschätzung der Lôüsung der Pellschen Gleichung im Anschluf an den 
Dirichletschen Existenzbeweis, Journ. für Math, Bd. 143 (1913), S. 250—254, 

2) Abschätzung der Lôsung der P ellschen Gleichung, ebenda, Bd. 144 (1914), 
S. 71—78. 

3) Abschätzung der Lüsung der Pellschen Gleichung, Archiv d. Math. u. 
Phys., 3. Reïhe, Bd. 24 (1916), S. 87—89, 
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elementarerem Wege gewonnenen. Die beste dieser Abschätzungen, 
die von Frl. Schmitz, liefert nur s — 4e‘”, also insbesondere 


— ‘loges 
lim —2-<8 
DA D; #7 
2ai 
1. Setzt man p — FE und 
k—1 
() ii à, av), 
so wird bekanntlich (vergl. P 61y a, Formeln (2) u.(3)) für À — 0, 1,2, 
k—1 Là 
(6) 2 26)e" = 24). |G| = Vk. 
v = 
Hieraus folgt, indem man À — 1,2,...,» setzt und addiert, 
É k—1 Top 
(7) ,.G= ZX ze << 
YV = 1 Q 


Setzt man noch 
v(—-l'= ce = 21 


und beachtet, daf y(k—») — oy(v) und für ein gerades # stets 
1(S) = Oist, so läfit sich (6) auch in der Form 


2 
£ NE ENT qu k—1 
= peer] (= [5] 


oder, was dasselbe ist, in der Form 


3 q M GE Go" — pH 
eo ,.@= À 14) nt 
1 
u=1 o 
schreiben. Das liefert wegen [1—0"“| — 2 sin fe 
a 2 
(9) sVE=< Y 
BE Ein _. 


Da nun für 0<p< die Ungleichung sin @ > se gilt, so er- 
gibt sich hieraus 
s Vk < ÿ Æ ÿ À <Hog fi, 


A UT  p£i 
a k 


also s < VF log &. 
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2. Um eine etwas genauere Abschätzung zu erhalten, wähle 
man eine feste Zahl » zwischen 2 und Le und schreibe (9) in der 
Form 


k k :) 
= é 


<Y CURS s NASS en 
? nr RUE Le sas m rare 
k k 
Aus 
AU: ax M B 2 x 
sin ZÆ——:—sin—, sn-——>sn——>—:— 
lc k x m k m a M 
folgt dann 
T k 2  k 2m 2klogk km 
D UT ie = 2 
m sin — m sin — 
’ m 
Dabher ist 
OR S 2 
. lim =, —__—_———, 
k=0o VE logk pin 
m 


Läft man non » über alle Grenzen wachsen, s0 erhält man die 
erste der Formeln (2). 

Ist insbesondere 6 = 7(—1) = 1, so ergibt sich aus (8) ge- 
nauer 


se & q ( ) 1 he rs L = ao 
Sa ==> E TIC TA PTS c 
12 1 a 1 9” | 


also 


_ PET sin ne 
Wendet man auf die rechts auftretende Summe die frühere Schluf- 
weise an, so erhält man die Polyasche Formel (1). 

3. Die Gleichung (5) läfit sich, da y(v) = s,—s,, und s,,— 0. 
ist, auch in der Form 


DEA ler nt ANR te 


k—2 
G= ZX se (1-0) 
y— 1 
schreiben. Daher ist 
|[G| = VF <(G—2)s.|1—e] — (A ane EU EN 


also 


RP 
FT dm ts 
Dies liefert in Verbindung mit (3) die zu beweisende Formel (4). 


Kgl. Ges, d. Wiss, Nachrichten, Math.-phys. Klasse, 1918, Heft 1, 3 
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4. Sind a 0 und b = a zwei ganze Zahlen, so folgt aus (6) 


(@-a)v 


DE Rauube k—1 je 
(ED x (4) Er G(S5— 53) Ib 4 (v) gr, 
Me = v=l Q 


Hieraus ergibt sich für das Maximum S der Zahlen |s,—s,| ganz 

ebenso wie früher, daf für alle Werte von 

S< Vk log k 

und genauer ; 
Mere) 


— 2 
lim = — 
k— 00 Vklogk 7% 


ist. 

Dieses Resultat läBt sich noch etwas anders deuten. Ist » 
eine zu k teilerfremde ganze Zahl, ! eine beliebige ganze Zahl 
und wäblt man #0 derart, da8 mw'.= 1 (mod. k) wird, so wird 


se = À a0+m) = nn) D Len +) = (10) [Sur4n — Sn]: 


Daher ist S zugleich auch die grôfite unter den Zahlen [S”|. 
Insbesondere ist also stets 
(10) 


ñ 
D 40 +mv)|< VK log k. 
y =0 


_ Ich will hiervon gleich eine Anwendung machen. Ist D eine 
positive oder negative Diskriminantenzahl, d. h. eine ganze Zahl 
der Form 4n oder 4n +1, die kein Quadrat ist, und setzt man 


4=1D à = 2 () 


v—=]l 
so ist, wie ich behaupte, stets 
(11) d — max. [d,| < V2 log A. 

Ist nämlich D eine Fundamentaldiskriminante, d. h. durch kein 
ungerades Quadrat teilbar und von der Form 4n +1, 167 +8 oder 
16n +12, so ist das Jacobische Symbol 5) = Y(v) ein eigent- 
licher Charakter mod. 4 und (11) erscheint nur als ein Spezialfall 
der Formel (3). Im allgemeinen Falle sei D — D,m', wo D, eine 


Fundamentaldiskriminante ist. Ist hierbei »m zu D, teilerfremd, 
so wird 


(12) a = S (22) 
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wo À nur noch die zu m teilerfremden Zahlen zu durchlaufen hat. 
Sind nun 4, 1, ..., lp die zu ”n teilerfremden Zahlen zwischen 0 


und », so kann (12) in der Form 


g(n) 
4 5 EG ne ) (OZ 1,+mv < x) 


geschrieben werden. Da nun ) — y(r) ein eigentlicher Cha- 
rakter nach dem Modul 4, == |D,| ist, so folgt aus (10) 
[4,1 < p(m) V2, log 4, < m V1, log 4, < VA log 4. 


Ist endlich » nicht zu D, teilerfremd, so sei m — m,m,, wo 
m, zu D, teilerfremd ist und #, nur Primzahlen enthält, die auch 
‘in D, aufgehen. Sétzt man dann 


D, = Dim, 4, = ID], 


«- à) 5 (2) 


v—= 1] V D Le 


so wird 


und, da D, der vorhin gemachten Voraussetzung genügt, 
[d,] < V2, log À, < VA log 4. 


b. Ist D > 0 und bedéutet & — e(D) die Fundamentaleinheïit 
der Pellschen Gleichang # — Du? — 4, so gilt bekanntlich für 
die Klassenanzahl » der primitiven quadratischen Formen a2° 
+bxy+cy mit der Diskriminante D — b—4uc die Gleichung 


h log s 1: 1% eo 1 
VD n 1\% 
Haben nun d, und d die frühere Bedeutung, so folgt hieraus 
(vergl. Polya, Formel (14) 

Alone 1e 0 à Pin d 
ne nt D at) cn 


1 1 1 


Daher ist wegen (11) 
HR La eee D(s Vale toglos DE) 


und demnach 

— log & 1 
14 LH ——2 <- : 
(4) Dean dep lee,:2 
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Nun ist aber speziell, wie in bekannter Weise geschlossen wird, 
für D' — 2, | 
1 iV+ 


e(D) = (8 = (8+18)* 
also 


log log (D!) — log D'+ log TS 
Hieraus folgt, daf der zweite der Ausdrücke (14) genau gleich 
Fist. 
11 


Für De” — 244,69 … ist insbesondere 


(2 


- log D + log log D +1 < log D, 


also wegen (13) 

e< D, 
Eine ziemlich einfache Rechnung zeigt, da dies auch für D = 244 
richtig ist. Um hieraus eine Abschätzung der Fundamentaleinheit 
(a) der Gleichung 4° — ay — 1 zu gewinnen, hat man nur zu be- 
achten, da m(a) = s (a) oder m(a) —-e(4a) ist, je nachdem a eine 
Diskriminantenzahl ist oder nicht. 


Zusatz bei der Korrektur: Herr Landau machte mich darauf 
aufmerksam, daf die Pélyasche Methode im Falle 6 — 1 ohne 


weiteres gestattet, in der Formel (1) die Konstante . durch = 


zu ersetzen. Mein Verfahren liefert also auch für 6 — 1 den 
doppelten Wert. 


Invarianten beliebiger Differentialausdrücke. 


pa 


Von 
Emmy Noether in Gôttingen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Januar 1918 durch F,. Klein. 


Unter einem Differentialausdruck verstehe ich eine Fanktion 
fe, de) = f(a,...2,; dx,...dx,) der n Variabeln x,...'#, und 
ihrer Differentiale dx,...dx,, die analytisch in beiden System 
von je # Argumenten, aber nicht notwendig reell vorausgesetzt 
wird. Ich lege nun zugrunde die Gruppe aller analytischen Trans- 
formationen der Variabeln, der die Gruppe aller linearen Trans- 
formationen der Differentiale entspricht : 


OPyF “hi 0x; 
À) t=a(...y); dr, = 27, Wii dx, = 2'ay, VV 


wodurch f(x, dx) übergehen môge in g(y, dy). Unter einer Inva- 
riante von f(x, dx) verstehe ich eine Invariante gegenüber dieser 
Gruppe, und der dadurch für die hôheren Differentiale d’x, dôx... 
und für die Ableitungen von f(x, dx) induzierten Gruppe; also 
eine solche (analytische) Funktion J, dafi für beliebige f, und 
vermüge (1) identisch in Variabeln und allen auftretenden Diffe- 
rentialen gilt : 


of dE 
| To aa "de êe dé .…) 


n°4 0g o+°g 3 1 
== J (9, Va oran | dy, y .…) ). 


Ganz entsprechend ist die Invariante eines simultanen Systems 


+ è 
1) me soil durchweg à gesetzt werden für 
$ Q 
x, .. êx,, ôdx,, ….. 0dxy, ? 


wo die Indizes irgend welche der Zahlen 1 bis: x bedeuten. 
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von Differentialausdrücken zu definieren. Enthält eine solche In- 
variante insbesondere nur erste Differentiale dx, Ôx und nur Ab- 
leitungen nach diesen Differentialen, nicht nach den Variabeln, s0 
kommt das Auftreten der Variabeln in den Funktionen und der 
linearen Transformation der Differentiale nicht in betracht; diese 
speziellen Invarianten werden Invarianten gegenüber der Gruppe 
aller linearen Transformationen der Differentiale dx, dx mit un- 
bestimmten Koëffizienten, und sollen als projektive Invarianten 
“des simultanen Systems bezeichnet werden. 

Für quadratische,. homogene Differentialformen haben nun 
Christoffel (Crelle 70) und Ricci (Math. Annalen 54) ein sol- 
ches System von invarianten Bildungen aufgestellt, daf alle Inva- 
rianten projektive Invarianten dieses simultanen Systems werden, 
womit die Fragen nach der (Gesamtheit der Invarianten und nach 
der Âquivalenz auf Fragen der linearen Invariantentheorie zurück- 
geführt. sind, was ich als ,Reduktionssatz“ bezeichnen môchte. 
Das vollständige System besteht aus abzählbar unendlich vielen 
Formen; aber für Invarianten jeder endlichen Ordnung @ (d. h. 
solche, die keine hüheren als ote Ableitungen nach den Variabeln 
enthalten) nur aus endlich vieklen Formen. 

Ich zeige im folgenden die Giltigkeit des ,Reduk- 
tionssatzes“ für beliebige Differentialausdrücke; 
und zwar handelt es sich wieder um ein vollständiges System von 
abzählbar unendlich vielen, aber für jede endliche Ordnung nur 
endlich vielen invarianten Bildungen. Während aber Christoffel 
und Ricci sich zur Erzeugung der Invarianten und zum Beweise 
des Reduktionssatzes auf schwer übersehbare Eliminationen 
stützen, erzeuge ich die Invarianten direkt durch invariante Dif- 
ferentiations- und Variationsprozesse (welch letztere sich einfach 
als Differentiationsprozesse nach anderen Parametern auffassen 
lassen). Den Algorithmus dieser invarianten Differentiationspro- 
zesse haben — im AnschluB an Lagrange (Mécanique analytique, 
2. Teil, Abschn. IV) — Riemann (Werke XXII) und Lipschitz 
(Crelle 70, 72) für quadratische Differentialformen entwickelt, ohne 
indes bis zum Reduktionssatz vorzudringen. Das Hilfsmittel 

. zum Beweis des Reduktionssatzes bieten die für quadratische 
Formen von Riemann eingeführten ,Normalkoordinaten“ (Werke 
XII), die die von einem Punkte auslaufenden Extremalen des zu- 
gehôrigen Variationsproblems in Grerade transformieren, aber nur 
für homogene Différentialausdrücke: — f(x, #: dx) — D(x)-f(x, dx)!) 


1) Es zeïigt sich leicht, da D(x) — n° wird, wo c irgend eine reelle oder 
komplexe GrüBe bedeutet. 


ELA 


Invarianten beliebiger Differentialausdrücke. 89 


— existieren. Der inhomogene Fall läft sich indes auf diesen 
zurückführen. l 


IL Erzeugung von Invarianten. 


Eïne im allgemeïinen nicht abbrechende Reïhe von projektiven 
Invarianten von f(x, dx) wird durch die Polaren geliefert. Wegen 
der Linearität der Transformation der Differentiale folgt aus f (x, dx) 
— g(y, dy) auch: f(x, dx +4 0x) = g(y, dy+10y); und daraus er- 
geben sich durch Entwicklung nach À die für die Invarianz charak- 
teristischen Relationen : 


f(dx) — g(dy), 


DRE CTEECC 
 @). ; 
jm ne rar 


Jede Polare gibt durch Anwendung eines Variationsprozesses 
ÿ Veranlassung zu einer nicht abbrechenden Reïhe allgemeiner In- 
varianten : 


f(x, dx) = Sg(y, dy), . 


(@) fs = RD “Le am = RS 2 8. 


Die Relationen (2) und (8) lassen vermüge (1) die Transforma- 
tionsgesetze für die Ableitangen von f(x, dx) ablesen, was aber im 
folgenden nicht gebraucht wird. Aus den rte (8) läft 
sich nun durch lineare Kombination die ,Normalform der oten 
Variation“ gewinnen, die sich für pe — 1 bei Lagrange, für © 
— 2 bei Riemann findet; und die dadurch charakterisiert ist, 
daf die gemischten Difrétensiae (e+ L)ter Ordnung: d°0, de16?, 
eliminiert sind. Man erhält für sie: 


&, = 0 f(dx) — df, (dx), 
&, = df —0df, +4 fs) 
(4) 
& 


—1 2 72 (as 1) 
CS PRE RE PR EP 
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Aus den Invarianten (4) läfit sich nun durch Verallgemeinerung 
eines Riemannschen Ansatzes zu Invarianten gelangen, die nur 
erste Differentiale enthalten; solche Invarianten sollen als ,Grund- 
funktionen“ bezeichnet werden. ŒErsetzt man nämlich in & die 
Differentiale durch die Differentialquotienten, so gibt & — 0 
(identisch in 0x) genau die Lagrangeschen Gleichungen des zu 
F (4) gehürigen Variationsproblems. Ich steMe nun die invariante 
Bedingung auf, da8 die Richtung (d + 40) dieseñ Lagrangeschen 
Gleichungen genügt : 


E) A+A8) = Df (4x +102) — (A+ 20)f, (de +182) — 0 
(identisch in 0x), 


woraus durch die Substitution d — d+10 für homogenes f (dx) 
noch folgt : 


(6) (d + 10) f (dx + 10x) = 0, 


mit Ausnahme des Falles der Homogenität erster Ordnung. Im 
letzteren Falle soll (6) als neue Bedingung zugefügt werden, da 
dann dàs Gleichungssystem (5) nur (#—1) unabhängige Bedingungen 
darstellt. Setzt man in (5), bezw. (5) und (6) die Koeffizienten 
der nullten, ersten und zweiten Potenz von 4 gleich Null, so er- 
hält man also drei invariante Gleichungssysteme @ — 0, ÿ = 0, 
x —= 0 (identisch in 0x), vermüge deren sich d’x, dôx, 0’x durch 
erste Differentiale ausdrücken lassen. Die weiteren invarianten 
Gleichungssysteme : 


d'p=0, dy—0, dy —0, dy = 0, 
(7) A 9y = 02.08% = 0 = 0, 1,2 
À 0% = (6 = 0,1,2...) 


genügen dann gerade, um alle hôheren Differentiale durch erste 
ausgzudrücken!). Die Funktionen (4), verbunden mit dem inva- 
rianten Gleichungssystem (7), führen also zu Grundfunktionen [|] 
mit nur ersten Differentialen, wobei noch [&.] identisch verschwindet. 

Ebenso läfit sich aus dem Differential dh (4x, x) einer Grund- 
funktion L vermôüge (7) wieder eine Grundfunktion erhalten, die als 
,kovariante Ableitung“ [4°] von L bezeichnet werden soll; allgemein 
bezeichne [4°] die.kovariante Ableitung von [k°']. Diese beiden 
Prozesse führen so zu einer doppelt unendlichen Reïhe von Grund- 
funktionen : 


1) Nur die Linearform Z 4, dx; bedarf einer besonderen Behandlung, da hier 
das Gleichungssystem (5) keine zweiten Differentiale enthält, 
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[2], (2), [R91... (RP... 
(8) ANT A RSS [ee] 


Es zeigt sich ferner, daf die linken Seiten der Gleichungen, die 
die hôheren Differentiale durch erste ausdrücken, den ersten Dif- 
ferentialen kogredient sind (d.h. denselben linearen Transforma- 
tionen unterliesen). FKührt man also statt der hôheren Differen- 
tiale diese linken Seiten p, q, r ... als Argumente der Invariante 
ein, so hängt diese aufer von den Ableitungen nur von zu einander 
kogredienten GrüBen ab. Die oben angegebene Bildung der Funk- 
tionen (8) kommt einfach auf die Einführung dieser neuen Grôfien 

“hinaus; jede Invariante geht dadurch in cine Summe von Inva- 
rianten über, und man greift daraus diejenige heraus, die gerade 
dx, dx, nicht aber p, q,r... enthält. 

Im folgenden wird gezeigt, daf unter der Homogenitäts-Voraus- 
setzung — f(x.dx) = ®D(x)-f(dx) — die Grundfunktivnen (8) 
das gesuchte vollständige System erschôpfen. 


II. Normalkoordinaten, Aquivalenz und Reduktionssatz. 
Zu den Normalkoordinaten gelange ich durch Integration des 


zu f (%) gehôrigen Variationsproblems : 


oo — 3f TD -+ f, (5 D Ge che 0e) 


9 dt dé 
GONE à 


dx 
ul 


(T7) = 0 (als Folge oder Zusatzbedingung). 
Wegen der vorausgesetzten Homogenität von f(dx) geht dieses 
Gleichungssystem in sich über bei der Parameter-Substitution { — 
x-7; drückt man also vermüge (9) < als Funktion (Te) der 
ersten Ableitungen aus, so wird pe homogen oter Ordnung: 


di dx 
î) LR î 
(10) g! be.) = 290 (7) 
Gibt man nun bei der Integration von (9) für #—#, die Anfangs- 
dæ ( 


merte 4, = (x), 7% LS = vor, und setzt man: 
F 0 
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(1) RATES (Se), 


— wo der Parameter (f— 4) vermüge f (%) — const. der ,Länge 


der Extremale“ proportional wird — so gibt die Entwicklung nach 
Potenzen von (£—4,) vermüge (10): 


(12) x, — (x), = 4; + 1 pÙ(u) +: AE à pÈ (u) + 


Diese Entwicklung läft sich auffassen als Variabelntransformation 
x, — t,(u), wobei die GrôBen « gerade die Riemannschen Nor- 
malkoordinaten sind. Diese Koordinaten transformieren also nach 
(11) und (12) die durch (x,) gehenden Extremalen in Gerade. Einer 
beliebigen Variabelntransformation x = x(y) entspricht ferner nach 
(11) eine lineare Transformation u = u(v) der zugehôrigen Nor- 
malkoordinaten, wobei die Koeffizienten nur von dem willkürlichen 
Wertsystem (x), abhängen, die Differentiale du, du also derselben 
Transformation wie die « selbst unterliegen. 

Vermüge (12) gehe f(x, dx) über in F(u, du); oder nach Po- 
tenzen der « entwickelt: 


(138) Fu, du) = F(u, du) + F,(u, du) +:::Æ,(u, du) +::- 


wo also Æ,(ü, du) eine homogene Form oter Dimension in « be- 
zeichnet. “Wegen der Linearität der Transformation # — u(v) 
gehen vermôüge F(u, du) = G(v, dv) auch die einzelnen homogenen 
Bestandteile in die entsprechenden über: 


(14) F(u, du) = G,(e, dv). 


Nimmt man somit für (x), irgend ein festes, konstantes Wertsy- 
stem, so zeigt (13) und (14), daB die Âquivalenz von f(dx) mit 

g (dy) gleichbedeutend ist mit der Âquivalenz der zugehôrigen Funk- 
tionensysteme Æ,(u, du) gegenüber linearer Transformation. Die 
F(u, du) oder LR entsprechenden Z°,(0u, du) stellen ferner Inva- 
Lu von f(dx) dar, genommen an der Stelle x = (x), und zwar 
bilden sie ein vollständiges System von Grundfunktionen für diese 
Stelle æ = (x), Man hat nämlich: 


Pi DAT 
dou © OÙùuR = ( CT À 


und diese letztere Ableitung läft sich vermüge (12) gerade so durch 
Ableitungen von f(dx), genommen für æ — (x),, ausdrücken; wie 
die entsprechend gebildete von &G (dv) durch Ableitungen von g(dy) 
ausdrückbar ist. Wegen 


FF, (Ou, du) = + >< 
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0 F(du)\ __ 0 F,(du, du) 
Ou odu° ] _ , doWodu : 


wird ferner jede Invariante von f(dx) — F(du), genommen an der 
Stelle x = (x), eine projektive Invariante der F'(dw, du), sobald man 
nur die hôhere Differentiale durch die zu den dx, dx kogredienten 
p, gr... ersetzt hat. Nun läft sich aber (x), als Parameter auf- 
fassen; jeder Invariante an der Stelle + — (x), entspricht eine 
Invariante von f(dx), wenn man nur (x), wieder durch x ersetzt. 
Werden also die F,(du, du) Invarianten %,(0x, dx), genommen für 
œ = (x), — für æ — (x), gehen du, du über in dx, 0% —, 80 bilden 
die #, selbst die Grundfunktionen eines vollständigen Systems. 
Es handelt sich noch darum, dieses System von: Grundfunktionen 
- durch explizite Invarianten von f(dx), und zwar durch die Funk- 
tionen (8), auszudrücken. Da dies müglich, zeigt deren Erzeugung 
durch Differentiationsprozesse. Für die Glieder hüchster Ordnung 
gehen nämlich diese Prozesse in einfache Polarprozesse über, und 
eine der Clebsch-Gordanschen Reïhenentwicklung analoge Um- 
formung, verbunden mit Induktionsschluf wegen der vernachläs- 
sigten Glieder, beweist die Behauptung. Handelt es sich um In- 
varianten eines simultanen Systems, so sind den Grundfunktionen 
(8) noch die kovarianten Ableitungen der übrigen Differentialaus- 
drücke zuzufügen, wie die Einführung der zu f (dx) gehôrigen Nor- 
malkoordinaten in diese Ausdrücke zeigt. 

Die À quivalenz von f(dx) mit g(dy), die auf (14) zurückgeführt 
war, wird somit auch gleichbedeutend mit der Âquivalenz der p, 
oder auch der Funktionen (8) gegenüber linearer Transformation 
der Differentiale, ohne daf dabei besondere Integrabilitätsbedin- 
gungen erforderlich wären, wie aus der Môglichkeit der Zurück- 
fübrung auf (14) folgt. Damit ist aber der Reduktionssatz 
in allen Teilen bewiesen. Insbesondere wird noch das identi- 
sche Verschwinden der Funktionenreihe [@,], [@,]... [&,]... not- 
wendig und hinreichend dafür, daB sich f(dx) in einen Ausdruck 
mit-konstanten Koeffizienten transformieren läft. 


Legt man schlieflich statt der Gruppe aller analytischer Trans- 
formationen eine Untergruppe zugrunde, so geht auch die Gruppe 
der zugehôrigen linearen Transformationen der w in eine Unter- 
gruppe der projektiven Gruppe über; die Invarianten von f(dx) 
werden wieder Invarianten der Funktionen (8) gegenüber linearer 
Transformation, aber jetzt gegenüber dieser Untergruppe. So läft 
sich durch Homogenisieren der Fall nichthomogener Funk- 
tionen (dx) auf die affine Gruppe zurückführen; das vollständige 
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System läft sich hier aus den für eine Variable mehr gebildeten 
Funktionen (8) ableiten. 

Aus dem Reduktionsssatz ergibt sich der Spezialfall der qua- 
dratischen Formen, allgeméiner der Formen pter Dimension, da- 
durch, da hier das Funktionensystem mit [@,], allgemeiner mit 
[S,] und seinen kovarianten Ableitungen abbricht, indem alle spä- 
teren Grundfunktionen projektive Invarianten dieser werden. Da- 
raus erklärt sich die ausgezeichnete Stellung der Riemannschen 
Krümmungsform [@,] bei den quadratischen Formen. Die Frage nach 
der Âquivalenz von quadratischen Formen, bezw. Formen pter 
Dimension, kommt eben auf die Âquivalenz von [@,], bezw. 
[&,]...[@,] und deren kovarianten Ableitungen gegenüber linearer 
Transformation zurück; und das identische Verschwinden von ]@,], 
bezw. [@,]...[,] ist notwendig und hinreichend zur Transforma- 
tion in Formen mit konstanten Koeffizienten, womit für quadrati- 
sche Formen eines der bekanntesten Resultate ausgesprochen ist. 

Eine ausführlichere Darstellung soll demnächst in den Math. 
Annalen erscheinen. 


Kontinuitätsbeweis des Fundamentalsatzes der Algebra. 


Von 
Paul Kocbe in Jena. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Oktober 1917. 


1. Für den Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, der Linearfaktorenzerlegung der 
ganzen rationalen Funktionen existieren heute eine erhebliche An- 
zahl von Beweisen bezw. Beweisabwandlungen. Der einfachste 
aller dieser Beweise dürfte der von Cauchy herrührende sein. 
Derselbe beruht auf der Betrachtang des absoluten Betrages der 
Funktionswerte. Der absolute Betrag muB ein Minimum im End- 
lichen besitzen, und die Annahme, daB dieses Minimum von null 
verschieden sei, wird auf einen Widerspruch zurückgeführt. 

Der hier zur Entwickelung gelangende Beweis (Kontinui- 
tätsbeweis) ‘scheint mir von einem gewissen prinzipiellen Inter- 
esse zu sein’). Derselbe läBt deutlich die verschiedenen Etappen 
bezw. Teiïlstücke des KontinuitätssehluBverfahrens erkennen: 
Grundtheorem, Konstantenübereinstimmung, Uni- 
tätssatz, Einheitssatz, Stetigkeitssatz, Umgebungs-: 
satz, Schränkungssatz, Limessatz, Existenzsatz. Ins- 
besondere der Schränkungssatz ist als Analogon des von mir ge- 
fundenen Verzerrungssatzes der konformen Abbildung anzu- 
sehen. Der Schränkungssatz besagt die auch für die alten Be- 
weise des Fundamentalsatzes der Algebra wichtige Tatsache, dal 


1) Während der Drucklegung wurde ich auf zwei Abhandlungen von Weïer- 
straB über den Fundamentalsatz der Algebra aufmerksam (Ges. Werke, Bd. I und 
III). Bei ihrer Prüfung ergab sich eine deutliche Übereinstimmung des Weier- 
straBischen Grundgedankens mit dem meinigen, hinsichtlich der Durchführung je- 
doch eine erhebliche Verschiedenheit, 
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für die unbekannten Wurzeln einer vorgelegten algebraischen Glei- 
chung sich eine obere Schranke ihrer Absolatbeträge berechnen 
lift allein aus gegebenen oberen Schranken der Absolutbeträge 
der Gleichungskoeffizienten. 

2. Es sei 


(1) G(e) = +a. tt +ast+..+a, 


eine beliebig gegebene rationale Funktion #-ten Grades mit reellen 
oder komplexen Zahlenkoeffizienten. Es soll gezeigt werden, daf 
sich x ebenfalls reelle oder komplexe Zahlen «,, &,,...,«, so be- 
stimmen lassen, daf 


(2) - G(D=(s-a)(s-a)...(2—-«,) 


wird (Existenzsatz). Dabei künnen die « auch gruppenweiïse 
untereinander gleich, im besonderen auch sämtlich einer und der- 
selben Zahl gleich sein. Die behauptete Linearfaktorenzerlegung 
ist ferner, abgesehen von den verschiedenen Anordnungsmôglich- 
keïiten der GrôBen «,,«,,..…, vollständig bestimmt (Unitäts- 
satz). 

Der Unitätssatz ergibt sich sofort durch Gegenüberstellung 
zweier angenommenen verschiedenen Dern in 
Gestalt einer Gleichung der Form 


(c—a«,)...(s—-a,) = (2—-«)...(s—- «). 


Heben sich nun nicht sämtliche Linearfaktoren links gegen die 
Linearfaktoren rechts “weg, so würde nach Beseitigung aller 
gleichen Faktoren der linken und rechten Seite eine Identität 
übrigbleiben, welche sich sofort als eine Unmôglichkeit darstellt, 
indem die links stehende. Funktion an anderen Stellen null wird, 
als die rechts stehende Funktion. | 

Es bieïibt der Existenzheweis zu führen. Dazu macken 
wir zunächst die Bemerkung, daf wir uns auf solche Gleichungen 
G(z) — 0 beschränken kôünnen, für welche die Funktion G(2) mit 
ihrer eïgenen Ableïtung G'(:) keinen gemeinschaftlichen 
Teiler hat. Ist nämlich ein gemeinschaftlicher Teiler vorhanden, 
so haben wir eine Zerlegung von G(:) in Faktoren niedrigeren 
Grades, für welche dann im Sinne des SchluSverfahrens der voll- 
ständigen Induktion angenommen werden kann, da$ deren Faktoren- 
zerlegungsmôüglichkeit bereits feststehe. Im allgemeinen ist ein 
solcher gemeinschaftlicher Teiler nicht vorhanden. : Denkt man sich 
nämlich G(:) in der Gestalt (2) gegeben und nimmt dabei an, daf 
die « sämtlich unter einander verschieden sind, so drücken sich 
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die GrôBen &« durch die elementaren symmetrischen Funktionen 
aus. Jede so gewonnene Funktion G(z) kann mit ihrer Ableitung 
keinen Teiler gemeinschaftlich haben; denn die aus der Form (2) 
bestimmte Ableïtung ergibt unter den gemachten Voraussetzungen 
für G’(2) an sämtlichen Stellen «,,...,«, von null verschiedene 
Werte, nämlich die Werte 


LR a) (CZ c& “,) en (CZ Ty a) usw. 


Es ist also keine gemeinschaftliche Nollstelle von G(z2) und G(2) 
vorhanden. Wäre nun ein gemeinschaftlicher Faktor von G(2) 
und G’(z) vorhanden, so würde dieser gemeinschaftliche Faktor, 
der ja jedenfalls von niedrigerem als dem n-ten Grade ist, not- 
wendiger Weise mindestens eine gemeïnschaftliche Nullstelle liefern. 
Die Bedingung dafür, daB eine beliebig in der Form (1) ge- 
gebene rationale Funktion G (2) mit ihrer Ableitung einen gemein- 
” schaftlichen ganzen rationalen Teiïler besitzt, 1ä8t sich nun aber 
bekanntlich durch den euklidischen Algorithmus des grôBten ge- 
meinschaftlichen Teilers, angewandt auf G(z) und G’(2), ermitteln. 
Aus dem Vorstehendem folgt, daB wir dabei zum Schlusse auf 
eine jedenfalls nicht ïidentisch verschwindende ganze rationale 
Funktion 4 der Koeffzienten 4,,..., a, geführt werden; deren 
Verschwinden : 


(3) Aa; £ y) = 0 


als die notwendige und hinreichende Bedingung für das 
Vorhandensein eines gemeinschaftlichen Teilers er- 
scheint. Die Funktion 4 heïft die Discriminante der Funk- 
tion G(2). 

Unser allgemein gestelltes Problem der Linearfaktorenzerlegung 
ist damit zurückgeführt auf das weniger umfassefde Problem, die 
Existenz einer Linearfaktorenzerlegung für alle diejenigen ganzen 
rationalen Funktionen G(z) nachzuweisen, deren Discriminante 4 von 
null verschieden ist. Diese Koeffñizienten- Wertsysteme 4,, 4,, ..., 4, 
bilden eine Mannigfalte M'. 

Wir machen nunmehr die Bemerkung, daB die der Bedingung 
A + 0 genügenden in Form (1) gegebenen Gleichungen G(z) = 0 
ein in sich zusammenhängendes Kontinuum bilden (Einheitssatz), 
d.h.: wenn irgend zwei Wertsysteme 


(1) @ «) (2) (2) 
ds roses Me BEL TE NS 


als Koeffizientensysteme gegeben sind, für welche die Discriminante 
nicht verschwindet, so ist es müglich dieselben durch eine konti- 


48 Paul Koebe, 
nuierliche Linie ZL in der Mannigfaltigkeit M’ zu verbinden. Zum 


Beweise dessen gehen wir von dem Wertsysteme a, ..., a 


A(&®,.…., d®) + 0 


aus und ersetzen in vorstehendem Ausdrucke der Grôüfe 4° durch 
eine veränderlich zu denkende GrüBe a. Die Grüfe 


A(a;@,.., 4%) = A°(a;) 


ist eine ganze rationale Funktion von a,, welche als solche für 
nicht mehr Stellen verschwinden kann, als der Grad derselben in 
Bezug auf a, Einheiten hat, was in bekannter Weise entweder 
durch sukzessive Faktorenabspaltung oder aber durch Ansatz des 
Bestehens einer Gleichang 7. B. v-ten Grades für v + 1 verschiedene 
Stellen, mit demgemäf von null verschiedenem Differenzenprodukt 
als Koeffizientendeterminante eines linearen homogenen Gleichungs- 
systemes zur Bestimmung der Koeïffizienten jener Gleichung, folgt. 
Wir bilden auf analoge Weïse die Funktion 


AG, 4%, ..50) = A°(@). 
Wir haben nun 
A® (a) + 0, A°(a®) + 0, 


wohingegen die Werte Z°(a®) und 4%(a”) null sein kônnten. 
Jedenfalls ist es aber müglich, eimen Wert a% zu bestimmen, für 
welchen gleichzeitig 


A°(a®) + 0, A° (a) + 0 


ist. Wir kônnen nunmebhr in der a,-Ebene einerseits eine Linie 
von a bis a” konstruieren, längs welcher die Funktion 4"(a,) 
niemals null wird; desgleichen eine Linie von der Stelle 4# bis 
zur Stelle a”, längs welcher die Funktion 4°%(a) niemals ver- 
schwindet. Das Ergebnis ist dann, da wir die ursprünglichen 
Wertsysteme übergeführt haben in zwei Wertsysteme 


(4) Dr Dune GNU ET UES 
welche in den ersten Werten übereinstimmen. Auch für diese 
Wertsysteme sind die Discriminantenwerte von null verschieden. 
Es ist klar, daB wir auf dieselbe Weise nunmehr eine Über- 
führang der Werte a!” und «® unter Beïbehaltung der anderen 
Werte der Wertsysteme (4) in einen übereinstimmenden Wert af” 
vornehmen künnen. Fahren wir so fort, so ergibt sich schlieflich 
eme Uberführung in ein Wertsystem 
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c) a, 4%, a, 
womit der Einheïtssatz bewiesen ist. 

Die Gesamtheït der Wertsysteme &,, «,, ..., «,; welche der Be- 
dingung genügen, daB keine der # GrüôBen des Systems einander 
gleich sind, bildet ein Kontinuum M. Ist P, ein Punkt in diesem 
Kontinuum, nämlich ein Wertsystem «%,..., «a, so ergibt sich 
hieraus sofort ein zugehôrendes Wertsystem af,...a, als ein 
Pankt P, des Kontinuums M’ (Grundtheorem). Indem wir 
eine hinreichend kleine Umgebung U, des Punktes P, im Kon- 
tinaum M abgrenzen, sind wir zufolge dem Unitätssatze sicher, 
den Punkten dieser Umgebung entsprechend lauter von einander 
verschiedene Punkte des Kontinuums M” zu erhalten. Die seleher 
Weise definierte Abbildung der Umgebung U, ist somit eine ein- 
eindeutige und, da die a ganz und rational durch die « ausgedrückt 
‘sind, zugleich stetige (Stetigkeitssatz) Wir wollen zeigen, 
daf der Umgebung U, des Punktes P, eine volle Umgebung U; 
des Punktes P, im Kontinuum MW’ entspricht. Zu dem Zwecke 
beweisen wir jetzt das Nichtverschwinden der Funktionaldetermi- 
nante der & nach den « Wir haben für die a die bekannten 
Ausdrücke 


& 
| 


1 —>« 
a, =+Èue, 


a, = (-1) Ya, .….e, 
= (1j Xa,c...a, 


Ê$ 


Hieraus folgt 


= tn 
on be, 


de, 
wenn gesetzt wird 
[e—a,)(2—0,)...(2—a,)] = EE A ne DE AE 


Es sind jetzt die GrüBen 6° durch die a und «, auszudrücken. 
Diese Ausdrücke ergeben sich aus der Identität 


G _- 
[ ] = ee ee = | Ë 
indem man die Division mit Hülfe der Formel 
é RP TE 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. KL 1918. Heft 1. + 
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ausführt. Man findet 


DD = a, +a, 
AE “+a, a+ a, e 


| 


b CRE, Re He. +ta, 


po —= a - +a, Le + a, a: +.+a, 


n—1 


und bei Ersetzung von «&, durch «, allgemein . 


0a, Lys. à 
bre ô œ, 7-1 


wobei ist. 
De = + & + a, ape, 
Hieraus folgt nun der Wert der Funktionaldeterminante 
3 d be b? F be 


n-1 


(2) Z@) . pe 
Fe Cons Cf es 
ue F po pe | PE 
. L00...0 1 
Doyle ét SN Re 
LE ; la a, 
Cr. Led 1'a, PA PA ES 


= (-1) IT (me) 
1<y 


Hiermit ist gezeigt, daB die fragliche Funktionaldeterminante von 
null verschieden ist. 
Nach dieser Vorbereitung zeigen wir nunmehr, daf das Bild 

U! der Umgebung U, des Punktes P, im Kontinuum #', welches 
wie wir bereits wissen durch stetige eineindeutige Abbideng ent- 
steht, den Punkt P! als einen inneren Punkt enthält (Umge- 
bungssatz). Wir denken uns die Umgebung U, etwa dadurch 
näher ‘bestimmt, daf wir alle Stellen &,,...,«, ins Auge fassen, 
welche in der Form : | 

+ Aa, + Aa, ..., de +18 
mit der Nebenbedingung 

14e, + ELAR: PT [4 a, f? ee 


enthalten sind, wobei 9 so klein zu wählen ist, daB wir im Be- 
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reiche M bleiben. Wäre nun P, nicht innerer Punkt, so würde es 
in beliebiger Nähe von P! Punkte P'(5,,...,b,) der Menge M" 
geben, die nicht zu U, gehôren. Solche Punkte P' müssen dann 
von Ü, jedenfalls einen von null verschiedenen Abstand 


ô — Min V@,—-a)+...+(0,-—a) 


haben, da die Annahme von beliebig nahe bei einem solchen P’ 
gelegenen Punkten der Menge U} wegen der durch die Stetigkeit 
der Abbildung bedingten Abgeschlossenheit der Menge U, zur 
Folge haben würde, da$ auch P' zu dieser Menge gehôren müfte. 
Wird nun im M'-Raume mit dem Radius à um ?’ eine 2#-dimen- 
sionale Kugel konstruiert, so wird dieselbe nur auf ihrer Grenze 
Punkte P! der Menge U} entbalten. Indem wir P’ hinreichend 
*nahe bei P' wählen, sind wir zugleich sicher, daB diese Punkte P{ 
zu Originalpunkten P, in U innere Punkte von U haben müssen, 
” weil die Bildpunkte der durch die Gleichung 


ae f +. +[aef = 0° 


im 2r-dimensionalen M'-Raume mit dem Zentrum P, bestimmten 
Kugelfäche vom Punkte P! einen von null verschiedenen kürzesten 
Abstand haben (wegen der Stetigkeit und Eïneindeutigkeit), für 
welchen bei genügend klein gewähltem 9 leicht eine untere Schranke 
ausgerechnet werden kann. 

Wir betrachten nunmehr irgend einen der Punkte P, (Original- 
pankt zu P}) und erkennen aus seiner Bestimmung durch Ver- 
mittlung des Punktes P!, da8 den verschiedenen von P, im 2n- 
dimensionalen X/-Raume ausgehenden Richtungen bei der Ab- 
bildung Richtungen entsprechen müssen, die alle ganz einem Halb- 
raume angehüren, da dieselben nicht in das Innere der Hilfskugel 
vom Radius à führen dürfen. Das steht aber im Widerspruch mit 
der Tatsache des Nichtverschwindens der Funktionaldeterminante, 
eine Eigenschaft, welche der Funktionaldeterminante für jede 
Stelle P der Mannigfaltigkeit M, also auch für die Stelle P, zu- 
kommt. Hiermit ist der Umgebungssatz bewiesen. 

Wegen des bewiesenen Nichtverschwindens der Funktional- 
determinante hätte man sich zum Beweise des Umgebungssatzes 
auch der Methode der Potenzreihenumkehrung bedienen künnen. 

Zur Durchführung des KontinuitätsschluBverfahrens benôütigen 
wir jetzt nur noch einen Satz (Limessatz), welcher besagt: 
Wenn in beliebiger Nähe einer Stelle"P* der Mannigfaltigkeit M 
noch eine Stelle P' liegt, der ein Punkt P in M tatsächlich ent- 
spricht, so entspricht auch dem Punkte P* ein Pankt P* in H. 

4* 
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Nach Voraussetzung gibt es eine Punktfolge P‘°, P°, 
P®, … im Bereiche W, deren Bildpunkte P°", P°",... gegen den 
Punkt P* konvergieren. Wir wollen schliefen, daf auch die 
Punkte P°, P®,... einen Häufungspunkt haben, von welchem wir 
für den Augenblick dahingestellt sein lassen kôünnen, ob derselbe 
in M liegt oder auf der Grenze von M (Wurzelsystem mit gleichen 
Wurzeln). Die Existenz eines solchen Häufungspunktes ergibt : 
sich nun aber sofort, wenn man den folgenden Satz hat (Schrän- 
kungssatz): liegt P’ in einem endlichen Bezirke B’' des 2n-di- 
mensionalen Raumes, s0 liegen die etwa vorhandenen zugehôrenden 
Originalpunkte P desselben ebenfalls in einem gewissen unabhängig 
von der Wahl des Punktes P' bestimmbaren endlichen Bezirke B. 
Dieser Schränkungssatz ist ganz bekannt. Er besagt ja nur, daf 
man aus der Beschränkung der Absolutwerte der Koeffizienten” 
einer algebraischen Gleichung einen Schluf auf die Beschränkt- 
heit der môüglicherweise vorhandenen Wurzelwerte machen kann. 
In der Tat ist ganz bekannt, daB man bei Kenntnis oberer 
Schranken für die Absolutwerte der Koeffizienten einen Kreis mit 
so grofem Radius angeben kann, daf auferhalb dieses Kreises der 
absolute Betrag der ganzen rationalen Funktion G(2) sicher überall 
von null verschieden ist. 

Wir finden also, daf es einen im endlichen gelegenen Häufungs- 
punkt P* der Punkt P® gibt. Der Bildpunkt von P* kann aber 
nur der Punkt P* sein, weil die Abhängigkeit P'(P) auch bei 
Einbeziehung der Punkte P mit gleichen Wurzelwerten eine stetige 
ist, und weil unendlich benachbarten Punkten von P* nach der 
Konstruktion dieses Punktes unendlich benachbarter Punkte von 
P*' entsprechen. Da nun P* der Mannigfaltigkeit M' angehôrt, 
so muB nach den einleitenden Auseinandersetzungen P* in M 
liegen. Der Punkt P* ist kein Punkt mit gleichen Wurzelwerten. 

Wir sind jetzt im Besitze aller derjenigen Sätze, auf denen 
das KontinuitätsschluBverfahren beruht. 

Es sei P, ein beliebig gewählter Punkt in M. Zu demselben exi- 
stiert ein bestimmter zugehôrender Punkt P! in M’ (Grundtheo- 
rem). Es sei P, ein beliebig gegebener Punkt in M’, für welchen 
die Existenz eines zugehôürenden Punktes P in M bewiesen werden 
soll (Existenzsatz). Wir verbinden dann P! mit P! durch eine 
Linie L im Kontinuum M", welche keinen Punkt der Grenze dieses 
Kontinuums (4(a,,...,a,) — 0) enthält (Einheitssatz). Nach 
den Umgebungssatze (gefolgert aus dem Stetigkeitssatze 
und dem Unitätssatze in Verbindung mit dem Nachweise des 
Nichtverschwindens der Funktionaldeterminante), 
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kônnen wir von P! aus auf der Linie L ein Stück fortschreiten, 
mit der Grewifheit, daf allen durchschrittenen Punkten dieses 
Linienstückes Punkte von M entsprechen. Es fragt sich, ob wir 
in diesem Sinne bis zum Punkte P, einschliefilich fortschreiten 
kônnen. Angenommen, das wäre nicht der Fall. Dann würde es 
einen äuBersten Punkt P* auf der Linie Z geben, über welchen 
hinaus auf der Linie Z wir nicht kämen, wenngleich wir in seiner 
beliebigen Nähe auf der-Linie Z, nach der Seite von P, lauter 
Punkte haben, deren jedem sicher ein Punkt in M entspricht. 
Der Limessatz (gefolgert aus dem Schränkungssatze und 
_-Stetigkeitssatze) lehrt dann aber, daf auch P* noch einen 
Bildpunkt P*in 37 hat. Dann aber lebhrt weiter der Umgebungs- 
satz, daf wir auf der Linie Z auch über P* hinausgehen kôünnen. 
Das ist ein Widerspruch. Also kônnen wir die ganze Linie L 
* durchschreiten und finden damit die Existenz eines zu dem proble- 
matischen Punkte P' gehôrenden Bildpunktes P, in M. Damit ist 
der Fundamentalsatz der Algebra bewiesen. 


Zur Geometrie der automorphen Fundamentalgruppen. 


e Von 


Paul Koebe in Jena. 
Vorgelegt in der Sitzung am 23. November 1917. 


Als Fundamentalgruppen bezeichnen wir alle diejenigen 
Gruppen linearer Substitutionen, welche im ganzen Innern eines ein- 
fach zasammenhängenden Normalbereichs | Vollebene (elliptischer 
N.B.), punktierte Ebene (parabolischer N.B.), gewühnliche Kreis- 
fläche bezw. Halbebene (hyperbolischer N.B)} eigentlich diskonti- 
nuierlich sind. Wir unterscheiden zwischen Fundamentalgruppen 
erster und zweiter Kategorie, indem wir in der ersten 
Kategorie alle diejenigen Fundamentalgruppen zusammenfassen, 
deren Substitutionen im Innern des Normalbereichs keine Kix- 
punkte haben, in der zweiten Kategorie alle diejenigen, welche 
im Innern des Normalbereiches Fixpunkte haben. Während die 
Fundamentalgruppen des elliptischen und des parabolischen Normal- 
bereichs stets aus endlich vielen Erzeugenden darstellbar sind und 
verhältnismäBig spezieller Natur sind, stellen die hyperbolischen 
Fundamentalgruppen eine auferordentlich ausgedehnte Klasse von 
Gruppen dar. Poincaré nennt diese letzteren Gruppen groupes 
fuchsiens bzw. fuchsoides (bei unendlich vielen Erzeugenden), 
Fricke und Klein nennen sie Hauptkreisgruppen, wobei 
zu erwähnen ist, daB auch die Fundamentalgruppen des ellip- 
tischen und parabolischen Normalbereichs einen Hauptkreis haben, 
nämlich einen imaginären bezw. punktfôrmigen Hauptkreis, und 
insofern auch unter den Begriff der Hauptkreisgruppen fallen. 

Die Fundamentalgruppen des elliptischen und parabolischen 
Normalbereichs bieten hinsichtlich ihrer vollständigen Darstellung 
keine Schwierigkeiten dar. Die hyperbolischen Fundamentalgruppen 
sind ihrerseits in zwei verschiedene Kiassen einzuteilen, 
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nämlich die aus endlich vielen und die nur aus unend- 
lich vielen Erzeugenden entstehenden Gruppen. Nach 
den voraüsgehenden Arbeiten von Poincaré in den Acta matb. 
war es ein Verdienst Frickes, zuerst eine vollständige Syn- 
these der hyperbolischen Fundamentalgruppen mit endlich vielen 
Erzeugenden gegeben zu haben. 

Für die Synthese der Fundamentalgruppen mit unendlich 
vielen Erzeugenden ist wesentlich ein Satz, welchen ich hier ohne 
Beweis mitteilen will Es ist dies der Satz, daf man bei den 
Fundamentalgruppen der ersten Kategorie mit unendlich vielen 
Erzeugenden stets und zwar auf mannigfaltige Weïse ein von 
lauter (unendlich vielen) getrennt verlaufenden vollständigen Ortho- 
gonalkreisbôgen des Fundamentalkreises gebildetes Fundamental- 
polygon bestimmen kann, wobei die genannten Orthogonalkreisbôgen 

* paarweise durch Substitutionen auf einander bezogen sind, dié ein voll- 
ständiges unabhängiges Erzeugendensystem der Gruppe bilden und 
bei ihrer sukzessiven kombinierten Ausübung auf den Fundamental- 
bereich zu einer vüllig singularitätenfreien Bedeckung des voll- 
ständigen Innern der Fundamentalkreisfläche  führen.  Ist die 
Gruppe von der zweiten Kategorie, so nehmen, allgemein zu reden, 
unendlich viele unter sich und von den vorigen Linien getrennt 
verlaufende Orthogonalhalbbügenpaare an der Begrenzung des 
Fundamentalbereichs teil, deren einzelnes Paar aus zwei von einem 
inneren Punkte (elliptischen Fixpunkte) der Fundamentalkreisfäche 
nach der Peripherie führenden orthogonalen Halbbôgen gebildet 
wird, die durch eine elliptische Substitution auf einander bezogen sind. 

Die auf der Peripherie liegenden Endpunkte der Orthogonal- 
kreisbôgen bezw. Halbbôgen kônnen gemäf einem Prinzip der 
harmonischen Normierung näher bestimmt werden, wo- 
nach das Fundamentalpolygon als ein harmonisches Funda- 
mentalpolygon bezeichnet werden kann. Die harmonische 
Normierung wird durch folgende Bemerkungen erklärt: Die End- 
punkte der erwähnten Orthogonalkreisbôgen bezw. Orthogonal- 
halbbôgen kônnen zunächst niemals hyperbolische Fixpunkte der 
Gruppe sein. Sie sind vielmehr entweder Grenzpunkte der Gruppe, 
in welchen dieselbe aufhôrt eigentlich diskontinuierlich zu sein, 
Grenzpunkte, die dann von beiden Seiten der Peripherie her 
Häufungspunkte anderer Grenzpunkte sein sollen, oder aber sie 
sind Diskontinuitätspunkte der Peripherie, in welchem Falle die 
harmonische Normierung im engeren Sinne bestehen soll, nämlich 
die Eigenschaft, daB der betr. Orthogonalkreisbogen bezw. zu einem 
vollständigen Orthogonalkreishbogen verlängerte Halbbogen in Bezug 
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auf die beiden Paare bezw. das eine Paar der Endpunkte der be- 
treffenden vollständigen Diskontinuitätsintervalle der Peripherie 
die harmonische Lage einnehmen soll, nämlich diese Paare auf der 
Peripherie harmonisch teilen soll Hierdurch ist eine durch natür- 
liche Bedingungen bestimmte feste Normierung der Fundamental- 
polygone bezeichnet. 

Auch für Fundamentalgruppen mit endlich vielen 
Erzeugenden lassen sich in allen Fällen fest normierte Fun- 
damentalbereiche angeben, bei welchen keine beweglichen Ecken 
vorkommen. Es gilt dies zunächst für diejenigen Fundamental- 
gruppen, welche, als Riemannsche Mannigfaltigkeiten gedeutet, 
offene solche Mannigfaltigkeiten endlichen Zusammenhanges liefern. 
In diesem Falle ergeben sich ebenfalls harmonisch normierte Fun- 
damentalpelygone, begrenzt von teils vollständigen linear auf ein- 
ander bezogenen Orthogonalkreisbôgen, teils (Gruppen zweiter 
Kategorie) Halbbogenpaaren, die durch elliptische Substitution auf 
einander bezogen sind. Repräsentieren die Gruppen geschlossene 
Mannigfaltigkeiten, so ist es, falls dieselben zweiter Kategorie 
sind, immer môglich, Fundamentalbereiche zu bilden, dessen sämt- 
” liche Seiten sich als orthogonalkreisfôürmige Verbindungslinien von 
elliptischen (eventuell auch parabolischen) Fixpunkten darstellen. 
Haben wir es schlieflich mit einer Gruppe der ersten Kategorie 
zu tun, die eine geschlossene Mannigfaltigkeit repräsentiert, so 
ist es môüglich, das ganze Innere der Fundamentalkreisfläche durch 
vollständige Orthogonalkreisbôgen so in lauter unter einander 
äquivalente Parzellen einzuteilen, daB jede dieser Parzellen als 
Fundamentalbereich der Gruppe dienen kann. Alle diese Funda- 
mentalpolygone besitzen keinerlei Beweglichkeit. 

Deuten wir mit Klein die hyperbolischen Fundamentalgruppen 
als projektive Gruppen innerhalb der Fundamentalkreisfiäche bezw. 
Fundamentalellipse, so haben wir für alle solche projektiven 
Gruppen, die im Innern der Fundamentalellipse keinen Fixpunkt 
darbieten (Fundamentalgruppen der ersten Kategorie), im übrigen 
Gruppen mit endlich oder unendlich vielen Erzeugenden sein 
kônnen, den Satz, daB man das Innere der Fundamentalellipse 
durch lauter vollständige, d. i. von Randpunkt zu Randpunkt ver- 
laufende geradlinige Strecken so parzellieren kann, daB die Par- 
zellen sämtlich unter einander äquivalent sind und jede derselben 
als Fundamentalbereich der projektiven Gruppe dienen kann. 

In allen Fällen, nämlich sowohl bei den Gruppen der ersten 
wie denen der zweiten Kategorie haben wir es im Sinne der pro- 
jektiven Deutung mit konvexen Polygonen zu tun. 
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Begründung der Kontinuitätsmethode im Gebiete der 
konformen Abbildung und Uniformisierung. 


(Voranzeige. Dritte Mitteilung.) 
Von 


Paul Koebe in Jena. 


Vorgelegt in der Sitzung am 7. Dezember 1917. 


In einer gleichbetitelten Note (zweite Mitteilung) (Gütt. Nachr. 
Dezember 1916) habe ich u. à. ein Abbildungstheorem für mehr- 
fach zusammenbängende schlichte Bereiche mitgeteilt, welchem ich 
hier ein weiïteres, ebenfalls nach den Prinzipien der Kontinuitäts- 
methode beweïisbares, in gewisser Weise koordiniertes Theorem 
an die Seite stellen will Wir denken uns in der z-Ebene einen 
n-fach zusammenhängenden schlichten Bereich B, der den unend- 
lich fernen Punkt als inneren Punkt enthalte, beliebig gegeben. 
Die Begrenzungslinien desselben mügen mit L,, L,, ..., L, bezeichnet 
werden. Auf der Linie Z, werden », Punkte in zyklischer An- 
ordnung gegeben, die der Reihe nach mit 2%,...,z, bezeichnet 
werden môügen. Nunmehr wird in der Bildebene (£-Ebene) ein 
ebenfalls #-fach znsammenhängender, den unendlich fernen Punkt 
enthaltender Bereich konstruiert B*, dessen «-te Begrenzungslinie 
A von einem konvexen Polygonzuge €°*, ge*,.., E% ge- 
bildet wird, wobei der zu befolgende Umlaufssinn derselbe wie 
bei der Linie Z, ist. Die Behauptung geht jetzt dahin, daB man 
den vorgelegten Bereich B der z-Ebene durch eine Fanktion 
£ = f(), die im Unendlichen die Entwicklungsform 
= 2+ (0) bat, auf eine und nur eine Weiïse eineindeutig kon- 
form auf einen Bereich B’ abbilden kann, dessen «-te Begrenzungs- 
linie 4, ein Linienzug ist, der aus dem gegebenen Polygonzuge 4*, 
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allgemein zu reden, durch eine homothetische oder antithetische 
Âhnlichkeitstransformation hervorgeht unter nachträglicher An- 
fügung endlicher Verlängerungen der Seiten, welche dann 
schlitzfürmige Begrenzungsteile des Bereichs B' liefern. 
Diese Verlängerungen haben, allgemein zu reden, von null ver- 
schiedene Länge, und es findet über jede Ecke hinaus eine Verlän- 
gerung tatsächlich statt und zwar nur von einer der beiden in 
dieser Ecke zusammentreffenden Polygonseiten. Welche der zu- 
sammenstoBenden Polygonseiten bei einem vorgelegten Abbildungs- 
problem zu verlängern ist, muf dabei offen gelassen bleiben. Man 
übersieht, daB der so entstehende charakteristische Bereich, auf 
welchen die Abbildung erfolgt, eine Fülle von Gestalten vereimigt, 
die auf den ersten Blick qualitativ ganz verschieden erscheinen, 
für den vorliegenden Zweck aber in einen Begriff zusammengefaft 
werden müssen. 

Hier wie beim erwähnten Theorem der zweiten Mitteilung 
treten bemerkenswerte Diskontinuitätsphänomene in Gestalt 
von Winkelsprüngen auf. Haben wir nämlich den Fall eines 
Übergangspolygons, bei welchem eine Polygonecke vorhanden ist, 
über welche hinaus keine Seitenverlängerung stattfindet, so hat 
man hier, von der zweidimensionalen Verschiebbarkeit dieses Eck- 
punktes abgesehen, noch eine doppelte Variationsmôglichkeïit, näm- 
lich die Môglichkeit der Verlängerung der einen oder anderen an- 
stoBenden Seite über diesen Eckpunkt hinaus. Es ist wichtig, 
daf diese Diskontinuität für den Kontinuitätsbeweis nicht nur 
keine Schwierigkeit verursacht, sondern vielmehr gerade seine 
Durchführung ermôglicht. 

In derselben Beziehung verdient noch ein anderes, bei unserem 
jetzt in Rede stehenden Abbildungssatze hervortretendes Phänomen 
(Wendephänomen) besondere Hervorhebung. Wie wir bereits 
oben bei der Formulierung des Abbildungssatzes bemerkten, muf 
inbezug auf die Gestalt der einzelnen Begrenzungspolygone offen 
gelassen werden, ob die Figur der einzelnen Begrenzungslinie aus 
der entsprechenden gegebenen Begrenzungsfigur des Bereichs B* 
durch eine homothetische oder antithetische Transformation her- 
vorgeht. Diese beiden Môglichkeiten hängen bei unserem Abbil- 
dungsproblem sozusagen stetig zusammen durch Vermittlung einer 
Ubergangsfigur, welche die Form eines gewôhnlichen Sternes be- 
sitzt, gebildet von endlich vielen von einem Punkte ausgehenden 
geradlinigen Strecken. In diesem Übergangsfalle ist die konvexe 
Grundfigur auf einen Punkt, nämlich den Ausgangspunkt der 
geradlinigen Strecken zusammengeschmolzen. Die Strecken selbst 
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sind dabei der Reïhe nach parallel den Seiten der konvexen Figur, 
wobei es nichts ausmacht, ob die konvexe Figur oder eine durch 
Wendung um 180° aus ihr hervorgehende zugrundegelegt wird. 
Die am Schluf der ersten und zweiten Note sowie in vor- 
liegender Note mitgeteilten Abbildungstheoreme erschôpfen noch 
keineswegs den von uns ins Auge zu fassenden Umkreis von Ab- 
bildungsaufgaben dieser Art. Sie bilden vielmehr nur die ein- 
fachsten Fälle eines umfassenden Abbildungstheo- 
rems, bei welchen die einzelnen Begrenzungslinien der charakte- 
ristischen mehrfach zusammenhängenden Figur in gewisser Weise 
aus den erwähnten einfachen charakteristischen Begrenzungsformen 
zusammengefügt erscheinen, sodaf die einzelne Begrenzung die 
Form eines in beliebiger Weise baumartig verästelten 
Liniensystems erhält. Es ist ferner môüglich, anstelle der 
* geradlinigen Begrenzungen allgemein zu reden, spiralige Be- 
grenzungsformen treten zu lassen, eine Verallgemeinerung, 
welche dem Übergange.von dem System der Geraden der Ebene 
zu dem System aller logarithmischen Spiralen mit dem Nullpunkt 
und unendlich fernen Punkte als asymptotischen Punkten ent- 
spricht. Bei diesen charakteristischen Bereichen spielen dann 
naturgemäB der Nullpunkt und der unendlich ferne Punkt beide 
eine bevorzugte Rolle. Es ist bekannt, daB das erwähnte Spiral- 
liniensystem aus dem Geradensystem durch konforme Abbildung 
mittels der Funktion Logarithmus hervorgeht. Die Spiralen gehen 
insbesondere ‘in Halbgeraden oder Kreise über, wenn sie gegen 
das Geradenbüschel mit dem Nullpunkte als Zentrum die Neigung 
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null oder 5 


1) Wegen der ausführlichen Entwicklungen verweise ich auf die Abhand- 
lungen IV, V, VI der Serie ,Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbil- 
dung“ (Acta math. Band 41 und Math. Zeitschrift Bd. II f#. (Verlag Julius Springer, 
Berlin)). 
Betreffs der Kontinuitätsmethode verweise ich noch auf meinen Artikel 
»Kontinuitätsbeweis des Fundamentalsatzes der Algebra“ (Gôtt. 
Nachr. 1917), sowie auf einen später im Jahresbericht der D.M. V. erscheinenden 
Artikel ,Wesen und Ziele der Kontinuitätsmethode“ (erweiterter 
Wiener Vortrag, 1918). 


Zur konformen Abbildung unendlich-vielfach zusammen- 
hängender schlichter Bereiche auf Schlitzbereiche. 


Von 
Paul Kocbe in Jena. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 21. Dezember 1917. 


1. Das Problem. Einen schlichten Bereich S endlichen 
oder unendlich -hohen Zusammenhanges, welcher den unendlich 
fernen Punkt in seinem Innern enthalten soll, wollen wir als 
einen Parallelschlitzbereich oder emfach Schlitzhbereich 
bezeichnen, wenn jedes einzelne in sich zusammenhängende voll- 
ständige Begrenzungskontinuum desselben (Begrenzungslinie) ent- 
weder von einem Punkte gebildet wird, oder, und zwar im allge- 
meinen, von einer geradlinigen Strecke parallel der Achse des 
Reellen. Nach dieser Begriffsbestimmung läft sich eine ganz im 
Innern des Bereichs S verlaufende einfach geschlossene Linie C 
bestimmen, welche die vollständige Begrenzung des Bereichs S 
umschlingt. Nach einem von mir früher !) in Anknüpfung an Auf- 
_ stellungen Hilberts?) bewiesenen Satze läft sich jeder beliebige 
endlich- oder unendlich-vielfach zusammenhängende schlichte Be- 
reich B, der den unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthält, 
auf einen Schlitzbereich S eineindeutig konform abbilden durch 
Vermittlung einer Funktion f(:) — U+4iV, welche im Unendlichen 


1) ,Über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. Vierte Mit- 
teilung“ und ,Über die Hilbertsche Uniformisierungsmethode“ (Gütt. Nachr. 
1909 u. 1910), sowie ,Über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. 
Erster Teil“ (Journal f. Math., Bd. 138). Vgl. auch die Dissertation von R. Cou- 
rant »Über die Anwendung des Dirichletschen Prinzipes auf die Probleme 
der konformen Abbildung“ (Gôttingen 1910), abgedruckt in Mathem. Annaler, 
Bd. 71. 

2) D. Hilbert ,Zur Theorie der konformen Abbildung“. Gütt. Nachr, 1909. 
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die Entwickelungsform 

f(e) = 2+((0) 
besitzt, unter ((0)) eine im Punkte oo reguläre und in diesem 
Punkte den Wert 0 annéhmende Funktion verstanden. 

Während nun für Bereiche endlichen Zusammenhanges der Satz 
besteht, daf die in Rede stehende Abbildung durch die angegebenen 
Bedingungen, denen sie genügen soll, bereits vôllig bestimmt ist, 
gilt der entsprechende Satz für Bereiche unendlich hohen Zusam- 
menhanges nicht. Es gibt vielmehr Bereiche unendlich hohen Zu- 
sammenhanges, die nicht nur auf eine Weise auf einen Schlitz- 
bereich abgebildet werden kôünnen. Auf Grund dieser Tatsache, 
die durch das Folgende näher erläutert werden wird, ergibt sich, 
daf der Begriff des unendlich-vielfach zusammen- 
* hbängenden Schlitzbereichs selbst noch problemati- 
scher Natur ist. Das Ziel muB sein, den Begriff des unendlich- 
vielfach zusammenhängenden Schlitzhbereichs in solcher Weise zu 
bestimmen, daf in dieser Beschränkung des Begriffs nicht nur die 
Existenz einer Abbildung auf einen Schlitzbereich, sondern auch 
die Unität einer solchen Abbildung bewiesen werden kann. 

2. Konstruktion eines speziellen Schlitzbereichs 
S,. Auf der Achse des Imaginären bestimmen wir eine unendliche 
Menge M diskreter Punkte, welche ganz in einem endlichen Inter- 
vall enthalten sind, und die Eigenschaft haben, da man sie in 
endlich viele getrennte Intervalle von beliebig kleiner Gesamtlänge 
einbetten kann, ferner die Eigenschaft, daB jeder Punkt der Menge 
von beiden Seiten her als Häufangspunkt derselben Menge erscheint. 

Zu dem Zwecke gehen wir von der Menge M, der Punkte 0, 


+ _ auf der Achse des Imaginären aus. Für diese Menge ist der 


Nullpunkt und nur dieser Häufungspunkt und zwar von beiden 
Seiten her, Wir wenden nunmehr ein Kondensationsverfahren an, 


welches sukzessive zu Punktmengen M,, M,, ... führt, als deren 
Grenze 
M = Hhm M, 
n = CO 


die von uns gesuchte Menge M erscheint. Es sei P ein isolierter 
Punkt der Menge M, Ô sei der Abstand des nächsten Punktes 
der Menge M, vom Punkte P. Wir fügen dann zu P diejenigen 
von beiden Seiten her sich gegen P häufenden Punkte hinzu, deren 
Abstand von P, die GrüBe + . besitzt [n' = 1, 2,3, ...]. Nach- 
dem diese Operation für alle isolierten Punkte der Menge M, aus- 
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geführt ist, ist aus M, eine diese Menge als Teilmenge enthaltende 
Menge M, entstanden, für welche die Punkte der Menge M, und 
nur diese die Häufungspunkte darstellen. Die Punkte der Menge 
(M,— M) sind die isolierten Punkte der Menge M, und wir kônnen 
auf diese Punkte wieder dasselbe Verfahren anwenden, wodurch 
wir zu einer Menge M, gelangen. Durch Fortsetzung dieses Ver- 
fahrens in inf. gelangen wir zur Punktmenge J als dem Inbegriff 
aller derjenigen Punkte, welche zu einer der Mengen ZX, und damit 
selbstverständlich zu allen folgenden dieser Mengen gehüren. Es 
ist evident, da die Menge M sowohl der aufgestellten Häufungs- 
bedingung als auch der aufgestellten Mafbedingung genügt. 
Nunmebr konstruieren wir durch jeden Punkt der Menge M 
eine Strecke parallel der Achse des Reellen, welche ihren Mittel- 
punkt in dem betreffenden Punkte hat. Die Länge dieser Strecke 
bestimmen wir in folgender Weise. Im Punkte 0, der als Menge 
M, bezeichnet werden kann, wählen wir die Länge 1, in den 


Punkten der Menge M, die Länge ES , wenn der betreffende 


Punkt vom Punkte O0 den Abstand + hat. In den Punkten 


der Menge M, wählen wir die Länge (L = . (1 — +) wenn + . 


der Abstand des betreffenden Punktes von dem ïihm nach dem 
Konstruktionsverfahren zugeordneten Punkte der vorhergehenden 
Menge M, ist. In den Punkten der Menge M, wählen wir die Länge 


(1 Li n (L < 7) (1 UE } wenn + Je der Abstand des betreffen- 


7) J # n° 
den Punktes von dem ïhm nach dem Konstruktionsverfahren zu- 
geordneten Punkte der vorausgehenden Menge M, ist. Hierbei 
ist mit 0 die jeweilig durch den zugeordneten Punkt der voraus- 
gehenden Menge bestimmte oben definierte Abstandsgrôfe be- 
zeichnet. 

Das so definierte Streckensystem besitzt jetzt noch auf der 
Achse des Imaginären Häufuangspunkte, bei deren Hinzunahme wir 
offenbar die vollständige Begrenzung eines Schlitzbereiches S, 
haben. Der einzelne, nicht punktfôrmige Begrenzungsschlitz s 
dieses Bereichs'ist dabei vom Innern des Bereichs S nur in zwei 
Punkten erreichbar, nämlich in seinen beiden Endpunkten. Denn 
gegen diesen Schlitz häufen sich von oben und unten her andere 
Begrenzungsschlitze, welche der Länge nach sämtlich kleiner sind, 
jedoch zur oberen Grenze ihrer Längen die Länge des Schlitzes s 
haben. 
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8. Abbildung des Schlitzbereichs $S, auf einem 
punktfôrmig begrenzten Schlitzbereich S, Der Bereich 
S, wird durch die Achse des Imaginären in zwei zueinander sym- 
metrische einfach zusammenhängende Hälften zerlegt, S? und S?, 
von welchen der erstere Bereich zur Rechten der Achse des Ima- 
ginären liegen môüge. Wir bestimmen jetzt diejenige konforme 
Abbildung, durch welche der Bereich SŸ, nach Ausschluf seiner 
Begrenzungspunkte, auf die Halbebene zur Rechten der Achse des 
Imaginären abgebildet wird. Diese Abbildangsfunktion ist nach 
der Theorie der Ränderzuordnung') über die auf der Achse des 
Imaginären liegenden Begrenzungsstrecken des Bereichs S!? ana- 
lytisch fortsetzbar gemäB dem Spiegelungsprinzip. Vermôge dieser 
analytischen Fortsetzung erhalten wir unmittelbar eine eineindeu- 
tige konforme Abbildung des Bereichs $, auf einen Bereich $,, 
dessen vollständige Begrenzung auf der Achse des Imaginären 
liegt. Wir kônnen es so einrichten, daf die analytische Funktion 
z — p(#), welche die in Rede stehende konforme Abbildung ver- 
mittelt, im unendlich fernen Punkte die Entwickelung &+ ((0)) 
besitzt. 

Die einzelnen Begrenzungsstrecken des Bereichs $S, müssen 
sich nun sämtlich auf Punkte reduzieren. Wäre nämlich ein eigent- 
liches Begrenzungsintervall 1 vorhanden, so kônnten wir dasselbe in 
ein-beliebig schmales, zur Achse des Imaginären paralleles Recht- 
eck einschlieBen, dessen Länge die Intervalllänge um beliebig wenig 
überschreitet und dessen Begrenzungslinie / ganz im Innern des 
Bereichs $S, verläuft. Der imaginäre Teil der Funktion &£ = f(2), 
d. i. der Umkehrungsfunktion der Funktion z — m(£), würde sich 
auf der Linie / unbegrenzt und gleichmäfig einem Kkonstanten 
Werte nähern, wenn die Approximation des betrachteten Inter- 
valles Z durch die Linie / immer weïiter getrieben wird. Darnach 
würde der imaginäre Teil der Funktion f(+) nach dem Spiegelungs- 
prinzip für Potentialfunktionen über die Strecke Z hinweg analy- 
tisch fortsetzbar sein, mithin auch die Funktion f(2). Jedes Ufér 
der. Strecke I würde also durch Vermittlung der Funktion f(2) 
auf ein freiliesendes Begrenzungsstück des Bereichs S, übertragen 
werden. Das steht aber in Widerspruch mit der Eigenschaft des 
Bereichs $S,, daB jeder Begrenzungsschlitz desselben nur zwei vom 
Innern des Bereichs S, aus erreichbare Punkte hat. 

Nachdem festgestellt ist, daf der Bereich S, ein durchaus 


1) 8. meine Abhandlung I der Serie ,Abhandlungen zur Theorie der kon- 
formen Abbildung“ im Journal f. Math., Bd, 145, insbesondere $ 9. 
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punktfôrmig begrenzter Bereich ist, zeigen wir weiter, 
da die ganze Punktmenge dieses Bereichs einen von null ver- 
schiedenen linearen äuBeren Inhalt hat, d. h. daf es micht 
müglich ist, dieselbe in endlich viele auf der Achse des Imagi- 
nären liegende getrennte Intervalle von beliebig kleiner Gesamt- 
Jänge einzubetten, eine Eigenschaft die nach Konstruktion dem 
Bereich $, zukommt. Nehmen wir zu dem Zwecke an, daf es 
môglich sei, eine EinschliefBung in endlich viele getrennte Inter- 
valle von beliebig kleiner Gesamtlänge vorzunehmen; dann kônnten 
wir diese Intervalle als Durchmesser kleiner Kreise X betrachten, 
deren Gresamtumfang nun ebenfalls beliebig klein wäre. Wir kon- 
struieren noch eine Kreiïslinie Æ', welche die ganze Begrenzung 
des Bereichs S, umschlingt, und ver nunmehr auf einen inner- 
halb X un Punkt z des Bereichs S, die Cauchysche In- 
tegralformel an: 

PNA 1 f(e') de’ 1 (2) de" 


2x1 Ke g'—2 Fame), 2'— 2 


In dieser Formel ist die Integralsumme > [ von der Wahl der 
ke 


Kreise À unabhängig. Da f(+’) innerhalb Æ’ beschränkt ist, der 
Gesamtumfang der Kreise X aber beliebig klein angenommen 
werden kann, ergibt sich für die Integralsamme > eine beliebig 


kleine Abschätzung. Diese Integralsumme verschwindet daher; 
sodaB die Funktion f(:) auf Grund der nunmehr als gültig er- 
kannten Formel: 
OST à rer 
K 

als eine auch in den Grenzpunkten des Bereichs S, stetige, sogar 
regulär analytische Funktion erscheint. Diese Funktion müfte 
sich infolgedessen, in Berücksichtigung ïhres Verhaltens im Un- 
endlichen, auf die identische Funktion z reduzieren. Das ist aber 
offenbar wegen ibrer Abbildungseigenschaft nicht der Fall, womit 
die für die Grenzpunktmenge des Bereichs 8, behauptete Maf- 
beziehung bewiesen ist, 

Die durch das Beispiel der Bereiche S, sd S, bewiesene Tat- 
sache, daB zwei verschiedene Schlitzhereiche unendlich hohen Zu- 
sammenhanges durch nichtlineare Funktionen in der Weise auf 
einander abbildbar sein kônnen, daB der unendlich ferne Punkt 
sich selbst entspricht, fordert dazu auf die Definition des Schlitz- 
bereichs sinngemäfien weiteren Einschränkungen zu unterwerfen. 
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4. Begriff des minimalen Schlitzbereichs. Wir 
hatten oben einen allgemeinen Begriff des Schlitzhereiches aufge- 
stellt. Diesen Begriff wollen wir nunmehr verengern, indem wir 
aus der Gesamtheit aller müglichen Schlitzbereiche eine Klasse 
von Schlitzhereichen herausgreifen, welche wir zweckmäfig als 
minimale Schlitzbereiche bezeichnen. Ein Schlitzbereich S der 
z-Ebene (z — w+iv) mûüge ein minimaler Schlitzbereich heïfen 
und als solcher mit Z bezeichnet werden, -wenn er-folgenden Be- 
dingungen genügt: wenn C irgend eine im Innern des Bereichs Z 
verlaufende endliche einfach geschlossene Linie ist, welche die 
vollständige Begrenzung des Bereichs Z umschlingt; wenn ferner 
u—+w irgend eine im ganzen von C umschlossenes Teiïlgebiet 6 
von Z stetig und stückweise analytisch erklärte Funktion von 
u und v mit endlichem Dirichletschen Integral , 


D(u + 2) =) HSE (LEE) | au do 


ist, deren Werte auf C mit # übereinstimmen, so soll immer 
D(u+w)Z D(u) — 
6 6 


sein, oder anders geschrieben 


ASS ESSNIET EE ET = 6 


Es ist demnach hierbei mit 6 zugleich der euklidische Flächen- 
inhalt des Bereichs 6 bezeichnet. 

Wir bemerken sogleich, da die vorstehende Bedingung 
immer dann allgemein erfüllt ist, wenn sie für eine einzelne Kurve 
C erfüllt ist, für diese aber bei Einsetzung jeder beliebigen zu- 
gehôrigen Funktion #+w'). In der Tat ist zunächst sofort klar, 
daf aus dem Erfülltsein für eine Kurve C das Erfülltsein der 
Bedingung für jede von C umschlossene Kurve C folgt desgleichen 
für jedes von C umschlossene endliche System sich gegenseitig 
ausschliefender, die Begrenzung des Bereichs Z jedoch vollständig 
einschliefender Kurven. Aber auch für jede C umschliefende 
Kurve C kann das Erfülltsein der Bedingung (*) aus dem Erfüllt- 
sein für die Kurve C gefolgert werden. Es ist w eine auf C ver- 
schwindende Funktion mit offenbar endlichem Dirichletschen 


1) Vgl. eine FuBnote in meinem Artikel ,Über die Uniformisierung beliebiger 
analytischer Kurven, vierte Mitteilung“ (Gôtt. Nachr. 1909). 
Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys, Klasso. 1918. Heft 1. b 
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Integral 7 (w). Wir haben 


D(u+w) = D(u)+D(u)+2 Fit = D(u)+D(u) +2D (ut). 


Die Forderung (*) erweist sich nach den Regeln der Variations- 
rechnung als gleichwertig mit der Forderung 


cr”) ERT 0 
Lu 


für jede zur Konkurrenz zulässige-Variation w. Es sei nun w 
eine zu C und 6 gehôrende Variation, dann wäre zu zeigen, da 


he 


ist, wenn für jedes w die Gleichung (*) erfüllt ist. 
Wir setzen dazu 
Ù = Ww+W, 
indem wir unter w eine Variation verstehen, welche in dem Ge- 
biete zwischen C und C mit w übereinstimmt, innerhalb C nach 


einer C benachbarten Kurve © gegen null abnimmt; es ist dann 
sofort ersichtlich, daB 


D(u,w) = D(u, w)+ D(u, w) 
ist* Auf der rechten Seite dieser Gleichung sind aber beide Sum- 


manden gleich null, der letztere insbesondere, weil durch Inte- 
tegration noch w folgt 


Du) JL D de 0, 
C+C 
Die Bedingungen (*) und (**) sind, wie wir bereïts hervor- 
gehoben haben, vüllig äquivalent. Wir künnen sie noch durch 
eine dritte mit (*) und (**) ebenfalls vüllig äquivalente (**) er- 
setzen. Zu dem Zwecke denken wir uns das Gebiet 6 nach innen 
längs endlich vielen sich gegenseitig ausschliefenden Kurven c,, c,, …, 


& beschnitten, welche die Begrenzung des Gebietes Z vollständig 
umschlingen. Es muf dann 


“eine | lim S [vd = 0 
c 'AEEES | Ca 


sein, wo der Limes sich bezieht auf eine immer stärkere Approxi- 
mation der Begrenzung des Bereichs 6 oder, anders ausgedrückt, 
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Ausschôpfung des Bereichs 6 nach der inneren Grenze hin. Es 


ist nämlich 
ow À 
1, . — dudv = ww dv 
À Ou PE € b 


wenn mit 6, das längs den c, beschnittene Gebiet 6 bezeichnet 
wird. Wir kônnen das Ergebnis offenbar ohne Bezugnahme auf 
die Kurve C aussprechen in der Form (**), welche Gleichung wir 
als erfüllt zu betrachten haben für alle in der vollständigen Um- 
gebung der Begrenzung des Bereichs Z (diese selbst ausgeschlossen) 
stetig und stückweise analytisch erklärten Funktionen w mit end- 
lichem Dirichletschem Integral. Wir sind ja offenbar in der 
Lage eine solche Funktion stets nach aufBen hin so zu vervoll- 
ständigen, daf sie auf einer passend gewählten Kurve C ver- 
” schwindet. 

... Nunmehr machen wir eine wichtige Zusatzbemerkung. 
Während wir bisher alle Variationen w bezw. alle Funktionen 
u+w zur Konkurrenz zuliefen, für welche nur das Dirichlet- 
sche Integral endlich ausfällt, behaupten wir jetzt, daB das Erfüllt- 
sein der Bedingungen (*), (*), (**) bereits dann in diesem Sinne 
vollständig besteht, wenn es für beschränkte Variationen 
w mit endlichem Dirichletschen Integral bezw., was auf dasselbe 
hinauskommt, beschränkte Funktionen #+% mit endlichem Di- 
richletschen Integral feststeht. Man muB bedenken, daf die 
Endlichkeit des Dirichletschen Integrals einer Funktion an sich 
keineswegs die Beschränktheit der betreffenden Funktion zur 
Folge hat. 

Nehmen wir in der Tat an, es bestehe für alle beschränkten 
Funktionen #+w mit endlichem Dirichletschen Integral die Be- 
ziehung (*). Dann folgt sie daraus für jede nicht beschränkte 
Fonktion. Ist nämlich M das Maximum der Funktionswerte |u] 
= [w+w] auf der Kurve C, so kôünnen wir überall da, wo 
lu+w]= M ist, die Funktion #+w abändern, indem wir ihr da- 
selbst den konstanten Wert M bezw. — M erteilen. Das Dirich- 
letsche Integral wird dadurch offenbar verkleinert, womit unsere 
Behauptung bewiesen ist. 

5. Die Minimalabbildung. (Unitätésatz und Exi- 
stenzsatz.) Ist jetzt B irgend ein schlichter endlich- oder un- 
endlich-vielfach zusammenhängender Bereich der z-Ebene, welcher 
den unendlich fernen Punkt als inneren Punkt enthält, so gibt es 
stets eine und nur eine Funktion Z = f(e) — U+4iV, durch deren 
Vermittlung der Bereich B eïneindeutig konform auf einen mini- 

; Be 
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malen Schlitzhereich Z abgebildet wird in der Weise, daf dabei 
der unendlich ferne Punkt sich selbst entspricht und daf an dieser 
Stelle die Funktion f(2:) die Entwickelungsform : 


fe) = z+(0) 
hat (2 = x+iy): 


Betrachten wir zu dem Zwecke die GrôBe U in der Z-Ebene, 
so besteht, weil Z ein minimaler Schlitzbereich sein soll, die 


* Beziehung 
D(U+W) > D(U). 
+ 6 L') 


Das Dirichletsche Integral ist nun eine gegenüber konformen 
Abbildungen invariante Grüfe, woraus folgt, daf 


DANSE 


ist. Hierbei ist mit b derjenige Teil von B bezeichnet, welcher 
vermôüge der vorgestellten konformen Abbildung des Bereichs B 
auf den minimalen Schlitzbereich Z einem von einer Kurve C be- 
grenztem Teïlgebiete 6 dieses Bereichs entspricht. Hieraus ergibt 
sich aber, daB U, als Potentialfunktion dieses Bereichs B betrachtet, 
diejenige nach den Untersuchungen meïner vierten Mitteilung ein- 
deutig bestimmte Minimalfunktion ist, welche im Unendlichen un- 
endlich wird wie zæ+((0)). Daraus folgt, daf die zu U konjugierte 
Fanktion V bis auf eine additive Konstante bestimmt erscheint. 
Aber auch diese bestimmt sich vüllig, weil U+5V sich im Un- 
endlichen -wie æ+1y+((0)) verhalten soll, also V wie y+((0)). 
Es ist somit unter Bezugnahme auf die Beweise meïner vierten 
Mitteilung u.s.w. vollständig dargetan, daf die Abbildung des Be- 
reichs B auf einen minimalen Schlitzbereich auf eine und nur eine 
Weiïse môglich ist, sofern die Abbildungsfunktion f(z) im Unend- 
lichen das Verhalten z+((0)j haben soll. Insbesondere ist es also 
nicht môglich zwei von einander verschiedene Schlitzbereiche Z, 
und Z, auf einander eineindeutig konform in der Weiïse abzu- 
bilden, daB im Unendlichen der Wertunterschied zwischen der 
abhängigen und der unabhängigen Variablen verschwindet. 
6. Die Abbildung des Bereichs S, auf den Bereich 
S, ist eine Minimalabbildung. Wir hatten oben eine ein- 
“eindeutig konforme Abbildung zweier Schlitzbereiche $, und $, 
auf einander aufgestellt. Von diesen beiden Schlitzbereichen war 
der letztere ein durchaus punktfôrmig begrenzter Bereich, d.h.: 
es reduziert sich jeder seiner Begrenzungsschlitze auf einen Pankt. 
Wir behaupten jetzt, daB der letztere, also der punktfôrmig 
begrenzte Bereich kein Minimalbereich ist, wäbrend vom 


ersteren eigentlich schlitzfôrmig begrenzten Bereich ge- 
zeigt werden wird, da8 er ein Minimalbereich ist. Ist dies 
bewiesen, so ist damit gezeigt, daB die betrachtete Abbildung 
des Beréichs S, auf den Bereich S, eben die Minimalabbildung 
des Bereichs $, ist. 

Es ist zunächst wegen des in vorstehender Nummer bewiesenen 
Unitätssaizes klar, daB nicht beide Bereiche S, und S, Minimal- 
bereiche sein kônnen Die vorstehenden Behauptungen sind daher 
vollständig bewiesen, wenn gezeïigt worden ist, daf S, tatsächlich 
ein minimaler Bereich ist. Um dieses zu zeigen, genügt es nach 
einer in Abschnitt 4 gemachten Bemerkung darzutun, daB die 
Gleichang 


im 3 [ we = 0 
F7 Cu 


für alle solche Variationen : erfüllt ist, deren Dirichletsches 
Integral endlich ist und die an$erdem auch ihrerseits beschränkt sind. 

Wir erinnern daran, daB die Punktmenge, in welcher die Be- 
grenzungsschlitze des Bereichs S, die Achse des Imaginären durch- 
setzen, die Eigenschaft hat, da8 alle Punkte derselben in endlich 
viele getrennte Intervalle von beliebiz kleiner Gesamtlänge | em 
geschlossen werden künnen. Über diesen Intervallen kônnen wir 
nan rechtecksfôrmige parallel zur Achse des Reellen verlaufende 
Linien «, konstruïeren, welche zur Einschliefung der Schlitzmenge 
des Bereichs S, dienen kônnen Ist dann M das Maximum des 
absolaten Betrages von #; so ist. die zu untersuchende Integral- 


summe 
IE fwde| <a, 
lee | 
woraus folst, daf 
Em Z / wdr " 


ist. 2 
7. Eine notwendige, aber nicht hinreichende und 
eine hinreichende, wahrseheinlich auch notwendige 
MaSbedingung für die Minimalbereiche. Die in vorstehen- 
der Nammer bewiesene Tatsache ist in hohem Grade merkwürdig. 

Der punktfürmige Begrenzungsbereich $, ist kein Minimalbereich : 

dagegen der von endlichen Schlitzen begrenzte Bildbereich des 
selben ist ein Minimalbereich Diese Tatsache fordert zu einer 
tiefergehenden Untersachung heraus. 
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Wir bemerken zunächst eine gemeinschaftliche Mafeigenschaft 
der Begrenzung der beiden Bereiche S, und $,, nämlich die, daf 
der äufere Flächeninhalt der Begrenzung beider Bereiche gleich 
null ist, d.h.: es ist bei jedem dieser Bereiche müglich, die voll- 
ständige Begrenzung desselben in endlich viele, von einander ge- 
trennt verlaufende, sich gegenseitig ausschliefende Kurven ein- 
zuschliefen, deren Gesamtflächeninhalt beliebig klein ist. Der 
Nachweis ist für beide Bereiche auf der Hand liegend. Für den 
Bereich $, ergibt er sich aus dem Verschwinden des äuferen 
linearen Inhalts der Durchschnittsmenge der Begrenzungsschlitze 
mit der Achse des Imaginären, für den Bereich $S, aus dem Um- 
stand, da man die vollständige Begrenzung desselben einschliefen 
kann zwischen zwei zur Achse des Imaginären parallele Geraden, 
die von dieser Achse einen beliebig kleinen Abstand haben. 


Die im Vorstehenden erwähnte MaBeigenschaft der Bereiche 
S, und $, ist nun eine allen Minimalbereichen zukommende Eigen- 
schaft: Die Begrenzung jedes Minimalbereiches besitzt 
den äuBeren Flächeninhalt null. Den Beweis dieses Satzes 
habe ich schon in meiner Note ,über die Uniformisierung beliebiger 
analytischer Kurven, vierte Mitteilung“ (1. c.) gegeben. Er ergibt 
sich unmittelbar aus der Gleichung (**) der Nummer 3, wenn 
man an Stelle der GrôBe w die Grôüfe w selbst treten läft, welche 
ja eine Funktion mit endlichem Dirichletschen Integral ist. 
Wir haben damit eine notwendig erfüllte MaBbedingung 
der minimalen Schlitzbereiche gefunden. Diese Bedingung ist aber 
nicht hinreichend, was daraus folgt, daf von den beiden Be- 
reichen $, und $, nur der eine ein minimaler Bereich ist, während 
doch beide die in Rede stehende Inhaltsbedingung erfüllen. 


Wir wollen nun andererseits auch eine hinreichende Ma$- 
bedingung angeben. Wir behaupten, daf ein Schlitzbereich 
immer dann ein minimaler Bereich ist, wenn die Punktmenge 
M, die sich durch orthogonale Projektion der vollständigen Be- 
grenzung des Bereichs auf die Achse des Imaginären ergibt,, den 
äuBeren linearen Inhalt null besitzt. Wir kônnen nämlich 
in diesem Falle die ganze Schlitzmenge einschliefen in endlich 
viele getrennte schmale rechteckfôrmige Linienzüge À, von be- 
schränkter Länge und von beliebig kleiner Gesamtbreite. Die 


Integralsumme Y wdv wird daher für jedes beschränkte w 
«vVR, 


unendlich klein werden, wenn die Gesamtbreite der Rechtecke 
unter jede Grenze herabsinkt. Zu überlegen ist hierbei noch 
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die Frage, ob das Integral j ‘. LE du dv über die von den recht- 


eckigen Linienzügen umschlossenen Teilgebiete des Bereichs 0, 
bei diesem Grenzübergang unendlich klein wird. Das ist aber 
in der Tat, wie leicht zu sehen, eine Folge der Konvergenz des 


Integrals ï F LE du dv, welch letzteres seinerseits wegen 
6 


la] <4(+lal) 
unterhalb des voraussetzungsgemäf konvergenten Integrales 


1 L dw\?. {ow\' 
& Jar ff) + (ere 
6 6 
_liegt. 


Zum Schluf drängt sich die Frage auf, ob die letztbetrachtete 
MaBbedingung für die minimalen Schlitzhbereiche auch eine not- 
wendige Bedingung ist. Diese Frage, welche wohl in be- 
jahendem Sinne zu beantworten sein dürfte, muB hier offen ge- 
lassen werden. 


Über die Lôslichkeit von Wasserstoff in Palladium- 
mischkristallen. 


Von 
G. Tammann. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 17. Mai 1918. 


- Wenn in einer Mischkristallreihe ein merklicher Platzwechsel 
beider Atomarten bei 20° nicht stattfindet, so treten im Verhalten 
der Mischkristallreihe zu chemischen Agentien einfache Gesetz- 
mäBigkeiten ‘auf. Besetzen die beiden Atomarten ein 14-Punkt- 
gitter, so liegen die Einwirkungsgrenzen bei Vielfachen von 4 Mol 
der inaktiven Komponente. 

Das Pd lôüst bekanntlich schon bei 20° mit gro$er Geschwindig- 
keit kathodisch an ihm entstehenden Wasserstoff, so daB es an 
einer Pd-Kathode anfänglich garnicht zur Entwicklung von H- 
Blasen kommt. Gasfôrmiger H2 wird dagègen erst über 100° mit 
grôBerer Geschwindigkeit absorbiert, 

Der Hz in seiner Wirkung auf Pd ist also der Einwirkung 
von metallischem Hg auf Au und gewisse andere Metalle zu ver- 
gleichen, welches bekanntlich ebenfalls die Fähigkeit besitzt in 
Metalle einzudringen. Auf die Cu-Au-Legierungen wirken L5- 
sungen von Merkurosalzen noch bis zu einem Gehalt von 1% 
Cu deutlich ein, weil das durch Cu gefällte Hg in die Legierungen 
diffundiert und den Bau der Cu-Au-Mischkristalle zerstôrt, indem 
es sich der Au-Atome bemächtigt und dadurch neue Cu-Atome 
freilegt, welche neue Hg-Mengen fällen. 

Die Lôslichkeit von Wasserstoff in einer Pd-Mischkristallreihe, 
deren andere Komponente H2 nicht merklich lôst, kônnte sich auf 
alle Glieder der Mischkristallreihe erstrecken, wenn die H-Atome 
oder H2-Moleküle frei im betreffenden Raumgitter beweglich sind, 
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sie kônnte aber auch nur bis zu einem bestimmten Pd-Grehalt 
reichen, wenn der Diffusion des H bestimmte Wege im Gitter 
vorgezeichnet sind. Zur Entscheidung dieser Frage liegen Beob- 
achtungen vor, auf die näher einzugehen ist. 

Die Frage nach dem Zustande des im Pd gelôsten H: ist viel- 
fach erôrtert worden. Auf Grundlage der von B. Roozeboom und 
Hoïitsema ‘) bestimmten Abhängigkeit des H:-Drucks von der Kon- 
zentration des absorbierten H2 darf man sich folgende Vorstellungen 
über den Zustand des gelôsten H2 bilden. Aus diesem Diagramm 
für fein verteiltes Pd Fig. 1 ist er- 
sichtlich, daf in einem gewissen Kon- 
zentrationsintervall der Druck bei tie- 
feren Temperaturen von der Konzen- 
tration nicht unabhängig ist und daf 
derselbe erst in der Nähe der Kon- #: 
‘ zentration 0.5 H auf 1 Pd zu steigen }* 
beginnt. Beim regulinischen, dichten *,” 
Pd liegt dieser Druck noch näher bei 
diesem H-Gehalt. Es entspricht diese 
Konzentration der Bildung einer leicht 
dissozierenden Verbindung Pd:H, de- 
ren Menge mit wachsender Temperatur 
schnell abnimmt. Die Bildung zweier 
gesättigten Pd-H-Mischkristalle, deren Fig. 1. 
Zusammensetzung mit der Temperatur sich schnell ändert und den 
Konzentrationen der beiden stark gekrümmten Kurvenstücke ent- 
sprechen kônnte, ist wegen der Krümmung dieser Kurventeile und 
wegen, des deutlichen Ansteigens der Kurven zwischen diesen 
beiden Teïlen unwahrscheïinlich. Auch ist der Beweis, daB in 
diesem Gebiete das. dichte Pd aus zwei Kristallitenarten besteht, 
nicht erbracht worden. 

Die ältere Ansicht, daf der Pd2 H sich ganz ähnlich den Salz- 
hydraten verhält, ist durch dieses Diagramm widerlegt worden: 
Ferner konnte Hoïtsema zeigen, daf der Druck bei kleinen H- 
Konzentrationen proportional dem Quadrate der Konzentration 
ansteigt, woraus folgt, daf hier der H2 als Atom im Pd sich be- 
wegt, während beim zweiten, stärkeren Druckanstieg der Druck 
fast proportional der Konzentration anwächst, der H2 also zwi- 
schen den Molekülen Pd: H sich als Molekül bewegt. 

Im Zustande der Sättigung unter 100° wird 1 Atom H von 


— Jo 


L19ema 
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Atomè 'axf L#temfé, 


1) Zeïtschr. f. phys. Chem, 17, S. 1, 1895. 
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2 Atomen Pd gebunden. Der Wasserstoff erscheint also hier als 
zweiwertig, wenn man nicht annehmen will, da8 abwechselnde 
Pd-Atome je ein H-Atom binden. 5 

Bei der H2-Absorption bis zur Sättigungsgrenze, wobei das 
860 fache Volumen des Pd absorbiert wird, nimmt das Volumen 
des Pd um nur etwa 2 °/o zu. Der Gitterparameter des Pd ändert 
sich hierbei also nur wenig. 

Die Frage, ob es für die Absorption des H: durch eine Misch- 
kristallreihe des Pd eine bestimmte Grenze des Pd-Gehaltes gibt, 
kann natürlich nur durch die Erfahrung beantwortet werden. 
Wenn es eine solche gibt, so ist zu erwarten, da dieselbe bei 
einem Molenkbruch des Pd liegt, der ein Vielfaches von 4 Mol Pd ist, 
weil die Gitter der Pd- und der Au-Mischkristallreihen derselben 
Art, nämlich 14-Punktgitter, sind. Und wenn man annimmt, daf 
der als Atom im Pd-Gitter sich bewegende H längs einer nur mit 
Pd-Atomen besetzten Gittergeraden parallel den Kôürperdiagonalen 
des Würfels seine Bahn wählt, so ist wie bei den Einwirkungs- 
grenzen einfacher Agentien auf die Mischkristalle des Au mit Cu 
oder Ag die Lüslichkeïtsgrenze des H2 bei 4 Mol Pd zu erwarten. 

Betreffs des Verlaufes der H:-Lôslichkeitskurve in Abhängig- 
keit vom Pd-Gehalt sind zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder 
ist der H> auf das zweite Metall ohne Wirkung oder das zweite 
Metall geht mit ihm und dem Pd eine ternäre Verbindung ein, 
die wie die Verbindung Pd: H ebenfalls leicht dissoziiert, Dem- 
entsprechend kônnen bei p u. t — konst. die folgenden Abhängig- 
keiten der H2-Lôslichkeit vom Molenbruch des Pd in der Misch- 

kristallreihe bestehen. 

In Fig. 2, Kurve a, ist das Metall M: ohne chemischen Ein- 
fluf auf die Beziehung des H2 zum Pd; die Lôslichkeit des Hz 
nimmt daher zwischen 1.0 und 0.5 Mol Pd proportinal dem Molen- 
bruch des Pd ab. In Fig. 8, Kurve a, stellt der H zwischen Pd 


Pà 05 M, PA COS NI Pd NE LÀ 
Fig.2. Fig. 3. fig. +. 


und dem Metall M2 eine lockere Bindung her; in dieser Verbindung 
kommt auf ein Atom Pd ein oder mehrere Atome des Metalls M, 
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wäbrend in Fig. 4, Kurve a, diese Verbindung auf 1 Atom Pd 
weniger als 1 Atom des Metalles M3, enthält. 

Diese Lôslichkeïtskurven des H2 bei p u. t — konst. beziehen 
sich auf ein Temperaturintervall, in dem die Atome des Pd und 
der Metalle M1, M2 und Ms ihre Gritterplätze nicht vertauschen 
kônnen. Bei 20° wird diese Bedingung für die Pd-Legierungen 
mit Au oder Ag jedenfalls erfüllt sein, denn für die Legierungen 
von Au und Ag ist sie jedenfalls erfüllt. Da bei diesen scharfe 
Einwirkungsgrenzen zu beobachten sind, und da der Schmelzpunkt 
des Pd hôher als der des Au oder Ag liegt, so wird sie für die 
Legierungen des Pd mit Au oder Ag erst recht erfüllt sein. 

Aber schon bei 100° wird bei der Einwirkung von H2$S auf 
die Au-Cu-Mischkristalle die Einwirkangsgrenze, die bei 20° für 
die Einwirkung S-haltiger Agentien bei ? Mol Au liegt, weit üiber- 

.schritten und dasselbe gilt auch für die Einwirkung von gasfür- 
migem O2 bei 127, während bei 20° schwächere Oxydationsmittel 
ebenfalls nur bis ? Mol Au auf diese Mischkristalle einwirken. 
Hieraus folgt, daf bei 100° der Platzwechsel in den Au-Cu-Misch- 
kristallen merklich wird. Bei ein wenig hôherer Temperatur wird 
auch in den Mischkristallen des Pd mit Au oder Ag der Platz- 
wechsel merklich werden. 

Durch das Eintreten des Platzwechsels in den Mischkristallen 

des Pd wird die H2-Lôslichkeit in den Mischkristallen mit weniger 
als 0.5 Pd jedenfalls erhôht werden, da infolge des Platzwechsels 
die H -Atome in die Tiefe dieser Mischkristalle dringen und auch 
wieder aus ihnen hinausgelangen kôünnen. Infolge des Platzwechsels 
stellt sich also ein dynamisch-atomistisches Gleichgewicht ein, bei 
dem in derselben Zeit gleich viel H-Atome in die Mischkristalle 
ein- und aus ihnen heraustreten. 

Durch Steigerung der Temperatur wird die H-Lôslichkeit in den 
Mischkristallen mit mehr als 0.5 Mol Pd wie im Pd erniedrigt werden. 

Die Folge dieser beiden Einflüsse wird sein, daf die Lôslich- 
keitskurven aus der Form der a-Kurven Fig. 2 bis 4 infolge der. 
Temperatursteigerung in die der b-Kurven Fig. 2 bis 4 übergehen. 

Es ist nunmehr zu prüfen, ob die vorliegenden Beobachtungen 
diesen Erwartungen entsprechen. 

À. J. Berry !) führte in ein von zwei mit verdünnter Schwefel- 
säure gefülltes Voltameter eine Pd-Au-Legierung als Kathode, in 
das andere eine Pt-Kathode, die beiden Anoden waren aus Pt, und 
schaltete beide Voltameter hintereinander in denselben Stromkreis. 


$ 


1) Journal chem. Soc. 991, $. 463, 1911. 
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Die Differenz der beiden entwickelten H:-Volumen gab die von 
der Lüsungskathode absorbierte H:-Menge. In folgender Tabelle 
sind die Au-Crehalte der Pd-Au-Legierungen und die von 1 gr der 
Legierung absorbierten H2-Volumen, bezogen auf 760 mm und 0!, 
zusammengestellt. Die Versuche waren bei Zimmertemperatur 
ausgeführt. 
9 Au Mol Au cem H: 
0.0 0.0 73.5 
18.5 0.109 49.0 
33.0 0.210 31.5 
42.2 0.280 22.5 
58.9 0.437 9.0 
63.5 0.485 4.5 

Au-Zusätze bis 0.2 Mol Au erniedrigen die H2-Lôslichkeit eim 
wenig stärker als die folgenden, welche proportional dem Molen- 
bruch die Lüslichkeit erniedrigen. Geradliniger Extrapolation nach 
zu urteilen, würde die Lôslichkeit des H>2 beim Au-Gehalt von 
0.52 Mol Au null werden. Da bei elektrolytischer Beladung von 
Pa mit H: nach Thoma!) sich regelmäfig eine Übersättigung her- 
stellt, die ziemlich langsam von selbst verschwindet, so kônnen die 
von Berry bestimmten Lôslichkeiten ein wenig zu grof sein, hier- 
durch künnte sich die Lôslichkeit dem Au-Gehalt 0.5 Mol noch 
mehr nähern. Da Berry-mit keinem Wort darauf hinweist, daf 
die Grenze der H2:-Lôslichkeit so nahe bei einem einfachen Molen- 
bruch liegt, so sind seine Messungen durch eine vorgefafte Mei- 
nung betreffs der Lôüslichkeit nicht beeinfluft,. 

Ferner liegen noch Bestimmungen der 
Lôslichkeit von H2 in Pd-Au-Legierungen 
bei hôheren Temperaturen zwischen 223° 
und 8270, vor, die von A. Sieverts?) und 
seinen Mitarbeitern E. Jurisch und A. Metz 
ausgeführt sind. Da in diesem Tempera- 
turintervall in den Pd-Au-Mischkristallen 
schon erheblicher Platzwechsel vorhanden 
sein wird, so wird die Lôslichkeit des HL 
auch über 0.5 Mol Au gleich 65°/ Au 
noch merkliche Beträge aufweisen müssen. 
3 Fig. 5 gibt die bestimmten Lüslich- 
+4 keitsisothermen des H2 in den Pd-Au-Le- 
gierungen wieder. 

1) Zeïitschr. f. phys. Chem. 3, 5. 69, 1889. 
2) Zeitschr. f. anorg. Chem. 92, S. 329, 1915 u. Jurisch, Diss., Leipzig 1912. 
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Man bemerkt die wesentliche Verschiedenheit der Lôslichkeïts- 
kurve bei 20° (Berry) und der bei 223° bestimmten. Während jene 
schwach konkav zur Konzentrationsachse verläuft, hat diese die 
entgegengesetzte Krümmung und ein ausgesprochenes Maximum 
bei etwa 0.25 Mol Au. Da dieses Maximum auf den Isothermen 
Sieverts’ unterhalb 500° merklich wird und mit abnehmender Tem- 
peratur sich immer deutlicher ausbildet, so wäre auf Grund dieser 
Erfahrung bei 20° erst recht ein ausgesprochenes Maximum zu er- 
warten. Das ist aber wie die von Berry bei 20° bestimmte Iso- 
therme lehrt nicht der Fall. Der Grund hierfür künnte entweder 
darin gesucht werden, daf die Molekülart Au Pds H, nur zwischen 
100° und 500° in den Legierungen stabil vorhanden ist, oder darin, 
daf ïhre Bildungsgeschwindigkeit erst über 100° merklich wird. 
Zwischen beiden Môglichkeiten kônnte folgender Versuch entscheïden. 
* Wenn nach dem Erwärmen der mit Hz: bei 20° gesättigten Legie- 
rung mit 0.25 Mol Au auf 200° dieselbe durch erneute Beladung 
mit H2 bei 20° nicht mehr H: aufnimmt als sie, anfangs enthielt, 
so würde die erste, im anderen Fall die zweite Môglichkeit vor- 
liegen. 

Die Lôslichkeit des H2 in den Pd-Ag-Legierungen gibt das 
Diagramm von Sieverts und Metz Fig 6 wieder. Dem Molenbruch 
0.5 Ag entsprechen 49.7 ° Ag. Man er- 
sieht, daf bei Temperaturen über 200° 16 
die Lôslichkeit in den Legierungen mit L 
mehr als 50° Ag eine ziemlich erheb- 
liche ist, daB sie aber unterhalb 200° in 
der Legierung mit 50 °/% Ag schon nicht 
mehr merklich ist. Sieverts betont, daf 
bei 183° die Legierung mit 50° Ag 
gegen H: ganz inaktiv ist, während die 
mit 47.4/o Ag auch bei 138% mit brauch- 
barer Geschwindigkeit absorbierte. 

Bei Temperaturen unter 138° würde 
die Lôslichkeitskurve mit wachsendem 
Ag-Grehalt noch schneller ansteigen, ihr 
Maximum würde sich noch mehr der Or- PEN 

60 80 
dinate bei 0.5 Mol Ag nähern und schlief- se 
lich würde an Stelle des Maximums ein Fig. 6. 
Endpunkt (eine Spitze) der ansteigenden Kurve entstehen, wie in 
Fig. 3, Kurve a angedeutet ist. 

Die starke Lôslichkeitserhôhung des H> im Pd durch Ag- oder 
Au-Zusatz kann auf die Bildung einer ternären Molekülart zurück- 


= 


mg H, absor& von 100g Legierung à 
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geführt werden. Die Ag-Pd-H-Verbindung enthält vielleicht auf 
1 Atom Ag 1 Atom Pd. Über den H:-Gehalt dieser Verbindungen 
kônnen aus den vorliegenden Liôslichkeitsbestimmungen keine Schlüsse 
gezogen werden, weil in dem untersuchten Temperaturintervall 
diese Verbindungen schon zu stark dissoziiert sind. 

Über den Einfluf des Pt auf die Lôslichkeit des H2 in Pd 
liegen ebenfalls von Sieverts einige Bestimmungen vor, doch ist 
die Zahl der untersuchten Pd-Pt-Legierungen zu gering; es wurden 
nur drei untersucht, und die Verhältnisse liegen hier besonders 
uugünstig, um den Pt-Gehalt, der der Grenzé der H:-Lüslichkeit 
entspricht, zu ermitteln. 

Die Vermutung, daf im Temperaturgebiet, in dem ein Platz- 
wechsel beider Atomarten in den Mischkristallen des Pd nicht 
mehr merklich ist, für die H2-Lôslichkeit eine bestimmte Grenze 
existiert, analog den Einwirkungsgrenzen anderer Agentien auf 
die Mischkristalle des Au mit Ag oder Cu, hat sich bestätigt. 
Diese Grenze liegt bei 4 Mol Pd. Hieraus folgt, wenn man den 
atomistischen Aufbau der Pd-Mischkristalle, der den des Au ganz 
ähnlich ist, berücksichtigt, daB das H-Atom in die Mischkristalle 
nur auf Gittergeraden parallel den Kôürperdiagonalen des Würfels, 
die mit lauter Pd-Atomen besetzt sind, eintreten und sich weiter 
bewegen kann. 

Hierdurch ist es auch wahrscheinlich, daf die Verteilung der 
H-Atome im Pd, das mit H-Atomen bei 20° gesättigt ist, folgende 
sein wird. Auf den Gittergeraden parallel den Kôürperdiagonalen 
des Würfels würden sich zwischen je einem Paar Pd-Atome ein 
H-Atom befinden, welches von beiden Pd- pes angezogen um 
deren Verbindungslinie rotiert. 


Abschätzungen von Charaktersummen, Einheiten und 
Klassenzahlen. 


Von 
Edmund Landau. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 14. Juni 1918. 


$ 1. Charaktersummen. 


Es sei 4 = 1 und ganz. Es bezeichne 4(”) einen eigentlichen 
Charakter !) mod.#, so daf insbesondere 4 —2 und % nicht der 
Hauptcharakter ist. Es werde für n = 1 


s, = 10)+1@++40) = À 100) 


gesetzt. Es sei s — s(k) die grôfite unter den Zahlen {s,| für alle 
n (oder, was dasselbe ist?), für 1=Zn<k—1) und für alle zu & 
gehôrigen eigentlichen 4. 

Ebenso sei°) für a = b 


b 
Sas — X(a)+4(a+1)+::+%0) — 2,10) 


und S — S(k) die grôBte unter den Zahlen [s,;,| für alle a, b 
(oder, was dasselbe ist), für 1<a<b<k—1 oder, da [s,.| =1 
= |$,,.| ist, im Falle &=—3 sogar bloB für 1<a<b=<k-1) 
und für alle zu £ gehôrigen eigentlichen 4. 


1) Vergl. S. 479 meines Handbuchs der Lehre von der Verteilung der Prim- 
zahlen [Leipzig und Berlin (Teubner), 19091. 

2) Denn s, hat die Periode 4, 8 = 0. 

3) Vergl. S. 488 des Handbuchs wegen der Definition von y(m) für m= 0. 

4) Denn da y(m) die Periode % hat, kommt der gesamte Wertevorrat bei 
a 1 vor; alsdann ist s,5 = 85— 841, und 8, hat die Periode 4. 
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Herr P6lya®) hat die Formeln‘) 


— lim sup ee 4, = limsu a 


À 
VE log & RAS VE log & — 


1 


bewiesen, und aus seinen Entwickelungen folgt im Falle y(—1) — 1 
ohne weiteres die Abschätzung 
L 
Pas 3x” 

Herr J. Schur’) hat auf elementarerem Wege die Endlich- 
keit von 4, und 4, bewiesen‘), ohne diese Konstanten numerisch 
so scharf abzuschätzen”). Ich will durch Verschärfang der P6lya- 
schen Methode (von der ich der Deutlichkeit wegen alles nôtige 
reproduziere) die obigen Abschätzungen verbessern, mit dem Er- 
gebnis 

1) im Falle 4(—1) = 1 


A LL also j 5 
2x \/2 x \/2 
2) im Falle- y(—1) = — | 
1 1 
el ES 
1 PR also LE ge: 


Alsdann werde ich für uneigentliche Nicht-Hauptcharaktere die 
Beschränktheit des entsprechend definierbaren 1! (also auch von 1!) 
beweisen. 


Wird für reelles x und n= 1 
VAL sin MX 
(1) R, (x) FT > m ge 
j m=n—+1 


gesetzt, so ist bekanntlich für 0<zx<x 


@ LR GI < 


5) Über die Verteilung der quadratischen Reste und Nichtreste [diese Nach- 
richten, Jahrgang 1918, S. 21—929]. 

6) Das Zeïchen limsup bedeutet natürlich, da & durch diejenigen Werte 
> 1 läuft, zu denen es wenigstens einen eigentlichen Charakter gibt. Übrigens 
sind dies bekanntlich diejenigen k = 1, die nicht = 2 (mod. 4) sind. 

7) Einige Bemerkungen zu der vorstehenden Arbeit des Herrn G. Pélya : Über 
die Vertcilung der quadratischen Reste und N'ichtreste [diese Nachrichten, Jahrgang 
1918, S. 30—36]. 

8) Das eine folgt natürlich aus dem anderen wegen li = À = 24. 

9) Immerhin gelangt er zu den doppelten Werten der P 61yaschen Schranken. 
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wie man nach Herrn P6lya durch Integralabschätzungen oder 
noch eïnfacher folgendermafen beweisen kann: Wird für gZn+1 


a, : cos (n + 1)æx— cos (g++)x 
T, = > SINMX — ns ne 
m=n+1 2 sin 
- gesetzt, so ist 

1 de x 

Le CN NE a = — 

UE ner he 

ut a 


also, wenn 7, Null bedeutet, 
TRE Le Pi æ Ë 1 ) 
Er es — AN TR 
ere m HA m m+i 
LAS +) PT MR pe 
m m+l)  (n+l)x nx: 


(8, @)1 = 


Ferner hat R,(x) die Periode 2x, verschwindet für æ = 0 
und x — x und ist ungerade. Nach (2) ist also für alle ganzen 
c und 42 


Battre = jate el Ets) 
FT ei 
(3) < 2 2, de to __ 


Andererseits ist bekanntlich 1) für ganzes » und jeden eigent- 
lichen Charakter 


L int à à 
,2,16)e = y(m)r(x), 


wo r(x) von ’% frei und 
(4) QI = VE 
ist. Hieraus folgt 
k 2xs z(m) (4) d , 2xs og," 
E Soon = PE rOan En = À 
wo der obere Wert für 7(—1) = 1, der untere für y(— 1) — —1 gilt. 


10) Handbuch, S. 486 und 492. 
Kgl. Ges. d. Wiss, Nachrichten. Math.-phys. KL 1918. Heft 1. 6 
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Es sei nun 48, 0O<a<bÆ=<k—1. Es bezeichne D(x) die 
Funktion, welche 1 für ve ae 1 für æ — Le und 
=. im Falle a = 0 auch für x = 2x ist und sonst auf 

der Strecke 0<x<2x verschwindet. 


Dann ist für 0Zx=<2x 


OO 
D(x) = a,+ > (a,cosmax+b, sin mx), 
m= 1 


WO 4 — — und für m1 

(6) a 2 (sin __ m — sin e m) b, — = (cos nd m — cos 7) 
rm am k k LES am k k 
ist. 


Nun ist für at n =1 
Das 
ss = 14H10 = GO + GO + > 1081) 


== OR UE > 2O(a+ à 2 (a cos ÊTES m +, sin PE ) 


k k 
(e Pa. in — sin de m 
k 7 k Fa k Qxs >: 
+ s cos 
2,%0,2,; am te k 

E 2 . 2Dra 

DE k es k " . 27s 
— — sin m 
am k / 
also nach (1), (b) und (6) 


a 
= 11 id» 
( “er 27 : 2x 
+7 2 1O(R (TE (C-4)-2, (6-0): 
Herr P6lya schlieft nun aus (6) 


2 2 
BIS, IE < 


za 

(für a = 0 gilt sogar |a,| = 
von (3) und (4) 

klogk  klogk 

Bl£1+E à D, ptet et+2985) 


ñn ñn 


n und erhält unter Benutzung 
am 


2 klogk 
<i+— bre N —E. 
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Setzt man nun # — [\% log #], so folgt 


à it 3. Hloé 
De T EN ie E(gie HA ot r+1) à 
[Sol r VE (S log + log log ANT APS 
ver 
NÉ Een 
LA 


und im Falle y(—1) = 1, da bei a — 0 an der oben angegebenen 
Stelle der Faktor 2 erspart wird und 5,, = 5,(1<b<k—1) wird, 


Le 
27 
Diese Pélyaschen Abschätzungen lassen sich nun folgender- 


- mafen verschärfen. 
Es gibt eine absolute Konstante g, so daB für alle DEN 


1 


IA 


ñn 
(8) | = > 2-9 
m= 1 


ist. Dies ist bekannt. Denn 

1) Herr W. H. Young!) hat es mit g — 1 bewiesen. Da 
es auf die GrôBe von g nicht ankommt, geht (8) auch noch ent- 
sprechend kürzer zu begründen. 

2) Es folgt aus der Beweismethode (nicht dem Wortlaut) des 
Fejérschen !) Satzes: Ist f(x) von 0 bis 2x eigentlich integrabel, 


11) On a certain Series of Fourier [Proceedings of the London Mathematical 
Society, Ser. II, Bd. XI (1913), S. 357—366], S. 359—360. 

12) Sur les sommes partielles de la série de Fourier [Comptes rendus heb- 
domadaires des séances de l’Académie des Sciences, Paris, Bd. CL (1910), 5. 1299 
bis 1302]; Sur les singularités de la série de Fourier des fonctions continues 
[Annales scientifiques de l’École normale supérieure, Ser. III, Bd. XX VIII (1911), 
S. 63—104], S. 67—72. Diesen Satz leitete Herr Fejér aus seinen klassischen 
Relationen über die arithmetischen Mittel der Partialsummen der Fourierreihe 
her. Ich mache bei dieser Gelegenheit darauf aufmerksam, daf der Fejérsche 
Satz (wenn auch nicht mit so guter numerischer Abschätzung der als endlich 
nachzuweisenden Schranken) auch aus dem bekannten Satze (vergl. Tauber, 
Ein Satz aus der Theorie der wnendlichen Reihen [Monatshefte für Mathematik 
und Physik, Bd. VIII (1897), S. 273—277], -S. 274) gefolgert werden kann: ,1st 


Ce) ñ 
la] <Lm=1) und | D anr"|= M für 0 <r<1, 50 ist DER 
m 1 œs 
m—=0 m=0 
ñ 
beschränkt und zwar > am|<M+2c". Denn wird a(x) — À, und 4,, (x) 
m—=0 


= A, cos ma + B,, sin mx für m1 gesetzt, so ist nach Voraussetzung |ma,, (x)| 
6* , 


84 Edmund Landaü, 


und genügen die Fourierkoeffizienten 4,, B, den Relationen . 
1 1 

@) 4,=0() 8,=0() 

so sind die Partialsummen der Fourierschen Reïhe gleichmäfig 
beschränkt. Aus den Fejérschen Formeln ist nämlich sofort ab- 
zulesen, da für die Funktion — log (2 sin 2) weil sie auf der 
Strecke 0O<x—<2zx nach unten beschränkt ist, an den Enden 
logarithmisch unendlich wird und im Innern stetig ist, und weil 
sie (9) erfüllt, die Partialsummen der Fourierschen Reiïhe, das 
sind die linken Seiten von (8), nach unten gleichmäfig beschränkt 
sind. ; 

Aus (8) folgt nach der Cauchyschen Ungleichung 


mn  |snmax LL 1 lsinmael | RO RE ne 
Deep ml A/E LS 


Li Cod fase 4 cime) 
æ EVE (Èz "à m 


_ . Vin +Ddbentirpe Le 


1) Im Falle y(—1) = 1 ist nun, « — 0 gesetzt, 


.. 2xb 
j n [sm 
2 2m X(n) 2 CR, CR 
mA m 
so daf aus (7) nach der obigen Methode 
PR 
2x \/2 


herauskommt. 


gleichmäBig beschränkt; andererseits ist für 0 r<1 


27 CO 
oh Am (æ) r° = swf +2 >» cume—ÿr) a 
0 m=1 


also wegen 
1+2 pen dur hemees 12 
Es E emne—yr  1—2rcos(&œ—y)+rt À 
wenn [f(YI<M für 0<y<27 ist, bekanntlich 
_ OO 1 27 (ee) 
Z Am(@)r” | (1+2 2 cos me) y = JM, 
m = 0 og m=1 
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2) Aus (8) folgt ferner für CE yÆ0 
z+y 


sin 
S [cos max —cosmy| 9 S L 
m—=1l or ml: m Vm 


; int Em à sin = Ÿ m 
ES RE, ee re 
m—1 m m=1 m 


rt eu | n 1 de er) 
-V(55-2 n 21 m m2 1 M n 21 m 


£<logn+1+9vlogn. 

Im Falle y(—1) = —1 ist also wegen 
cos Fa m — COS Cie v 
nor AR) Me D 
b,A(m|\=— rt 

m2: QE T m2 m 
nach der obigen Methode 
1 
Sin: 
AE 


Herr Schur hat nun für gewisse uneigentliche Nicht- Haupt- 
charaktere y(m) mod. k, wenn s, wie oben definiert ist, und s’ = s’(4) 
die grôfite der Zahlen |s,| für alle n bedeutet, 


(10) s'(k) < À VE log # 
bewiesen, wo À eine absolute Konstante ist. Er hat nämlich, wenn 
+ % Diskriminantenzahl (d. h. kein Quadrat und = 0 oder 1 (mod. 4)), 


| + 
aber keine Fundamentaldiskriminante ist und y("”) — (5) ist, 
die Ungleichung 

ya 
(1) EVER 
bewiesen, wo ÆÀ der (von 4 hier durch einen quadratischen Faktor 

LE 

unterschiedene) Modul ist, nach dem das X(m”) — (LS) auf 


S. 480—481 des Handbuchs eigentlicher Charakter ist; und wegen 
der Endlichkeit von 4, ist für jene y 


#4 S(#) 
+ Vhlogk  VKlog K 
gleichmäfig beschränkt, Ich werde nun (10) für jeden uneigent- 
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lichen Nicht-Hauptcharakter beweisen, indem ich (11) für Jjedes 
solche y in der allgemeineren Fassung ) 


(12) s'(E) £ 2°s(Æ) 
nachweisen werde, wo v die Anzahl der Primzahlen ist, die #, 
aber nicht X teilen. (12) enthält (10); denn 2°” ist'*) hôchstens 


die Teilerzahl von + die Teiïlerzahl von » ist bekanntlich < c \/m, 
wo c eine absolute Konstante ist; aus (12) folgt also 
A$ 
Mo CNE) s(K) 
VE log X VE log K VX log K 
SE ist wegen der Endlichkeit von À, beschränkt. 
VX log X 
Der Nachweis von (12) beruht einfach auf der Identität 


s Rue 
(13) LE 100 = Eu(@x@ à X(n) 


wo d die 2° quadratfreien Zahlen (einschl. 1) durchläuft, von denen 
jeder Primfaktor in k, aber nicht in X aufgeht. Rechts stehen 
2° Glieder, deren jedes absolut Æ s(X) ist. (13) ist leicht direkt 
zu verifizieren oder einfach aus der Reïhenidentität :°) 


: 20 = rfi - 22). $ Ar) 


8 


m—=1 pik ni m=i " 
L QuOXO, & Xn 
d d NU m° 


abzulesen. 


$ 2. Einheiten. 

Es sei D eine positive Diskriminantenzahl. Es bezeichne 
e — e(D) die Fundamentaleinheit der P ellschen Gleichung #— Du” 
: # D 
= 4; dh.es nn Po 

RO ES Dir 2 
13) (12) enthält (11); denn es ist 2 im Falle v — 0 die Anzahl der Teiler 
des Produktes p, p,...p, der in k, aber nicht in A aufgehenden Primzahlen; 


: 5 k 
ist nun = ein Quadrat, so ist 2 hôchstens die Teiïlerzahl von Vz also 


, wo T, U die kleinste positive 


& 

= VE AuBerdem ist s(X) = S(X). 
14) Vergl. FuBnote 13). 
15) Handbuch, $. 482. 
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Lôsung jener Gleichung ist. Es sei » die Klassenzahl der primi- 
tiven quadratischen Formen ax*+bxy+cy der Diskriminante 
b—4ac — D. Aus der bekannten Gleichung 
(se) 
(14) hlgs (£ ) 1 
VD m—= 1 

schlof Herr Schur in seiner Note durch partielle Summation 
wegen der Endlichkeit von 1, und wegen (10) 


: dog s 1 
15 lims <=. ts 
ne Dos VD Ie VD log D — 2° 
- D (D ‘ 
In der Tat ist, 4 — D, y(m) — Es L' 2> Gr) q gleich 
m m=1\" 


dem, grôBiten |s,| gesetzt, 


à (Er = D 


+2 < log q +3, 


q 


woraus wegen »Z 1, (14) und der Beschränktheit von —— 
VD log D 
die Relation (15) folgt. 

Ist speziell D Fundamentaldiskriminante und y diejenige Grund- 
einheit des Kôrpers P(VD), die = 1 ist, so ist, weil s — 7 oder 


q” ist, nach (15) 


1 
16 lim « à su c'logy 1 
(16) VD log D — 2” 
ungenauer 


(7) 0 log y — O(VD log D). 


16) Für Fundamentaldiskriminanten war übrigens (15) schon durch Herrn 
Lerch bekannt; vergl. S. 391 seiner Arbeit Sur le nombre des classes de formes 
quadratiques binaires d'un discriminant positif fondamental [Journal de Mathé- 
matiques pures et appliquées, Ser. V, Bd. IX (1903), S. 377—401]. — Zum Nach- 
weise der Endlichkeit jenes limsup (nebst Abschätzung 1) würde schon die 
triviale Ungleichung |s,] <%, verbunden mit (14), genügen; vergl. S. 74 meiner 
Arbeit Über das Nichtverschwinden der Dirichletschen. Reihen, welche komplex en 
Charakteren entsprechen [Mathematische Annalen, Bd. LXX (1911), S. 69—78]. 

e 


. 
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Ich werde nun — natürlich mit ganz anderen Hilfsmitteln, 
weil ein brauchbares Analogon zu (14) nicht zur Verfügung steht — 
allgemein beweisen: Es gibt eine nur von n abhängige Konstante 
A,, so daf für jeden Kürper nten Grades, der unendlich vicle 
Einheiten enthält (so daf also entweder n — 2 und der Kürper 
reell!7) oder n = 8 ist) eine Eïinheit m vorhanden ist, die keine Ein- 
heitswurzel ist und den Bedingungen!®) Ë 


(48) Hog In°1|£ 4, VD log" "D, 1£k£n, 


genügt, wo D der absolute Betrag der Grundzahl À ist. Da nach 

Minkowski bekanntlich!”) zu jedem D nur endlich viele Kôrper 

nten Grades gehôren, ist (18) gleichwertig mit der Aussage: 7 sei 

eine solche Eïinheïit des Kôrpers, die nicht Einheitswurzel ist und 

für die à Hs * [log|n®]II| am kleïnsten ist ?°); dies nur vom Kôrper 
ZEN 


abhängige | Minimum habe bei allen Kôrpern nten Grades?!) der 
Grundzahl + D den Maximalwert v,; dann ist bei wachsendem ??) D 


v» = O(VD log" D); 

d. h. die nur von » abhängige Zahl 
— Jim sup —"2 

AT L AT ST: 


1 
: : Hoi : : 
ist endlich (nümlich = Gin 1 } 


Es ist sehr beachtenswert, da$ meine Methode im Falle » = 2 
genau die beste bekannte (Lerchsche) Abschätzung, d.i. die mit 
(16) identische*#) Ungleichung (2) = 4, liefern wird, die bisher 


17) Dieser Spezialfall von (18) ist (17). In der Tat ist für das hierin vor- 
kommende 7, wenn 9% — # ist, 


no = 7 19 = +, Dog [n®1] = [og[n®]I] = logn. 


18) In den Bezeichnungen des $ 9 meiner Etnführung in die elementare und 
analytische Theorie der algebraischen Zahlen- und der Ideale [Leipzig und Berlin 
Teubner), 1918]. 

19) Vergl. z. B. $. 841 in Herrn Bachmanns Algemeiner Arithmetik der 
Zahlenkôrper [Leipzig (Teubner), 1905]. 

20) Ein solches n gibt es; denn den Bedingungen [nŸ|< 4, 1<k<n, 
genügen, bekanntlich nur endlich viele ganze Zahlen des Kôrpers; vergl, den Be- 
weis von Satz 135 der Æinführung. : # 

21) Bei n — 2 soll der Kôrper reell sein, 

22) Natürlich wächst D durch die vorkommenden Werte. 

23) Vergl. FuBnote 17). 
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nur aus (14) gefolgert werden konnte*). Ich gehe sogar blof 
vom klassischen Dirichletschen Existenzbeweis der Einheiten 
‘aus, benutze die (auf n — 2 bezügliche) Remaksche*) Ausgè- 
staltung und nehme allerdings die Minkowskischen Sätze über 
Linearformen und einen bestimmten weiteren. Kunstgriff ?‘) hinzu. 

Es sei einstweilen ein beliebiger Kôrper n ten Grades mit 
n Z 2 zugrundegelegt. 

Hilfssatz 1: Es bezeichne F(m) für ganzes rationales m = 1 die 
Anzahl der Darstellungen von m als Norm eines Ideals und T(m) 
die Anzahl der Zerlegungen von m in n positive ganze rationale Fak- 
toren. Dann ist / ; 


(19) F(m) = T(m). 
Beweise: 1) Es ist klar, daB für teilerfremde a, b 
F(ab) = F(a) F(b), T(ab) — T(a) T(b) 
ist. Daher braucht (19) nur für eine Primzahlpotenz mp 


cZl, bewiesen zu werden. Die Zerlegung von [p] in Potenzen 
verschiedener Primideale sei 


= php Ah, = ph, ., Np, = pe, 
FhiPrrtéle in 


Dann ist p — Na dann und nur dann, wenn 
ben 00,2 =U) 

mit 
(20) C—fit+..+f,x, 
ist. Andererseits ist p° — #”,...m, dann und nur dann, wenn 

M p°, cs M — p”" (, Z0, ses Ve 0) 
mit d 
(21) e= ++ 


ist. Daraus folgt die Behauptung; denn jeder Lüsung x,, .., 


à 


24) Vergl. die Literaturangaben in Herrn Schurs Note. Übrigens liefert 
mein Beweis von (16) nicht (15) mit, sondern hier die doppelte Konstante, da 
£& — 9° sein kann. 

25) Abschätzung der Lôsung der Pellschen Gleichung im Anschlul an den 
Dirichletschen Exisienébeweis [Journal für die reine und angewandte Mathe- 
matik, Bd. CXLIII (1913), S. 250—254]. 

26) Das ist die (nicht, wie üblich, äquidistante) Wah] der w nachher, welche 
die Anwendung von Hilfssatz 4 gestattet. Sonst kâme ich nur bis zur Grëfen- 
ordnung VD log” D. 
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von (20) ordne ich folgende Lôsung Y,,..., y, von (21) zu: die 
ersten f, der y seien — +,, die nächsten f, seien = x,,..., die. 
nächsten f, seien — x,, und im Falle f +f,+-:.+f,<n seien die 
übrigen — 0; hierbei entsprechen verschiedenen Lüsungen von (20) 
verschiedene Lüsungen von (21). 

2) In jeder Primzahl p gehen hôchstens # Primideale p auf, 
und für jedes derselben ist Np — p, 1=f<£n. Also ist die 
Dirichletsche Reihe 


1 1 L 1 1 
RE _— Re ae = RAY N LAE De 
Np° 
(gliedweisel) ein Teil?) der Dirichletschen Reiïhe 
1 RE eu à 
Es — LR Te 
p° 
also ist die Dirichletsche Reihe für RSR (gliedweise 1) 
p/p 1 — 
1 Ny 
ein Teil der Dirichletschen Reïhe für Er) also die 
Rae" 
p° 
rechte Seite von 
sk 1 Sr FM 
69 = N— 5 = nn— 5 = à 
A EPS LETTRE RER m=—1 
Np° Np° 


(gliedweise!) ein Teil der rechten Seite von 
RATER 1 =(S x) = IE TH) 
Mess et a) 2, ml Te ml 
p° 2° 
Hilfssatz 2: Die Anzahl H(x) der Ideale mit Norm = x gentügt 
für x Z 1 der Abschätzung 
L ] 
PAL RER TAN, > n—1 n—2 
HAE RSR ET a log" x + b, x log" x +1, 


wo db, (desgl. nachher b,, ..., b;) nur von n abhängt (also nicht von x 
und dem Kôrper). 


oe] 2 } 
27) Ich nenne hier ÿ ee einen Teil von D} —*, wennstets 0=a, 
m— 1 m=1" 
< bn ist; die zweite Reihe ist eine sog. Majorante der ersten. 
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Beweis: Bekanntlich ?#) ist 


[æ] 
(22) (x) = , S T(m) Re NN x log”! x + 0 ( log" 2), 
1 (n—1)! 


also für x = 1 
1 nm=1, N—2 
One æ+b,xlog x +1. 
Nach Hülfssatz 1 ist aber 
[x] 
Hero En) = re) 
m1 
Hilfssatz 3: Ist À die Grundzahl, D — |A{, so ist 
Fn 1 TT) 1 TN n—2 
H(VD) es Din I) VD log D + b, VD log D. 
Beweis: Es ist nach Hilfssatz 2 
H(VD) < GNT VD log" D +0, VD ex log"* D +1 


und nach Minkowski??) DZ 2. 
Hilfssatz 4: Für x Z 1 ist 


ee ME AU MES LRO nm -1 n—2 
M(x) Ne «8 Ne Du æ log" "x + b,x log" "x + log &. 
Beweis : | 
x ba 
M& = Z i. ++ s 1 = [EU 
s. Na x Na y 1 y Na = y 1 y 


mr (8, log*y + a 


1 
= SD log" x + b, x log"? x + log «x. 


28) Aus meiner Arbeit Über Dirichlets Teilerproblem [Sitzungsberichte 
der mathematisch-physikalischen Klasse der Kôniglich Bayerischen Akademie der 
Wissenschaften, Jahrgang 1915, S. 317—328] sind viel schärfere Abschätzungen 
bekannt. (22) läft sich direkt einfach auf Grund der Identität 


Lx] 
ton à 1 “. Fe 


durch den SchluB von n —1 auf n bewcisen (wo r, und r,_, die beiden auf n 
und n — 1 bezüglichen r-Funktionen sind). 
29) Vergl. Bachmann, S. 341. 
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Bekanntlich %) kann in Satz 114 meiner Einführung überdies 
ly,|<VD verlangt werden. Daraus folgt die Erfüllbarkeit von 
ly,1< D, bei Satz 115; in Satz 116 kann daher |2,]< D, verlangt 
werden, wie ein Blick auf die Beweise lehrt °!). 

Es sei nun ein Kürper mit unendlich vielen Einheiten vorge- 
legt.. u sei ein reeller Parameter, über den noch in verschiedener 
Weise verfügt werden wird. Ich setze *?) 


(23) Di= tr, D'=-r-= Det 


30) Vergl. Bachmann, S. 340. 

31) Ich benutze diese Gelegenheit, um eïinige historische Bemerkungen zu 
der Arbeit von Weber und Herrn Wellstein Der Minkowskische Satz über 
die Kôrperdiskriminante [Mathematische Annalen, Bd. LXXIII (1913), S. 275—285] 
zu machen, da dies bisher von keiner andern Seite geschah, und da insbesondere 
den Referenten im Jahrbuch für die Fortschritte der Mathematik [Bd. XXXXIV, 
S. 241] und der Revue semestrielle des publications mathématiques [Bd. XXI, 
Teil 2, S. 35] der Sachverhalt nicht auffiel. Die Verf. erwähnen, daB Herr Hur- 
witz (Ueber lineare Formen mit ganzzahligen Variablen [diese Nachrichten, Jahr- 
gang 1897, S. 139—145]) arithmetisch (ohne Minkowskis geometrische Me- 
thoden) Satz 114 bewiesen hat (für n = 2 auch in der oben im Texte genannten 
Verallgemeinerung und sogar mit lyxl << VD in n—1 der » Ungleichungen 
(<< VD, sodaf die Ungleichung [y ... Ynl < D erfüllbar ist); und sie geben 
einen andern arithmetischen ,Beweis desselben Satzes, der sich auch auf den von” 
Hurwitz nicht berübrten Fall imaginärer Linearformen erstreckt,* (d. 1. Satz 116 
mit entsprechender Verschärfung, also Satz 117 mit |2,...#,| ]|I'|) ,der zum 
Beweise des Minkowskischen Satzes“ (|4] = 1 für alle Kôrper nten Grades mit 
n>2) ,gleichfalls nôtig ist. Dieser Fall hat uns die meisten Schwierigkeiten 
gemacht, die endlich durch Wellstein glücklich überwunden wurden.“ Hiergegen 
ist einzuwenden: 

1. Dieser Wellsteinsche Beweis in $ 3 ist unnôtig, da Satz 116 eine fast 
triviale Folge von Satz 114 ist; Satz 114 ist nur (vergl. z. B. meine Ærnführung) 
auf die n reellen Linearformen anzuwenden, in die sich die », reellen und 2r: 
»konjugiert-komplexen“ imaginären Linearformen zerspalten, und die auch Herr 
Wellstein einführt. 

2. DaB dem so ist, hatte ich aus Herrn Hilberts Bericht Die Theorie der 
algebraischen Zahlkôrper [Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 
Bd. IV (1897), S. 175—546], $. 210—211 (Satz 42) gelernt. 

3. In der von den Verf. zitierten Hurwitzschen Abhandlung (S. 139, Fuf- 
note) ist obendrein ausdrücklich erwähnt: , Was die Anwendungen des Satzes 
auf ... die Theorie der algebraischen Zahlkôrper angeht, so vergleiche man . 
den von Herrn Hilbert ... erstatteten Bericht ... Satz 42 ..\“. Herr Hur- 
Witz hat sich also mit Recht für seine neue Beweisanordnung auf den Fall 
reeller Linearformen beschränkt, und die Weber-Wellsteinsche Abhandlung 
enthält weder den ersten rein arithmetischen Beweis des Satzes über die Kôrper- 
diskriminante noch überhaupt eine Abkürzung des alten Hilbert-Hurwitz- 
schen Beweises. 

32) Vergl. den Beweis des Satzes 133 der Æinführung. 
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VDe# für r, — n, 
ar 
(24) Du = { ŸDe*? für 0<r, <n, 
VDe-" für r, — 0, 


und (im Falle 7, > 0) D, mit r+2=%=n gleich dem D, beim 
»konjugiert-komplexen“ #,. Alsdann ist 


IL 2, = VA = V2 


Nach dem verschärften Satz 116 gibt es eine von O0 verschiedene 


ganze Zahl £ des Kôrpers derart, daf für 1=k=n : 

(26) (E|< D, 

und insbesondere 

(26) [É"|< D, 

ist. Aus (25) und (26) folgt wegen £ + 0 

@7) ONE < VD 

und für 1=%=#, wenn in II’ der Faktor ! — X% fehlt, 
pe = IN > Né)  INEID, 


n = 


n 
1 3 16 RO 7 
1=1 1=1 


Ë 


(28) log D,Z log |Ë°| Z log D, — log er 

Ich setze £, — 1, u, — 0 und wende die obige Konstruktion 
zum ersten Male auf u, — 0 an Stelle von w an. Die Zahl £, + 0, 
die (25), (26) und (27) genügt, ist von £, verschieden, da wegen (23) 

jÉ< dt = 1 = (EE) 
ist. Zwéitens werde u, — log{[£®| gesetzt und Ë, + 0 mit (2b), 
(26), (27) bestimmt. Dann ist 
HOETS 5 [ES], 
also £, von Ë, und £, verschieden. U.s.f. Allgemein seien £,, .…., 
£,-, schon bestimmt, dabei 
0<fén< lé <<< = 1 


konstatiert, und Ë, werde zu 
(29) un = log|in 
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gebildet. Nach (26) ist dann 


(30) ser = EI 
Die ganzen Zahlen £,, £,, ..., £,,... sind also alle von O0 und 
von einander verschieden. Für jedes m = 1 gilt nach (27) 
O<INE, | < VD, 
und für » — O ist dies auch wabr. 1 
a sei die Anzahl der Ideale mit Norm < VD. Nach Hilfs- 
satz 3 ist 


- a = H(VD)< 5 VD log"* D +0, VD log"* D. 


de LA 
2 (n — 1) 
Unter den «+1 Zahlen £,, &,..., E, gibt es mindestens ein Paar 
assozierter. Es sei zuerst £, assoziiert zu einem früheren Ë,. 
Dann ist 


0<c<b< VD log"! D +6, VD log"”* D. 


ous 
2" (n—1)! 
Nun ist für m1 nach (28) 


(US (PS ES UE 
(81) lg log lén.|—1l08 ET 


Wird (31) im Falle bZ2 von m — 1 bis »m — b—1 summiert, 
so folgt, da die Ideale [£,], ..., [£,.,] verschieden sind, 


(82) LR EN Pt Ne 18 VD. = _ m(VD); 
Na<VD ñ 


für b — 1 gilt (832) offenbar auch. 
Wegen (29), (30) und (32) genügt Ferner u, für 0 =m=b der 


Relation 
(83) OZ, Zu = log(#,1Z— M(VD). 
Für lÆer<r, LEm <ù ist nach (23), (28), (33) und Hilfssatz 4 


OZ gl u,—l0g VD = M(VD)- 5 log D 
1 UT) 1 7) [T) n—? 
Te) Din 1) VD log D D, VD log D, 
und für 1<4<7r, m — 0 stimmt dies gewik. 
Wird also die Einheit & n gesetzt (sie ist keine Einheits- 


£, 
Eu 
Fe a où 


wurzel wegen |" } so ist dr LR 
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Hog [n°11 = Hog 1651 — log 1é°1] 
1 _ PE é 
(84) << Din 1) VD log""* D + b, VD log Ye 
Aus (24) und (28) folgt nun für 1 = m =b 
1 : 1 1 l 
5 log D — un Zlog|é"|Z DR log D — 3 log D = — 7 log D; 
für »m — 0 ist dies trivial; daher ist nach (33) . x 


Log n°11 < À 10g D+ (VD) 
Î T) n—1 TT) n—2 
(85) < CCE VD log"! D + b, \D log"* D. 
Aus (34) und (35) folgt für 1=<4%<=n 


1 _ ï FE 
[og In° || < CCSN VD log" D +6, VD log" D, 


womit (18) und schärfer 


1 


bewiesen ist. 


$ 3. Klassenzahlen. 


Es sei n =2 fest, h die Anzahl der Idealklassen %) eines Kôrpers 
nten Grades. Dann ist bei wachsendem D 


(86) h = O(\D log" D). 
Denn bekanntlich%*) gibt es in jeder Idealklasse ein Ideal, 
dessen Norm = \/D ist. Daher ist 
à < H(VD) 


also (36) nach Hilfssatz 3 bewiesen. 
Den hiernach endlichen 


k 1 
lim su RE — RUE SE) 
Do VD log D "= 2m I) 


æ 


33) Im Texte lege ich zwar den gewôhnlichen (weitesten) Âquivalenzhegriff 
(vergl. Definition 36 meiner Æinführung) zugrunde. Doch folgt daraus der Satz 
(36) sofort für die beiden engeren Begriffe, bei denen zu [«]a — [6]6 die Neben- 
bedingung hinzukommt, daB & und f positive Normen haben oder sogar total positiv 
sind. Denn jede Klasse im Sinn des Textes zerfällt dabei in hôchstens 2 bezw. 
2* Klassen. 

34) Vergl. den Beweis des Satzes 125 der Einfülwung. 
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kann man auf verschiedene Weise schärfer abschätzen. Ich will 
nur zweilerlei erwähnen: 

1) Nach Minkowski) gibt es in jedem Ideal a eine Zahl 
a + 0, so daf | 


(87) [Na|< Na ol AT 
= DA n° 
ist; also in jeder Klasse ein Ideal b mit 


me(sj'aive 


daher kommt 
Tnl 1 2 


n£(£) nr 21 1)! Fe CO 
T n (n — )! n° n°"! 


heraus. 

2) Unter den Idealen, deren Normen = PR VD sind, kôünnen 
gewisse Scharen äquivalenter herausgegriffen und bei der Zählung 
nur einmal in Anschlag gebracht werden; z. B. sind a und [g]a, 
wo g>1 und ganz rational ist, äquivalent, weshalb nur diejenigen 
Ideale gezählt zu werden brauchen, die durch kein solches [9] 
teilbar sind. 

Jedoch scheint mir die genauere Durchführung dieser Ver- 
schärfungen nicht zu lohnen; ist doch z. B. beim reell quadratischen 
Kôrper statt (36) sogar mit schärferer GrôBenordnung 


h — O(VD) 
bekannt, als unmittelbare Folge von 
LR Re SE 
VD m=i\m/m 
WO 7 — T,+ À T,+U, VD die Grundeinheit = 1 ist; denn die rechte 
Seite ist Oog D), während links wegen 7,0, U, 0 


V5 


Log n Z log VE + + log D 


? 


ist. Übrigens läft sich beim imaginär-quadratischen Kôrper die 


85) Théorèmes arithmétiques [Comptes rendus hebdomadaires des séances de 
l’Académie des Sciences, Paris, Bd. CXII (1891), S.209—212; Werke, Bd. I (1911), 
S. 261—263]; Geometrie der Zahlen. [Leipzig und Berlin (Teubner), 1896 bezw. 
1910], S. 122 und 134. 
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rat 
Konstante Ë _—. EE £ in (37) bekanntlich%) durch die kleinere 


Zahl a ersetzen ; aber die aus 


5 


Dr) U>9 


wegen der Endlichkeit von 4, nach Herrn P6lya folgende Ab- 
schätzung 


hr en 1 


Pa nr 


| 


1 
VD De 2x 
1 
243 
36) Vergl. z. B. Minkowski, Diophantische Approximationen [Leipzig 
{Teubner), 1907], S. 55. 


ist doch weit schärfer als 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1918. Hoft 1. 7e 


Bestimmung der Grüsse und der inneren Struktur von 
Kolloidteilchen mittels Rôntgenstrahlen. 


Von 
P. Scherrer.' 


Vorgelegt von P. Debye in der Sitzung vom 26. Juli 1918. 


Über die innere Struktur der Kolloidteilchen ist bis jetzt mit 
Sicherheit nichts bekannt. Es ist daher interessant, typische an- 
organische und organische Kolloide nach der Methode der regellos 
orientierten Teilchen') auf ihre Rôüntgeninterferenzen und damit 
auf ihren inneren Aufbau zu untersuchen. Es sind dabei von vorne- 
herein zwei verschiedene Fälle denkbar. 

1. Das einzelne Kolloidteilchen besitzt kristallinische 
Struktur. Dann haben wir auf unsern Rôntgenaufnahmen zahl- 
reiche Interferenzen zu erwarten, die in für das Raumgitter cha- 
rakteristischer Weïse angeordnet sind. Man hat sich natürlich zu 
überlegen, ob Kriställchen von der Grôfe von Kolloidteilchen noch 
Anlaf zu solchen Interferenzen geben kônnen, ob nicht durch die 
Kleinheit der Teilchen die Erkennung der Kristallstruktur in 
Frage gestellt wird. Die Theorie gibt uns darüber folgende Auf- 
schlüsse : 

a) Die Lage der Interferenzen, die durch eine bestimmte 
kristallinische Substanz veranlaft werden, hängt gar nicht von 
der Grüfe der verwendeten Einzelkriställchen ab. Sie ist ganz 
allein bestimmt durch die Art des Raumgitters. 

b) Die Breite der Interferenzen hängt eng zusammen mit. 
der GrôBe der verwendeten Einzelkriställchen, und zwar werden 


1) P. Debye u. Scherrer, Phys. Z. 17,277, 1916. 
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die Maxima um so breiter, je geringer die Anzahl der Elementar- 
bereiche ist, die das Einzelteilchen umfafit. Man ist sogar in der 
Lage durch Messung des Intensitätsverlaufs in den Interferenzen 
und damit der Breite derselben auf die Grôfe der verwendeten 
Kriställchen zu schlieBen, und bekommt damit, falls man es wirk- 
lich mit kristallinischen Teiïlchen zu tun hat, eine neue Methode 
zur Bestimmung der TeilchengrôBe. Die Theorie ergibt für die 
in bekannter Weise definierte Halbwertsbreite À des Maximums, 
das unter dem Winkel # gegen den einfallenden Rôüntgenstrahl 
auftritt, den Wert: 


p — g\/#m2 4, 1 


Dabei ist L das Verhältnis der Wellenlänge der benutzten mo- 


nochromatischen Rôüntgenstrahlen zur Kantenlänge des als würfel- 
fôrmig vorausgesetzten Kriställchens. 

2. Falls Kolloidteilchen keine kristallinische Struktur auf- 
weisen, haben wir nur ein oder zwei sehr flache Maxima in der 
Nähe des einfallenden Rôntgenstrahles zu erwarten'). Es ist dann 
schwer, Näheres über die innere Atomanordnung auszusagen. 

Ausgehend von diesen theoretischen Überlegungen wurden 
Experimente angestellt die zu folgenden hauptsächlichen Re- 
sultaten führten: 

1. Sie zeigten, da kolloidale Au- und kolloidale Ag-Teïlchen 
kleine Kriställchen darstellen, die genau dasselbe Raumgitter auf- 
weisen wie makroskopische Goldkristalle. Es zeigte sich ferner 
die Formel für die Winkelabhängigkeit der Halbwertsbreite gut 
bestätigt und es ergaben sich für die TeilchengrôBen Werte, die 
mit den auf anderen Wegen?) (Auszählung mit dem Ultrami- 
kroskop und osmotischer Druck) bestimmten Werten sebr gut 
übereinstimmten. Erwähnenswert ist, daB auch bei allerkleinsten 
Au-Teïlchen, die nur noch 4—5 Elementarbereiche längs einer 
Würfelkante enthalten, also im Ultramikroskop längst nicht mehr 
sichtbar sind, das Raumgitter mit seinen charakteristischen Ab- 
ständen genau erhalten bleibt. 

2. Es wurden ferner gealterte Kieselsäure und Zinnsäure- 
Gele untersucht. Diese beiden vom kolloïdchemischen Standpunkt 
so interessanten Kôrper zeigten neben den Anzeichen amorpher 


1) P. Debye u. P. Scherrer, diese Zeitschr., Sitzung vom 17. Dez. 1915. 
2) Herrn R,. Zsigmondy bin ich für die Herstellung von Kolloiden, sowie 
für Bestimmung von TeilchengrôBen zu Dank verpflichtet. 


Zee 


100 P. Scherrer, Bestimm. d. GrôBe u. d. inneren Struktur v. Kolloïdteilchen. - 


Kôrper intensive kristallinische Interferenzen. Wir haben es bei 
diesen Substanzen mit Kôrpern zu tun, die im Begriffe sind zu 
kristallisieren. 

8. Typische organische Kolloide: Eiwei, Gelatine, Kaseïn, 
Cellulose, Stärke usw. zeigten alle amorphe Struktur, eine Tat- 
sache die es wahrscheinlich macht, daB diese Kolloidteïilchen ent- 
weder Einzelmoleküle sind oder da8 sie aus regellos nebeneinander 
gelagerten Molekülen bestehen. 


Gôttingen, Physikalisches Institut, 26. Juli 1918. 
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Von 
P. Debye und P. Scherrer. 


* 


Vorgelegt von P. Debye in der Sitzung vom 28. Juni 1918. 


Wenn wir heutzutage zu der Überzeugung gekommen sind, 
da die Atome als Planetensysteme bewegter elektrischer Massen 
aufzufassen sind, so erwächst uns die Aufgabe diese Planeten- 
systeme im Eïnzelnen genâu so zu ergründen, wie das von den 
Astronomen in ihrem Gebiet gemacht wird um dann auf Grund 
des erhaltenen Bildes nunmebr alle Atomäuferungen verstehen zu 
kônnen. Es ist keine Frage, da8 das ungeheure, an Genauigkeit 
unübertroffene Material, welches die Spektralanalytiker im Laufe 
der Zeit zusammengebracht haben, verarbeitet im Sinne der auf 
Bobr zurückgehenden Quantenansätze dabei eine Hauptrolle spielen 
wird. Ganz unberechtigt wäre es indessen, wenn wir daraufhin 
die vielen anderen mit der Atomstruktur engverknüpften Erschei- 
nungen bei der Verfolgung des Hauptzieles vernachlässigen wollten, 
auch dann wenn dieselben in quantitativer Hinsicht wesentlich we- 
niger weit verfolgt werden kônnen, als uns das bei Wellenlängen-, 
bestimmungen geläuñig ist. Gerade eine Frage von sehr grofer 
Bedeutung, nämlich die nach der Erklärung der chemischen Valenz 
ist offenbar verhältnismäfig wenig eng verknüpft mit den Erfah- 
rungen auf spektralem Gebiete, welche sich ja der Hauptsache nach 
auf freie Atome beziehen. Es liegt nahe auch die Valenzzahlen 
zum Wirkungsquantum in Beziehung zu setzen, ja man kann sogar 
in einem Falle von einer Erfüllang dieser Forderung sprechen, 
wenn man bedenkt wie im Modell des Wasserstoffmoleküls der die 
Atome bindende Valenzstrich der chemischen Formel mit Erfolg 
durch einen einquantigen Elektronenring ersetzt wird. Man wird 
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sich sofort die Frage vorlegen ob auch in anderen Fällen, nicht 
nur bei Wasserstoff, ähnliche Elektronenringe die Rolle der Va- 
lenzstriche übernehmen kônnen und insbesondere ob man ihre even- 
tuelle Existenz mit experimentellen Mitteln nachweisen kann. Eine 
diesbezügliche Frage, welche in besonderer Weise unser Interesse 
beansprucht, ist die, welche uns vorgelegt wird, sobald wir uns 
das Gleichgewicht der Kräfte im Krystall und damit die Gründe 
für die Môglichkeit der Krystallstrukturen näher überlegen. Tat- 
sächlich folgt ja sofort aus der Bedingung, daf das elektrostatische 
Potential der Potentialgleichung genügen soll, die Tatsache, daf 
jenes Potential nirgends im Raume ein Maximum oder Minimum 
haben kann. Das bedeutet aber, daB ein Krystall, in dem wir 
zwischen den Atomen nur elektrische Kräfte annehmen, niemals 
ein stabiles Gebilde im Gleichgewicht darstellt, Es ist verlockend 
diese Schwierigkeit durch Heranziehung von gequantelten Elek- 
tronenringen im oben bezeichneten Sinne zu umgehen und wie wir 
uns vielfach in Gesprächen überzeugen konnten hat man tatsäch- 
Lich von den verschiedensten Seiten Versuche gemacht um diese 
Idee quantitativ zu verwerten. Gerade bei Krystallen aber sind 
wir in der glücklichen Lage die Grundidee der Elektronenringe 
selber auf ihre Richtigkeit direkt experimentell zu prüfen, eine 
- Tatsache, welche in unmittelbarem Zusammenhange steht mit dem 
einzigen Punkte in der Laue’schen Interferenztheorie, der dort nur 
formal gefaft wird. Die Theorie nämlich geht von dem Ansatze 
aus, daf, wenn eine Strahlung auf ein Atom auftrifft, dasselbe 
eine Sekundärstrahlung in den Raum hinausschickt, welche zwar 
in fester Phasenbeziehung zur auffallenden Welle steht und deren 
Amplitude und Raumverteilung ebenfalls bestimmt ist. Über die 
Art dieser fraglichen Beziehung indessen wird keine Annahme ge- 
macht. Es wird das alles nur phänomenologisch gefaft durch Ein- 
fihrung der unbestimmten Laue’schen Strahlungscoëfficienten %, 
deren spezielle Eigenschaften im Übrigen für den unmittelbaren 
Zweck der Laue’schen Theorie ja auch nicht herangezogen zu 
werden brauchen. Indessen zeigte sich bald die Wichtigkeit einer 
näheren Bestimmung jener Grôfen #. Bekanntlich wurden ja die 
Bragg'schen Fortschritte zu einem wesentlichen Teile erst dadurch 
ermôglicht, da über diese Coëfficienten die Annahme gemacht 
wurde, sie seien dem Atomgewicht des betreffenden zerstreuenden 
Atoms, wenigstens angenähert, proportional. Es scheint Bragg 
selbst nicht aufgefallen zn sein und wurde auch sonst wenig be- 
achtet, daB diese Annahme im Widerspruche steht zu den Erfah- 
rungen, welche man schon vorher über die Zerstreuung von Rôüntgen- 
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strahlen gesammelt und als gesichert anzusehen hatte. Barkla 
hatte schon seine Resultate über den in üblicher Weise gemessenen 
Zerstreuungskoëffizienten s in Materie von der Dichte o (wenigstens 
für Substanzen von kleinem Atomgewicht) zusammengefaBt in der 
Formel - 


(1) e — const — (0,2. 


Nun bedeutet s die gesamte von 1cm° der Substanz pro Se- 
kunde zerstreute Strahlung, wenn eine Primärstrahlung von der 
(überall gleichen) Intensität 1 die Zerstreuung anregt. Nennt man 
den Zerstreuungscoëfficienten des. Atoms 6 (sodaB also ein Atom, 
bestrahlt mit der Intensität I pro sec.‘idie Energie 6 I zerstreut), 
dann wird 

6e 
AM 


wobei 4 das Atomgewicht und #», die Masse eines Wasserstoff- 
atoms bedeutet. Das Barkla’sche Gresetz besagt also 


(2) 6 — 02 m, À, 


d.h. die von einem Atom zerstreute Intensität ist dem Atom- 
gewicht proportional, während der Bragg’sche Ansatz dieselbe 
Proportionalität von der zerstreuten Amplitude behauptet. Und 
doch bewähren sich beide Ansätze. Das kann natürlich nur so 
verstanden werden, daB beide Ansätze Näherungen sind für das 
richtigé Gesetz unter verschiedenen äuBeren Bedingungen. 

Das Barkla’sche Gesetz hatte zur Zeit seiner Entstehung den 
Umstand für sich, daB auch die theoretische Begründung nicht aus- 
stand. Befindet sich nämlich ein einziges, vüllig freies Elektron 
in einem Rôüntgenstrahlenbündel von der Intensität J und berechnet 
man nach der klassischen Elektrodynamik die von diesem Elektron 
in Folge der von der Primärstrahlung aufsezwungenen Bewegung 
ausgesandten Streustrahlung, so findet man dafür den Betrag : 


8x &* 

E MTONÉ 

wobei s die Ladung, w die Masse des Elektrons und c die Licht- 
geschwindigkeit bedeutet. Eine wesentliche Eigenschaft der Streu 
strahlang eines Elektrons besteht nach dem angegebenen Ausdruck 
darin, daB dieselbe ihrem Betrage nach von der Wellenlänge der 
Primirstrahlung vôllig unabhängzig ist. Sind nun pro Atom z 
Elektronen vorhanden, dann wird man für dessen Zerstreuungs- 
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coëfficient 6 annehmen : 


8x ss 
8 p ci 


(3) o— 


Nun erübrigt es nur noch in Zussmmenbenge mit der durch 
die Rüntgenspektraluntersuchungen vermittelte Bedeutung des pe- 
riodischen Systems der Elemente für z den Wert = zu substitu- 
ieren um das Barkla’sche Gesetz in der Form 


ASE 3. 


@) da Bi AC 


zu tekcnmen. Avch der Zaklenfaktor hat den richtigen Wert 
denn mit & — 4,77.10 7%, e/u = b,80.10" und c = 3,00 .10" wird 


ce Fe — 0,27.10-%, 


während man für den in (2) vorkommenden Faktor 0,2 », den Wert 


0,2 m, —= 0,33. 107% 

findet. 

Die Brücke von hier zum Bragg'schen Gesetz wird unsrer 
M einung nach durch eine Bemerkung geschlagen, welche der eine 
von uns 1915 verôffentlicht hat!) und welche den Ausgangspunkt 
unsrer inzwischen angestellten Untersuchungen bildete. Dort wurde 
nämlich gezeigt, daB man festhalten darf an der Grundidee der 
Erzeugung der Streustrahlung durch die Elektronen. Denn, hat 
man lange Rôüntgenwellenlängen (lang im Verhältnis zu den Elek- 
tronenabständen), dann werden im Atom die Elektronen alle in 
Phase schwingen und deshalb nicht ihre Streuintensitäten, sondern 
ibre Streuamplituden addieren und das bedeutet, das 6 nicht nach (3), 
sondern nach der Formel 


4 
GHUSES L2 


18; Wa? 


(4) = 


. : : A 
zu rechnen ist. Dieses aber wäre mit # — TZ das Bragg'sche 


Gesetz. 
Die quantitative Durchführung der Aufgabe (die im Wesent- 
lichen eine Interferenzrechnung ist) zeigt, daf man bei jeder ge- 


1) P. Debye, Ann. Phys. 46, 809, 1915. 
Æ& 
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nügend kleinen Wellenlänge um den Primärstrahl einen Winkel- 
raum abgrenzen kann in dem das Bragg’sche Gesetz 6 v 4° gilt; 
dessen Offnung indessen mit abnehmender Wellenlänge der Pri- 
märstrahlung immer Kkleiner wird. AufBerhalb dieses Winkel- 
raumes bekommt man bald das Barkla’sche Gesetz 6 4 So: 
versteht man, wie bei den Bragg’schen Versuchen, bei denen der 
Hauptsache nach nur kleine Glanzwinkel verwendet wurden die 
Proportionalität der Amplitude mit dem Atomgewicht eine gute 
Näherung sein konnte. 

Gibt man die Stichhaltigkeit dieser Überlegungen zu, dann 
ist das wesentliche Resultat derselben, auf das es uns für das 
Folgende hauptsächlich ankommt, dieses: 

Die Streuung der Rôntgenstrahlen wird nur von 
den Elektronen erzeugt. Intensitätsmessungen 
‘haben die Bedeutung von Messungen eines Inter- 
ferenzeffektes der Elektronen, müssen also über 
Zahl und Lagerung der AN A à im Atom Auf- 
schluf erteilen kônnen. 

Darin, daB sowohl das Bragg’sche wie das Barkla’sche Gesetz 
je nach Umständen aus den Versuchen hervorgeht, liegt zugleich 
der Nachweïs, daf das Wellenlängengebiet in dem die fraglichen 
Interferenzen eine wesentliche Rolle spielen innerhalb experimen- 
tell zugänglicher Grenzen liegt. Die spezielle Verwertung und 
quantitative Durchführung dieser Überlegungen, so wie sie im Fol- 
genden versucht wird, bezieht sich auf drei Punkte, welche in den 
drei folgenden $$ kurz skizziert werden. 


$1. Die Frage der Elektronenringe als Kopplungs- 
glieder im Krystallbau. 


Da die Elektronen die Ursache für die Streuung sind hat das, 
was man bei den Krystallinterferenzen als die Coordinaten des 
Atoms bezeichnet, unmittelbar nichts mit der Lage des Kernes 
und damit der Hauptmasse des Atoms zu tun. Dem entspricht es, 
daf im Allgemeinen ein Atom, d.h. in Wirklichkeïit seine Elek- 
tronenwolke nicht durch einen strahlenden Punkt ersetzt werden 
kann. Anders ausgedrückt: auch für die Interferenzbeobachtungen 
müssen die Atome Struktur zeigen. Freilich zeigt eine einfache 
Rechnung, welche wir in dieser Übersicht nicht reproduzieren 
wollen, daf der Effekt jener Atomstruktur sich bei Interferenz- 
versuchen nur als Intensitätseffekt bemerkbar machen wird, wo- 
durch er natürlich im allgemeinen weniger aufällig ist. Die Über- 
legung genügt aber schon um festzustellen, daf man z.B. nicht. 
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von einem Widerspruche reden darf, wenn eïnerseits die oberfläch- 
liche Betrachtung eines AC und eines NaCI-Diagramms zu 
kleinen Unterschieden zwischen den beiden führt und andererseits 
Âtzversuche an den Krystallen die beiden Kôrper in de or 
Gruppen verweist. a 

In besonderen Fällen kann aber jener Effekt auch auftällig 
werden; ein Beispiel hierfür wäre der Diamant, wenn die Valenz- 
striche in Wirklichkeit durch Elektronenringe zu ersetzen wären. 
Nehmen wir z.B. an der Elektronen- 
ring bestünde aus 2 Elektronen, die 
in einer Ebene senkrecht zum Binde- 


strich kreisen. Dann hätte jedes C- 
Atom, seinen 4 Valenzen entspre- 
chend, 4 Elektronen abgegeben, jedes 
Atom würde also für die Zerstreu- 
ung noch 2 Elektronen übrig haben. 
/ Dafür würde jetzt die Mitte jedes 
Valenzstriches auch mit 2 Elektronen 
besetzt zu denken sein und also gleich 
stark zerstreuen, denn man kann leicht 
einsehen, da der gedachte Ring für genügend lange Wellen so 
wirkt, als ob die beiden umlaufenden Elektronen in seinem Mittel- 
punkte gelagert wären. 
Man hat also jetzt ein neues Modell mit einem neuen Struk- 
turfaktor S.  Während derselbe nach der üblichen Auffassung die 
Form hat!) 


Figur 1. 


+ Cu pre) 
(5) _S = 6A1+e 


PR Rene à ALL D ui) 


wird er jetzt 


. 
ÿ’ [ 15 Gi +h +) 
de CRE C0 
+ Ouh nf ü À (ln + hs) ] : 
Le 4 4 Le 2 MEME Med), jp.) 


In der folgenden Tabelle sind in der ersten Kolonne die, In- 
dices der reflektierenden Ebenen nach steigendem Glanzwinkel ge- 


1) Die Amplitude ist entsprechend unsrer Überlegungen nicht gleich dem 
Atomgewicht sondern gleich der Elektronenzahl gesetzt. 
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ordnet; in der zweiten Kolonne sind die Quadrate des: absoluten 
Betrages von S dividiert durch 64 eingetragen, welche als rohes 
Mañ für die zu erwartende Reflexionsintensität gelten kônnen. 
In der dritten Kolonne endlich stehen die Werte von |S'/|?/64. 


Tabelle 1 

Indices | | S|?/64 | LS" [2/64 
(111) 18 11,6 
(002) 0 0 
(022) 36 4 
(113) 18 0,34 
(222) 0 16 
(004) 36 4 
453). 18 2 
(024) SARO 0 


Wir bemerken noch, daB in der Tabelle alle môglichen Re- 
flexionen enthalten sind für die Wellenlänge 4 — 1,58. 10° cm, 
etwa der Cu, Strahlung entsprechend. Für kürzere Wellen gibt 
es mebr, für längere weniger Môglichkeiten. 

Zunächst zeigt nun die Tabelle, daf auch bei Annahme von 
Elektronenringen die Reflexionen (002) und (024) genau so durch 
innere Interferenz ausgelôscht werden, wie beim üblichen Modell ?. 
Dagegen sollte die Reflexion (222), d.h. die Reflexion 2ter Ord- 
nung an der Octaëderebene sich in grofier Stärke bemerkbar 
machen. 

Schon Bragg hat indessen von einer solchen Reflexion nichts 
bemerken kônnen. Eine Kontrolaufnahme mit Diamantpulver nach 
unsrer Methode zeigt, trotzdem das photographische Verfahren 
wesentlich empfindlicher ist, keine Linie an der der Reflexion (222) 
entsprechenden Filmstelle, während die benachbarte Linie (004) gut 
vorhanden ist. Im Übrigen entspricht auch sonst das Diagramm 
in seiner Intensitätsverteilung durchaus nicht der in der zweiten 
Kolonne angegebenen Zahlenreïhe, was schon durch eine oberfläclr- 
Liche Beobachtung festgestellt werden kann. 


1) Die Reflexion (002) bedeutet Reflexion 2ter Ordnung an der Hexaëder- 
ebene (001), entsprechendes gilt für (024), u.s.w. Ë 
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So kommen wir zu dem Schlusse, daf im Diamant, nach Ana- 
logie mit dem H,-Modell gebildete Elektronenringe nicht die gegen- 
” seitige Bindung der C-Atome bewirken. Es liegt nahe auch in 
anderen Fällen diese Sachlage zu vermuten und tatsächlich haben 
wir keinen Fall von Elektronenringen als Bindungen im Krystall 
finden kônnen. 


82. Zählung der den Atomen zukommenden 
Elektronenzahlen. 


Nach den Ausführungen der Einleitung ist für genügend lange- 
Wellen die von einem als Elektronenkomplex mit + Elektronen 
aufgefafiten Atom zerstreute Amplitude proportional mit +. Die 
Bragg’sche Annahme war die rohe Form dieses Gesetzes. Bei be- 
liebiger Wellenlänge kôünnen wir dieselbe Proportionalität erwarten. 
bei genügend kleinem Streuwinkel, oder ganz präcis die Proportio- 
nalität der Amplitude mit z ist das für verschwindenden Streu- 
winkel geltende Grenzgesetz bei beliebiger Wellenlänge. Der 
Faktor in diesem Gesetze ist theoretisch bekannt. Eine absolute. 
Bestimmung der Elektronenzahl bedingt also eine absolute Messung 
der Streuintensität. Hat man es indessen mit mehratomigen Kry- 
stallen zu tun, dann kann an Stelle der absoluten die relative Be- 
stimmung der Elektronenzahlen von den beteiligten Atomen mit 
sehr viel geringerem Arbeitsaufwand auf Grund von relativen In- 
tensitätsmessungen ausgeführt werden. 

Stellen wir uns auf den Standpunkt, daf die eben besprochene 
Proportionalität mit z für alle Streuwinkel genau richtig ist, dann 
kann man leicht einige Fälle ausfindig machen in denen dieses Ge- 
setz ohne viel Mühe zur Entscheidung über die Frage der Elek- 
tronenzuordnung zu den Atomen herangezogen werden kann. 

Verabreden wir, daB im Folgenden die üblichen chemischen 
Zeïichen für die Atome, die vom Atom zerstreute Amplitude be- 
deuten, dann ist der Strukturfaktor z.B. für Sylvin (XC1) fol- 
gendermafen gebaut : 


82 Ua oO tu), inQe he), Lim (a+ M) 


{x+ C1 cie pis RD 


Aus dem ersten Faktor folgt, daf Ebenen mit gemischten (aus: 
geraden und ungeraden zusammengesetzten) Indices nicht reflek- 
tieren. Der zweite Faktor besagt, daB die reflektierte Am- 
plitude: 


4 
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bei Ebenen, deren Indicessumme gerade ist, proportional 

K+ CI 
und bei Ebenen, deren Indicessumme ungerade ist, proportional 


K — CO 
wird. 

Schon Bragg hat Sylvin untersucht und stellte fest, daf Ebenen 
mit ungerader Indicessumme keine Reflektion geben innerhalb der 
Grenzen seiner Mefgenauigkeit. Ist das Resultat genau richtig, 
dann bedeutet es: 


(6) K = CI. 


Nan hat aber X in freiem Zustande 19 Elektronen, C7 dagegen 
17 Elektronen. Die Beziehung (6) kann also wenn die Amplitude 


. proportional der Elektronenzahl ist, mit gewühnlichen Atomen nicht 


erfüllt werden. Hätte indessen das Kaliumatom im Krystall 1 Elek- 
tron abgegeben und dem Chloratom übermittelt, dann wäre X = 18 
und C1 — 18 und damit (6) erfülltt Wäre man also überzeugt, 
da die Beziehung (6) in Strenge durch die Bragg’schen Messungen 
bestätigt sei, dann hätte diese Feststellung zur Folge, daB im Kry- 
stallverband nicht die Atome, sondern die Jonen Kalium und Chlor 
vorkommen und zwar einfach geladen mit positivem X-Jon und 
negativem C1-Jon. 

Nun ist aber die von Bragg erreichte Empfndlichkeit nicht 
groB genug, um diese Feststellung zu machen, handelt es sich doch 
um die Frage ob neben Reflexionen von der Intensität (X + Cl) 
— 86° — 1296 noch solche von der Intensität (K — C1} = 2° = 4 
bemerkt werden kônnen. Dagegen ist unser photographisches Ver- 
fahren im Stande auch diese Frage zu erledigen. Als Versuchs- 
objekt verwendeten wir u.a. Pulver von Natriumfluorid; wie die 
Aufnahme ergibt ist das ähnlich wie X CT und Na CI! gebaut. Die 
Tabelle auf folgender Seite enthält das Resultat der Ausmessung. 

Die Aufnahme wurde mit Cu-Strahlung gemacht, die unter- 
strichenen Linien rühren von Cu«, die nicht unterstrichenen von 
Cu-B her. Da wir es mit regulären Krystallen zu tun haben, 
wird durch die Constanz der Zahlen in der letzten Kolonne dar- 
getan. à 
Die Hauptsache, worauf es ankommt, ist nun die Folgende. 
Für gewôhnlich ist Na = 11 und F = 9. Sind im Krystall ein- 
fach geladene Jonen vorhanden, dann wird Na = 10 und F — 10 
und dann sollten wir erwarten, da8 Ebenen mit ungerader Indices- 
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Tabelle 2. 
Re Indices sin ÿ/2 
Intensität sin — e. RERO, | VERT 
S—m 0,298 002 0,149 
st 0,828 002 0,164 
s—m 0,417 022 0,148 
st 0,465 022 0,164 
8 0,515 229 0,149 
VAE pee Le 2,165 
s 0570 | 22 0,165 
s 0,592 004 0,148 
m 0,658 004 0,164 
st 0,804 294 0,164 
ss 0,837 044 0,148 
* ss 0,853 Le 0,164 
ë; 333 SEE 
006 
s 0,890 0,148 
244 
5 2,80 Jé£ 146 
ss 0,941 026 0,149 


ss — sehr schwach, s — schwach, m — mittel, st — stark. 


summe nicht reflektieren. Durch einen Stern haben wir nun in 
der Tabelle 3 Linien hervorgehoben, deren Indicessumme, nach 
Ausweïs der dritten Kolonne ungerade ist und die trotzdem vor- 
handen sind. Zwar sind sie schwach, aber doch genügend gut aus- 
geprägt um wie die vierte Kolonne zeigt, gut meBbar zu sein. 
Halten wir nun an unsrem vorläufig eingenommenen Stand- 


punkte fest, daf die zerstreute Amplitude durchweg proportional 
der Elektronenzahl ist, dann folgt aus der uAfnhame 
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und das würde am einfachsten dahin zu deuten sein, da die Atome 
nicht geladen sind. Andererseits aber würde diese Annahme grofe 
Schwierigkeiten mit sich bringen. Zwar ist unsres Wissens NaF 
nicht auf Reststrahlen untersucht, die Analogie im Bau mit Na CI, u.s.w. 
macht aber die Existenz eines ultraroten Absorptionsgebiets äuBerst 
wahrscheinlich. Wie man das aber mit Hilfe von ungeladenen 
Atomen verstehen sollte, ist uns ganz unklar. 

Die Überlegungen in der Einleitung lassen vielmehr einen an- 
deren Ausweg ohne weiteres zu Es ergab sich dort, da der 
Theorie nach, auch das verfeinerte Bragg’sche Gesetz (mit Elek- 
tronenzahlen an Stelle von Atomgewichten) nur ein Grenzgesetz 
für kleine Winkel ist. AuBerdem haben wir einen anderen Ein- 
fluf, nämlich die Temperaturbewegung der Atome hier noch nicht 

“berücksichtigt. Auch von diesem ist bekannt, da er eine ver- 
schiedene Schwächung der Zerstreuungscoëfficienten der Atome 
bedingt, falls dieselben Temperaturbewegungen mit verschiedener 
Amplitude ausführen, etwas, was nicht von der Hand zu weiïsen 
ist, da die Massen der beiden Atome verschieden sind. Nach den 
früher zu diesem Effekte mitgeteilten Formeln hat er mit dem an- 
deren zuerst genannten Umstande die Eigenschaft gemein, daB er 
für verschwindende Zerstreuungswinkel verschwindet. Beides weist 
also darauf hin, da einwandfreie Resultate nur erreicht werden 
kônnen, wenn es gelingt die relativen Zerstreuungscoëfficienten für 
den Grenzfall eines verschwindenden Streuwinkels experimentell 
zu fassen. Im Übrigen weist schon eine Besonderheit unsrer Auf- 
nahme in diese Richtung. Neben den drei durch einen Stern her- 
vorgehobenen Linien kônnte noch eine mit ungerader Indicessumme, 
nämlich die Linie 111, erwartet werden. Dieselbe müfite bei 
sin e — 0,284 auftreten, ganz am Anfange des Filmes, also für 
sehr kleinen Streuwinkel. Wir konnten sie aber nicht entdecken. 

Zugleich als Übergang zu dem in $ 3 behandelten Gegenstand, 
soll jetzt über Intensitätsmessungen berichtet werden, welche die 
relativen Elektronenzahlen bei Zi F nunmehr einwandfrei bestimmen. 
Li F krystallisiert wieder ähnlich wie Na C1, KCI, NaF, u.s.w. 

- nur insofern ist gegen NaF und X C1 ein Unterschied vorhanden 

als im freien Zustande Li — 3 und F — 9 ist, soda auch dann 
wenn die ,Gitterpunkte“ Jonen sind ein Verschwinden der Reflexion 
an Ebenen mit ungerader Indicessaumme nicht zu erwarten ist. 

Nach wie vor sind nur Ebenen mit ungemischten Indices vorhanden; 
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die mit gerader Indicessamme haben einen Strukturfaktor propor- 
tional Li+F, bei Ebenen mit ungerader Summe ist derselbe pro- 
portional Li — F. 

Es wurde eine neue Aufnahme mit Li F-Pulver als strahlender 
Substanz nach unsrer Methode hergestellt und zwar wurde dafür 
gesorgt, daB die Schwärzungen nicht über 1 hinausgingen!). Hat 
man diese Vorsorge getroffen, dann ist, wie Koch und Friedrich 
experimentell nachgewiesen haben einfache Proportionalität zwischen 
Schwärzung und Intensität vorhanden, sofern die Schwärzung von 
Rôntgenstrahlung herrührt. Wesentlich ist natürlich darüber hin- 
‘ aus, daf die Linien, die man vergleichen will, von Rôüntgenstrah- 
lung eïinheitlicher Wellenlänge erzeugt wurden, und das ist bei 
unsren Aufnahmen ja von selbst erfüllt. Alle verglichenen Linien 
rübren von der Æ,-Strahlung von Kupfer her. Mit einem Hart- 
mann’schen Mikrophotometer, bei dem ähnlich wie beim Koch’schen 
selbstregistrierenden mit Hilfe von Kaliumzellen die zu beobach- 
tende Intensität in den Ausschlag eines Elektrometers umgesetzt 
wurde, haben wir dann die zu den verschiedenen Indices gehôrigen 
Linien photometriert. Zunächst ist also das Maf der Schwärzung 
der betreffenden Stelle in der Linie der Ausschlag des Elektro- 
meters, somit ganz willkürlich. Von Hn. Hartmann bezogen wir 
aber eine Schwärzungsskala, eine photographische Platte mit Fel- 
-dern bekannter (mittels direkter Messung bestimmter) Schwärzungen. 
Mit Hilfe dieser Skala war es müglich die beobachteten Elektro- 
meterausschläge in absolute Schwärzungen und damit nach dem 
Koch-Friedrich’schen Gesetz in Intensitäten der Rôntgenstrahlung um- 
zusetzen. Für jede Linie wurde in dieser Weise eine Intensitätskurve 
gezeichnet, deren Flächeninhalt nach Abzug der Schleierschwärzung 
also der Intensität jener Linie direkt proportional zu setzen ist. 

Um nun von jener Intensität zum beobachteten Strukturfaktor 
zu kommen, bedarf es noch einer (theoretisch begründeten) Reduk- 
tion, welche im folgenden $3 auseinandergesetzt wird. Ist die- 
-elbe ausgeführt, dann entstehen im vorliegenden Falle schlieBlich 
Zabhlen, welche in unsrer Bezeichnungsweise proportional den Grôfen 
(Li+FŸ, resp. (Li— F) sind, jedes Mal für den betreffenden 
Streuwinkel # unter dem die Linie auftritt. Den Streuwinkel selbst 
kann man am einfachsten messen durch die Summe der Indices- 
quadrate k?+h5+h; der betreffenden Linie, denn bekanntlich gilt 

2 
sin D = QU NI + A), 


1) Bekanntlich versteht man unter Schwärzung den gewôhnlichen Logarith- 
-mus des Verhältnisses der auffallenden zur durchgelassenen Intensität. 
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wenn À die benutzte Wellenlänge und a die Gritterconstanz ist. 
Folgende Tabelle enthält das Resultat der Messungen. 
Durch einen Stern sind die 


Tabelle 5. Intensitätszahlen, welche zu Ebe- 

pa |'Œi+F} nen mit ungerader Indicessumme 

Mao Ten ls lp pme nl TeSP- gehôren hervorgehoben, dieselben 

(Li — F}Ÿ_ sind also proportional (Li — F), 

ie & Lu 15 alle anderen Zahlen gehôren zu 

Ebenen mit gerader Indicessumme 

002 4 239 und sind demnach proportional 
022 8 112 (Li Fr ÆY. 

". fi * 176 Trägt man die (Li+F) pro- 

portionalen Zahlen der Tabelle als 

222 12 688 Funktion von H°— ++}, auf, 

004 16 46,6 dann kann man durch dieselben 

eine glatte Kurve legen. Das 

: TE wurde getan. Die dre (Li — F) 

024 20 288  proportionalen Zahlen liegen, wie 

224 24 17,2 schon die Tabelle zeigt, weit un- 


terhalb dieser Kurve. Nun kann 
man schlieflich die letzten Zahlen vergleichen mit den Ordinaten 
der Kurve an derselben Stelle und so jedes Mal für einen be- 
stimmten Winkel, d.h. also für einen bestimmten Wert von H* 


Y 2 
he ) Éd Dis ot 


in unsrer Darstellung das Verhältnis ( 


Li—F 


gende kleine Tabelle ent- 
hält das Resultat; durch 
Figur (2) wird der In- 
‘ halt der Tabelle veran- 
schaulicht. 


Tabelle 4. 


19 2,06 TE ————————— 


Jenes Verhältnis ist: RS RARES 
wie man sieht, nicht con- Figur 2, 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1918. Heft 1. 8 
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stant ; uns interessiert hier nur der für 9 — 0 and damit für H° = 0 
zu erwartende Grenzwert. Um diesen Grenzwert von Willkür môg- 
lichst frei zu bestimmen legen wir durch die drei Punkte eine quadra- 
tische Kurve deren Gleichung man leicht zu 


F+lLi 

F—L\ 

bestimmt. Damit haben wir gefunden, das als Grenzwert für ver- 
schwindenden Streuwinkel der Wert 

F+Li 

F- li 

experimentell zu erwarten steht. 

Nach der Theorie nun hat man Folgendes zu erwarten 

FH Li. 949,2: 


a) Atome ungeladen PE nee 


— 1,523+0,0728 H°—0,00234 H* 


—:1,82 


oder 

b) Li einfach positiv geladen = = 7 = lb, 
oder 

c) Li zweïfach positiv geladen Re et RL 
u.S.W. 


Diese Zahlen sind in der Figur durch Sterne auf der Ordi- 
natenaxe hervorgehoben. Man sieht, daB das Experiment inner- 
halb der Gerauigkeitsgrenzen für den Fall b) entscheidet. Somit 
ist experimentell gezeigt, daf im Li F-Krystall das Li einfach po- 
sitiv und das F einfach negativ geladen ist, so wie uns das von 
der Elektrolyse her geläuñg ist. | 

Es sollte der Là F-Fall hier nur mehr als Beispiel für das ex- 
perimentelle Vorgehen besprochen werden. Versuche über andere 
Fälle, insbesondere über die Frage ob in ähnlichen Krystallen ein- 
wertige Atome einfach und mehrwertige ïihrer Wertigkeit ent- 
sprechend mehrfach geladen sind liegen vor. Darüber werden wir 
in einer ausfübrlichen Mitteilung demnächst berichten. 


8 3. GrôüBe des Elektronensystems der Atome. 


Schon eine oberflächliche Betrachtung der Tabelle 3 macht auf 
einen Umstand aufmerksam, der als allgemeines Merkmal allen In- 
terferenzbeobachtungen zukommt. Während H° geht von 4 bis 24 
nimmt die (Li+ÆF} proportionale Intensität ab von 239 auf 17,2, 
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d.h. von etwa 14 auf 1. Nun kennen wir zwar den Temperatur- 
effekt als Ursache für eine in H° exponentielle Abnahme der für 
die Interferenzen verantwortlichen Streuamplitude der Atome. Ein 
Eingehen auf die Zahlenverhältnisse zeigt aber, daB eine so starke 
Abnahme wie sie das Experiment ergibt, nicht zu erwarten ist, 
auch wenn man berücksichtigt, daB die erforderlichen Daten für 
LiF nur schätzungsweise bekannt sind. Eine Entscheidung über 
die Frage, ob aufer der Temperaturbewegung noch ein anderer 
Grund vorhanden ist, der ebenfalls eine Abnahme der Streuampli- 
tude mit zunehmendem Winkel bedingt, wird man am besten er- 
halten bei Versuchen an einer Substanz, deren Temperaturbewe- 
gung môglichst gering ist. Bei Diamant nun ist dies der Fall 
und wir kônnen, da die spezifische Wärme in ihrem Verlaufe 
genau bekannt ist, auferdem noch quantitativ angeben, welchen 
+ Betrag jener Einfluf hat. 

Das Diamantpulver mit dem eine Aufnahme nach unsrem Ver- 
fahren hergestellt wurde, war uns von Prof. Keesom in Utrecht 
zur Verfügung gestellt. Demselben môchten wir auch hier für 
seine Hilfe bestens danken. Das Pulver war nicht ganz so fein, 
als es zur Erlangung einer gut photometrierbaren Aufnahme (mit 
nicht gepünktelten Läinien) nôtig ist. Wir konnten aber dieser 
Schwierigkeit einfach dadurch Herr werden, daf wir das aus dem 
Pulver bestehende Stäbchen während der Aufnahme von Zeit zu 
Zeit um einen kleinen Winkel drehten und gelegentlich ein wenig 
hoben. 

Die fertige Aufnahme wurde dann photometriert, so wie das 
in $ 2 beschriebén ist, die erhaltenen Resultate stellen somit die 
wirklichen Intensitäten der Linien dar, dieselben sind in Spalte 3 
der Tabelle 5 eingetragen. Spalte 1 und 2 enthalten die Indices 
der Linien und deren Quadratsumme H. 


Tabelle 5. 
Idices | æ|ntensität| © | ro | r |o= 7 
J FAO) 
1 
111 3 | 406 | 0,780 | 521 | 4,38 119 
022 8 158 |0,860 | 184 | 4,04 46 
113 |11| 94 |o,982| 96 | 3,20 30 
004 |16| 55 |1,20 | 46 | 2,00 23 


133 19 171 |1,20 | 142 | 11,26 13 
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Nan gilt es aus den Intensitäten J' den Zerstreuungscoëfficienten 
des C-Atoms zu bestimmen. 

Zunächst haben wir zu diesem Zwecke eine mehr äuBerliche 
Korrektur vorzunehmen. Wegen der Absorption der Strahlung 
im Stäbchen wird nicht jedes Volumenelement desselben von der- 
selben Primärintensität getroffen, auferdem wird die von einem 
Volumenelement ausgehende Streustrahlung zum Teil auf ihrem 
Wege innerhalb des Stäbchens absorbiert. Im idealen Falle wäre 
‘die Absorption verschwindend, die wirklich beobachtete Intensität 
entsteht aus der idealen durch Multiplikation mit einem Faktor 6, 
der noch Funktion der Beobachtungsrichtung ist. Derselbe wird 
dargestellt durch ein nicht ohne weiteres auswertbares Doppel-In- 
tegral; wir haben deshalb © als Funktion von # bestimmt durch 
graphische Ausführung der vorgeschriebenen Integration, ein Ver- 
fahren, das zwar ziemlich mühsam aber gut zum Ziele führte. 
Zahlen, welche bis auf einen gemeinsamen (für alles Folgende) un- 
wesentlichen Zahlenfaktor diesen Koëffizienten @ darstellen für 
diejenigen Richtungen in denen die Linien auftraten sind in Ta- 
belle 5 in Spalte 4 enthalten. Spalte 5 gibt daraufhin die auf Ab- 
sorption im Stäbchen korrigierte, ideale Intensität J/0. 

Nunmehr haben wir zu überlegen, wie diese ideale Intensität 
mit der Streuamplitude C des Atoms verknüpft ist. 

1) Aus der Laue’schen Theorie folgt bekanntlich, da jene 
Intensität proportional ist dem Quadrate des absoluten Betrages 
des Strukturfaktors S. Derselbe hat für Diamant unter Zu- 
grundelegung der Bragg'schen Atomanordnung den Wert: 


S ne C AN De Ur an CS? 


EL) 
l+e 


2) Die Streustrahlung ist nach bekannten Versuchen polari- 
siert bei unpolarisierter Primärstrahlung. Das bedingt nach üb- 
licher Rechnung, daB ein zweiter Faktor, der Polarisations- 
faktor in der Intensität auftritt mit dem Werte 

1 + cos” # 
RE VE 


8) Bei unsrem Verfahren wird nicht jede reflektierende Ebene 
gleich stark berücksichtigt. Vielmehr kommt bei vüllig ungeord- 
neter Anordnung der Teilchen des Pulvers jede Fläche propor- 
tional der Anzahl verschiedenen Stellungen, in denen sie eine Kry- 
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stallform begrenzen kann, zur Reflexion. Die Hexaëderebene 001 
z. B. 6 Mal, die Octaëderebene 111 dagegen 8 Mal, u.s.w. Dem 
durch diese Zahlen 6, 8, u.s.w. definierten Häufigkeitsfaktor Z 
ist die zu beobachtende Intensität ebenfalls proportional. 


4) SchlieBlich tritt noch ein Faktor hinzu, der ganz analog 
dem von H. A. Lorentz für die Laue’sche Anordnung berechneten 
ist. Ein Parallelstrahlenbündel von genau passend gewählter Wellen- 
länge und Einfallsrichtung erzeugt in der genau entsprechenden 
,Reflexionsrichtung“ eine Intensität, welche proportional dem Qua- 
drate der bestrahlten Atomzahl ist. In Nachbarrichtungen ist in- 
dessen ebenfalls noch Intensität vorhanden, die am so schneller 
klein wird je grôüBer die Atomzahl ist. AufBerdem aber reflektiert 
nicht nur der genau passend eingestellte Krystall, sondern auch 
. in Nachbarlagen verdreht gibt er immer noch merkliche Reflexions- 
intensität. Was wir beobachten ist die Summe aller Wirkungen. 
Die Summation ergibt ein der Atomzahl selbst proportionales 
Resultat mit einem ,Summationsfaktor“, der von Lorentz für 


bestimmt wurde, der aber in 


die Laue’sche Anordnung zu e 


unsrem Falle den Wert 


hat !. 

Indem wir noch den von der Wärmebewegung erzeugten Tem- 
peraturfaktor unter dem Zeichen C im Strukturfaktor aufgenommen 
denken, kommen wir also zum Resultat, das die Intensität pro- 
portional ist der Grüfe 

2 
ee Z 1 . 
H° cos 5 
Wir bezeichnen dieselbe mit RC*, Zahlen für den Reduktions- 
faktor À sind in Tabelle 5 in Spalte 6 eingetragen. 

Dividiereu wir schlieflich die ideale Intensität J/@ durch den 
Reduktionsfaktor AR, dann bekommen wir die in Spalte7 ange- 
gebenen Werte von 

J 
2 
Cr = Ro" 


1) Die Angabe der Einzelrechnungen wird in einer ausführlichen Mittei- 
lung erfolgen. ns 
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welche also proportional der vom Eïinzelatom zerstreuten Inten- 
sität sind. | 

Man bemerkt wie diese Zahlen verhältnismäfig rasch mit zu- 
nehmendem Winkel abnehmen. LäBt man die Überlegungen der 
Einleitung auBer Acht, dann kann für diese Abnahme nur die Tem- 
peraturbewegung des Atoms verantwortlich gemacht werden. Eine 
kurze Rechnung zeigt indessen sofort, daf dieser Ausweg nicht 
gangbar ist. Betrachtet man, wie in der ursprünglichen Einstein- 
schen Theorie der spezifischen Wärme, das Atom als an eine Ruhe- 
lage quasielastisch gebunden, dann ist die Wahrscheinlichkeit da- 
für, daB eine Verschiebung desselben in ein durch die Coordinaten 
E, n, 6, É+ dE, n+dn, 6+d£ charakterisiertes Raumelement statt- 
gefunden hat, dargestellt durch die Formel 


_P+ti+e 
LATE 


En dEdn de, 


wobei r ein MaB für die mittlere Verschiebung ist. Mit diesem 
.Ansatz bekommt man für die im Strukturfaktor auftretende 
GrôBe C den Wert 
(?) 


An? r°? 


=) 'e di ; 


wenn & die Gitterconstante bedeutet und C, eine nur mehr für das 
Atom selbst charakteristische GrüBe ist. Ist weiter » die Masse 
des Atoms und » seine Schwingungszahl im Einstein'schen Sinne 
und nimmt man an, da keine Nullpunktsenergie existiert, dann 
wird bei 7 — 290° absolut 


h 1 


LES 
PR | 


Arr — 1768 10, 


Bei Anwesenheiït einer Nullpunktsenergie wird- 


h 1 RE à 
a ee CU 


ra 


ÆT r— 


Die erste Annahme ergibt somit 


4r°r° 
@ 


— 0,60. 107, 
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die zweite 


LA 
cr = 45.10”, 


da bei Diamant a — 3,54.10"%cm ist. Auch die zweite Annahme 
genügt also bei weitem nicht den starken beobachteten Abfall von 
C? zu erklären, denn nach (7) wäre danach 

a Am? r? æ 


a , — 9,0.1075 H? 
= Ce = Ce” 


Für die letzte Linie der Tabelle d wäre also in Folge der 
Temperaturbewegung C* — 102 zu erwarten, wenn für die erste 
Linie C? — 119 ist; statt dessen ist C? — 13 beobachtet. 

Die Temperaturbewegung spielt also hier eine untergeordnete 
Rolle, es muB ein anderer inneratomistischer Grund für den beob- 
achteten Abfall vorhanden sein. 

Als Grund vermuten wir nun die endliche Grôfe des zum Atom 
gehürigen Elektronensystems. 

Es ist von vornherein klar, daB wo die Streuung nur von den 
ÆElektronen erzeugt wird, die endliche Ausdehnung des Elektronen- 
systems in ähnlicher Weise wirken wird wie die Temperaturbe- 
wegung der Atome. Auch die in der Einleitung reproduzierten 
Uberlegungen haben ja schon das Resultat ergeben, daf bei Wellen- 
Zängen von vergleichbarer GrôBenordnung mit den Elektronenab- 
ständen ein Abfall der Streuintensität mit zunehmendem Winkel 
eintreten mul. 

Die Rechnung verläuft hier, wo es sich um die scharfen Inter- 
ferenzlinien des Laue-Effekts handelt anders als in der in der Ein- 
leitung zitierten Arbeit. Auch hängt das Resultat natürlich, aber 
immerhin für eine erste Orientierung nur unwesentlich von den 
besonderen Voraussetzungen ab, welche man über gegenseitige Lage 
und Bewegung der Elektronen im Atom machen kann. Es schien 
uns angebracht hier als eine sehr einfache, den Kernpunkt tref- 
fende Annahme die zu machen, da die zum Atom gehôrigen Elek- 
tronen in beliebiger dauernd veränderlicher Weise im Innern einer 
Kugel vom Radius o enthalten sind, so daB jedes Volumenelement 
dieser Kugel gleich oft von jedem Elektron durchmessen wird. 

Macht man diese Annahme, dann ergibt die Rechnung 


2x0 H - 
a 


8 sin EC x — TE Fr c08 
(8) OT NÉE 


a 
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eine Funktion, die, wie sofort ersichtlich, in ihrem anfänglichen 
Verlauf auch gut durch eine Exponentialkurve approximiert werden 
kann, wie sie bei Berücksichtigung der Wärmebewegung auftritt. 

Wie Fig. 3 zeigt kann man durch die beobachteten Werte von 
C? hindurch eine Kurve von dem durch (8) bestimmten Typus legen. 
Die in der Figur gezeichnete Kurve hat die Formel 


sin 0,761 Æ— 0,761 H cos 0,761 HF 
(0,761 H | 


sie stellt die Beobachtungen 
innerhalb der zu erwaftenden 
Genauigkeitsgrenzen dar, wie 
die eingetragenen beobachteten 
Punkte zeigen. 

Aus der numerischen Dar- 
stellung folgt nun 


C* = 161,3 Ë 


350 


100) 


da F4 
50 ; 
d. h. 
_ _ — 0,12 und ç = 0,43.10 cm. 
0 5 10 15 20 
ARE Diese Werte sind durchaus 
Figur 8. im Bereich des Môglichen. Der 


von den Elektronen eingenommene Raum zu dem wir hier kommen, 
hat einen Radius der nur 12°, von der Gitterkonstante oder etwa 
1 des Abstandes der Atommittelpunkte ist. Ein nach Bohr ge- 
quantelter Ring von 4 Elektronen, kreisend um einen 4-fach ge- 
ladenen Kern würde ein Radius von 0,17.10* cm haben. 

Somit hätten wir eine Methode um die wirkliche Grôfe des 
zum Atom gehôrigen aus Elektronen bestehenden Planetensystems 
zu bestimmen. 

Nicht unerwäbnt wollen wir lassen, daB alle Überlegangen 
mit Hilfe der klassischen Grundlagen gemacht wurden. Es ist uns 
noch keine Erfabrung bekannt, welche in dem benutzten Wellen- 
lingengebiet Zweifel an die Richtigkeit der auf jener Grundlage 
gezogenen Schlüsse hervorrufen kônnte. Für wesentlich kleinere 
Wellenlängen allerdings, im Gebiete der y-Strahlen scheinen die 
Absorptionsheobachtungen auf neue Gesichtspunkte hinzuweisen. 


Gôttingen, Physik. Institut 27./VI. 18. 


Struktur und Elastizitätstheorie regulärer Kristalle I. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 14. Juni 1918. 


1) Neueste Beobachtungen, die Herr Scherrer im hiesigen Phy- 
sikalischen Institut durchgeführt hat, und die der Verôffentlichung 
entgegengehen, haben festgestellt, daB Kriställchen von Metallen, 
deren Ausmessungen nur eine sehr kleine Zahl (etwa 5) Atom- 
abstände betragen, merklich dasselbe Raumgitter besitzen, wie 
beliebig grofe Individuen. Diese Erscheinung bestätigt in auf- 
fallender Weïse die früher schon hier und dort geäuferte Ver- 
mutung, daB die an den Kohäsionserscheinungen beteiligten Kräfte 
nur zwischen unmittelbar benachbarten Atomen in merklicher Stärke 
wirken, — eine Vermutung, die insbesondere auch durch die von 
Bragg am Diamant erwiesene Verwandtschaft der Kohäsions- mit 
den chemischen Kräften wahrscheinlich gemacht war. Hiermit 
wird für die Theorie der Kristallelastizität eine neue und aus- 
sichtsreiche Grundlage gegeben, und die Resultate über Kristall- 
struktur, welche die Analyse mit Hilfe von Rôntgenstrahlen ge- 
Liefert hat, VEN den Versuch, auf derselben auch wirklich 
zu bauen. 

Das erste Ziel aller melekularen Theorie in der Kristall- 
elastizität mufi die Gewinnung von Beziehungen zwischen den 
Konstanten seïn, welche die phänomenologische Theorie als Para- 
meter des von ihr gemachten Ansatzes für den Zusammenhang 
zwischen DeformationsgrôBen und Druckkräften einführt, und 
welche Gegenstand der Beobachtung sind. Benutzt man für er- 
stere und letztere Funktionen die gebräuchlichen Symbole x,, ...x, 
und X,,... X, und schreibt - 


(1) a. = Ci Pat Cin Vu + Cie 2, Cia Ya À Cis Tr + Cie & n. 
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u.s.f. so sind die c,, die ,,Elastizitätskonstanten“ des Kristalles. 
Aufer der allgemeinen (energetischen) Bedingung cy, — € be- 
stehen zwischen ihnen, wenn der Kristall Symmetrien besitzt, 
weitere auf den Symmetrieelementen beruhende und aus diesen 
ableitbare Zusammenhänge. Diese Bezichungen muB selbstver- 
ständlich auch jede molekulare Theorie liefern, und sie wird es 
automatisch tun, wenn die Symmetrie der angenommenen mo- 
lekularen Struktur mit den Symmetrieelementen der Kristallform 
verträglich, und das hypothetisch eingeführte Gesetz der Wechsel- 
wirkung zwischen den Atomen mechanisch widerspruchslos ist. 

Um das Letztere von vornherein zu gewährleisten, ist im Fol- 
genden von der Vorstellung ausgegangen, jedes Atom sei mit den 
unmittelbar benachbarten, und zwar nur mit diesen, durch ein 
System elastischer, d. h. dehn-, bieg- und drillbarer, isotroper 
elliptischer Zylinder verbunden. Indem schlieflich die Bedeutungen 
der aus dieser Vorstellung fliefenden Parameter der Wechsel- 
wirkung aufgegeben und dafür willkürliche Zahlenwerte gesetzt 
werden, gelangt man zu einem sehr allgæemeinen Gresetz der Wechsel- 
wirkung, das jedenfalls mechanisch widerspruchslos ist und sich 
dabei, wenn man will, durch Zurückgreifen auf die Art seiner 
Eïnfübhrung anschaulich deuten. läfit. In gewissen Fällen verlangen 
die Symmetrieverhältnisse die Spezialisierung des elliptischen zum 
Kreïiszylinder. Als ganz spezieller Fall ist darin auch dasjenige 
Gresetz enthalten, das Madelung'!) bei seinen bekannten Unter- 
suchungen mit einem wesentlich anderen Hauptziel zum Ausgangs- 
punkt benutzt hat. — 

Die auseinandergesetzte Methode, um zu Gesetzen molekularer 
Wechselwirkungen zu gelangen, gibt von vornherein den Dre- 
hungen der Atome einen wesentlichen Anteil an den Erscheinungen 
der Elastizität, im Gegensatz zu andern Vorstellungen, welche 
diese Drehungen ausschliefen. Daf Drehungen der Atome bei 
elastischen Deformationen der Kristalle zugelassen werden, er- 
scheint nun aber m. E. gegenüber den Feststellungen, die über 
die Strukturen mit Hilfe von Rôntgenstrahlen gemacht sind, not- 
wendig. Eine Struktur, wie z. B. die des Diamant, wo jedes C- 
Atom von vier andern, in den Ecken eines umschriebenen Tetrae- 
ders liegenden, umgeben ist, läft sich bei einer kugeligen Symmetrie 
des Atoms überhaupt nicht verstehen. Sind aber die Verbindungs- 
linien des Atomes mit den Nachbaratomen ausgezeichnete Kraft- 
richtungen, so muf die Deformation eines Volumenelementes auch 


1) E. Madelung, Phys. Zeiïtschr. 11, 898, 1910. 
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Drehungen der Atome hervorrufen, und letztere müssen einen 
Anteil zu den elastischen Reaktionen liefern. Ob die Anisotropie 
des Atomes auf der Konstitution des Rutherfordschen Atomkernes 
oder auf der Verteilung der um diesen kreisenden Elektronen be- 
ruht, ist dabei gleichgültig. 

Man kann für die Notwendigkeit der Berücksichtigung von 
Drehungen auch gewisse experimentelle Erfahrungen geltend machen. 
Jede Theorie der Elastizität von Kristallen mit nur einer Atom- 
art liefert bei Ablehnung von wechselwirkenden Drehungsmomenten 
zwischen den Atomen notwendig für die Elastizitätskonstanten des 
Kristalles die bekannten Cauchyschen Relationen. Nun sind aller- 
dings Beobachtungen über die Elastizitätsverhältnisse einatomiger 
Kristalle, d. h. also kristallisierter chemischer Elemente (speziell' 
des regulären Systemes) bisher nicht môglich gewesen. Wohl aber 
* sind die Elastizitätskonstanten der einigen von ihnen entsprechenden 
quasiisotropen Medien, d.h. von Konglomeraten kleiner Kristall- 
brocken in allen môglichen Orientierungen, bestimmt worden’) Die 
(zwei) Elastizitätskonstanten solcher Kôrper lassen sich nun unter 
plausibeln Annahmen aus denen der zugehôrigen einheitlichen Kri- 
stalle ableiten *), und die Theorie ergibt bei Giltigkeit der Cauchy- 
schen Relationen für die letzteren zwischen den Zahlwerten der 
beiden Elastizitätsmoduln s und s, (über deren Definition unten das 
Nôtige folgt) des quasiisotropen Mediums die Beziehung 4:1. Ele- 
mente, deren Struktur speziell einem Bravais-Typ des regulären 
Systemes folgt, sind nun u. a. Au, Ag, Al, Cu, und die Elastizitäts- 
moduln der entsprechenden quasïisotropen Medien sind durch Beob- 
achtungen an Stäben, die aus sorgfältig hergestellten Gufproben aus- 
geschnitten waren, bestimmt worden. Die Resultate stimmen bei 
Au, Ag und Al schlecht, bei Cu ganz und gar nicht mit dem theore- 
tischen Gesetz [s:s,| — 4:1, und dies dürfte immerhin ein ziemlich 
starkes Argument für die Notwendigkeïit liefern, in der Theorie 
der Kristallelastizität die Atomdrehungen in Rechnung zu setzen. 

Was Kristalle mit mehreren Atomarten angeht, so erklärt 
Herr Born in seiner bedeutungsvollen Monographie 5) etwaige Ab- 
weichungen von der Cauchyschen Relation durch die gegenseitige 
Verschiebung der verschiedenen Atomarten; er hat aber, wie mir 
bekannt, wenigstens bei regulären Kristallen mit nur zwei Atom- 
arten diese Deutung als nicht haltbar gegenwärtig aufgegeben und 


1) W. Voigt, Gôtt. Abh. 1892, Wiedem, Ann. 48, 674, 1898. 
2) W. Voigt, Gôtt. Abh. 1887, Wiedem. Ann. 38, 573, 1889. 
3) M. Born, Dynamik der Kristallgitter, Leipzig u. Berlin 1915, p. 5. 
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zieht dafür ,,Elektronenwolken‘ heran, die die Atome umgeben 
und, als gegen sie verschiebbar, gewissermafen noch zwei weitere 
Atomgattungen vertreten. 

Nun haben aber meine Beobachtungen an regulären Kristallen 
für die drei Elastizitätskonstanten c,,, c,., c,, u. a. die folgenden 
(auch weiter zu verwertenden) Zahlen geliefert !): 


Flufispat C1 = 146,7 105," ve 457,101, 10 18 50e 
Steinsalz AT Ce Lo, 1,297 
Sylvin ND 0,198, 0,655 ,, 
Natriumchlorat 6,68, — 2,14 ,, LR 
Pyrit | 368 , —4,83 10,75 ,, 


Unter diesen Kristallen sind FluBspat (CaK,), Steinsalz (N aCi) 
Sylvin (KCI), Pyrit (FeS,) zweiatomig. Die Cauchysche Relation 
hat für reguläre Kristalle die Form 


Cas — Cage 


Sie stimmt bei Steinsalz sehr gut; bei FluBspat ist die Abweichung 
mäBig, bei Sylvin sehr stark; die Zahlwerte von Pyrit geben einen 
krassen Widersprach. Dieses ungemein verschiedene Verhalten auf 
die verschiedene Verschiebbarkeit der Elektronenwolken zurück- 
zufübren erscheint wenig befriedigend. Dagegen mag auf den fol- 
genden Umstand hingewiesen werden. 

NaCI- und KCI-Kristalle zeigen nach Bragg dieselbe mole- 
kulare Struktur; aber die bez. beiden kristallographischen Sym- 
metrien sind verschieden; die erstere gehôrt der Holoedrie 
(C, 4;, À}) zu, die zweïite der enantiomorphen Hemiedrie (4°, 4), 
die sich durch Auftreten, resp. Fehlen eines Symmetriezentrums 
(C) unterscheiden. Da das Cl-Atom beiden Kristallen gemeinsam 
ist, so wird man als Ursache der verschiedenen kristallographischen 
Symmetrien die Konstitutionen des Na- und K-Atoms ansehen 
müssen, — etwa dem ersteren die Symmetrie (C, ‘4;, 4’) dem letz- 
teren (4°, À) beilegen. So weit gelangt, erscheint es nahezu 
selbstverständlich, auch das verschiedene elastische Verhalten von 
Steinsalz und Sylvin auf diese verschiedenen Atomkonstitutionen 
zurückzuführen. Und wenn, wie unten gezeigt wird, Abweïchungen 
von der Cauchyschen Relation bei den Typen NaCIl und KCI ent- 
Stehen, falls zwischen den Atomen nicht nur Zentralkräfte, sondern 
auch Drehungsmomente wirken, so wird man m. E. zu der sehr 
plausibeln Vorstellung geführt, daB Atome mit Symmetriezentrum 


1) S. z. B. W. Voigt, Kristallphysik, Leipzig u. Berlin 1910, p. 744. 
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geringere Drehungsmomente auf einander ausüben, als solche, die 
des Zentrums entbehren. Der ganze Gegensatz wird auf diese 
Weise verständlich. 

In einem ähnlichen Verhältnis, wie NaCl und KCI, stehen 
auch CaF, und FeS,. Der erstere Kristall ist holoedrisch, der 
zweite paramorph hemiedrisch; ihre Strukturen sind sehr nahe ver- 
wandt. Als Ursache für die Verschiedenheit, so der kristallo- 
graphischen Symmetrie, als des elastischen Verhaltens, wird man 
wiederum die verschiedene Konstitution der in beiden Kristallen 
auftretenden Atome und die damit in Zusammenhang stehende 
verschiedene Stärke der wechselwirkenden DA (A er be- 
trachten dürfen. 

Eine Schwierigkeit entsteht aus dieser Vorstellung allerdings 
gegenüber den bekannten Resultaten der Beobachtung über die 
* spezifische Wärme, die nur drei Freiheïitsgrade für das einzelne 
Atom zulassen. Indessen darf einerseits darauf hingewiesen werden, 
da die oben formulierte Arbeitshypothese die Drehungen derartig 
mit den Verschiebungen der Atome koppelt, daf sie kaum selb- 
ständige Freïheitsgrade repräsentieren dürften. In der Tat wird 
sich unten zeigen, daf bei elastischen Deformationen die Atom- 
drehungen bei den gemachten Annahmen durch die Verschiebungen 
vôllig bestimmt sind. Und wenn diese Argumentation bedenklich 
erscheinen sollte, so kann man, wie Herr Debye anregte, bei der 
Unbekanntschaft mit den Trägheitsmomenten der Atome die Eigen- 
frequenzen der Rotationen eines Atomes, die môglich sind, wenn 
alle umgebenden festgehalten werden, beliebig grof und demgemäf 
den Einfluf der Rotationen auf die spezifische Wärme beliebig 
klein annehmen. Denkt man die Drehungsmomente nicht von dem 
Atomkern, sondern von den darum kreisenden Elektronen ausgehend, 
so werden die in Rechnung zu setzenden Trägheitsmomente ver- 
schwindend klein sein. Demgemäf dürften wesentliche Bedenken 
gegen eine Elastizitätstheorie, die Drehungsmomente voraussetzt 
kaum vorliegen. 

2) Dehnung, Biegung und Drillung eïnes isotropen bide 
Zylinders hängen, wenn man die Ellipsenachsen verfügbar läft, 
von vier unabhängigen Parametern ab. Es scheint daher, da die 
Verfolgung dieser Vorstellung auch für keinen Kristall weniger 
als vier unabhängige Elastizitätskonstanten liefern künnte. Indessen 
ergibt sich, da jedenfalls in gewissen Fällen nach Symmetrie die 
Drillung der Verbindungsstangen bei den elastischen Vorgängen 
im Atomgitter unwirksam bleibt, und daf daher das System nur 
drei, in speziellen Fällen zirkularer Symmetrie sogar nur zwei 
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unabhängige Elastizitätskonstanten besitzt. Da nun reguläre Kri- 
stalle nach der phänomenologischen Theorie durch drei Konstanten 
charakterisiert sind, so entsteht die Môglichkeit, auch bei diesen 
Kristallen durch Verfolgung der angegebenen Vorstellung zu einer 
Beziehung zwischen ihren drei c;, zu gelangen. 

Allerdings ist es hierzu nôtig, da8 die Kristallstruktur die 
Annahme von nur einer Art von Verbindungen zuläfit; denn 
jede neue Art bringt drei (u. U. zwei) neue Parameter mit sich. 
Diese Annahme wird aber im Allgemeiïinen blos für Kristalle mit 
nur einer Atomart zulässig sein, d.h. in kristallisierten che- 
mischen Elementen, und selbst hier nicht stets. Bei zwei Atom- 
arten kommen schon drei Arten von Verbindungen (1<—1, 
1<—2,2-—2) in Betracht, und das mindert die Aussicht auf 
Gewinnung von Beziehungen zwischen den Elastizitätskonstanten 
beträchtlich, macht sie bei regulären Kristallen ziemlich unwabr- 
scheinlich. 

DemgemäB laden kristallisierte Elemente zu allererst zur 
molekulartheoretischen Behandlung ein. Da Beobachtungen über 
Elastizitätsverhältnisse von solchen bisher nicht vorliegen, so 
entfällt leider auch die Môüglichkeit einer direkten Prüfung der 
theoretischen Resultate. Immerhin entbehrt die Theorie, wie schon 
oben bemerkt, doch nicht vüllig der Beziehung zur Beobachtung; 
man kann, wenn auch nur mit gewissen Vorbehalten, die Elasti- 
zitätsverhältnisse von quasiisotropen, durch Gu hergestellten 
Metallstücken in Beziehung setzen zu denjenigen der entsprechen- 
den homogenen Kristalle, die in der gegossenen Masse mehr oder 
weniger deutlich erkennbar sind. 

Sind nämlich die in dem GuB enthaltenen Kristallfragmente 
hinreichend klein gegen die Dimensionen des der Beobachtung 
unterzogenen Präparates, und dabei so dicht gelagert, daB sie sich, 
nahezu homogen, gegenseitig dieselbe Deformation aufzwingen, 
die an einem sehr viele Fragmente umfassenden Bereich beob- 
achtbar ist, und die der Elastizitätstheorie homogener, isotroper 
Kôrper zugrunde gelest wird, dann kann man die Elastizitäts- 
konstanten des quasiisotropen Kôrpers folgendermafien aus denen 
des homogenen Kristalls von beliebiger Symmetrie berechnen, aus 
dessen Fragmenten er zusammengesetzt ist. 

Schreibt man die Beziehungen (1) für einen isotropen Kôürper 
in der Form 


A FE Ca, + Ci (Vy+ 2), us 


2 
(2) —Y, = 0,7... bei « = 4(c—0c) 
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und setzt 
G) LC, + Co + Con) = À, E(Cs + Cu + Ce) = B, 
3 (cu F CT Cas) = C, 
dann gilt ganz allgemein 
(4) c— 1(384+2B+40), c, = 1(4+48B —20), 
also 


ei DA Bi 30) 
Für reguläre Kristalle ist speziell 


UN SE 


22 55 Cas = Con = Cor Ca = Css = Coes 
während alle übrigen c,, verschwinden; es gilt somit 

(5) TA e = Cia Tu + Ca (Vy + Eh + 1 = Cu Fu E 
Hiernach wird 


und 
(6) GE 480 +20, +40), GS E (Ci + cs — 204), 
dazu 
ee E (C1 — Cis + 3 Cu). 
Die Cauchysche Relation c,, — c,, liefert c — 86. 

Sind nun durch die Theorie die c,,, ©, €, auf zwei unabhängige 
Parameter zurückgeführt, und sind c und €, beobachtet, so kann 
man aus diesen Beobachtungen Schlüsse auf die für die Verkettung 
der Atome maBgebenden Parameter ziehen. 

Leïider wird stets eine gewisse Unsicherheit darüber bestehen, 
ob und in wie weit ein quasiisotroper Kôürper den oben formu- 
lierten Annahmen genügt. Bei den Gesteinsarten, die zum Teil 
die Zusammensetzung aus Kristallfragmenten ebenso deutlich er- 
kennen lassen, wie die Metalle, sind häufig zwischen jenen Frag- 
menten Lücken oder pulverige Fremdstoffe nachweïisbar; es ist. 
von vornherein klar, daB hier die Absolutwerte der Konstanten 
c und €, den Beziehungen (6) nicht entsprechen kônnen. Unter 
günstigen Umständen haben sich indessen die Quotienten c/c, den 
Formeln befriedigend gefüigt'). Bei Metallen liegen vermutlich 
die Strukturverhältnisse günstiger; ein nahezu lückenloses Gefüge- 
ist hier wahrscheinlich. Dafür tritt aber als neuer Übelstand die 
starke Duktilität der meisten Metalle im natürlichen Zustande auf;. 
es ist schwer zu vermeiden, daB beim Ausschneiden von Präparaten. 


1) W. Voigt und P. Drude, Gôtt. Nachr. 1889, p. 519 u. 541. 


(10) 
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aus grôüBeren gegossenen Massen und nachheriger Bearbeitung 
Spannungen entstehen, welche die Isotropie beeinträchtigen. In 
der Tat haben gelegentlich verschiedene aus demselben GuB her- 
gestellten Präparate stark abweichende Werte c und c, ergeben, 
wähbrend ein und dasselbe Präparat bei wiederholten Messungen 
beste Übereinstimmung lieferte‘). (Dañ Beobachtungen an ge- 
zogenen Drähten oder geschmiedeten Stäben mit der Theorie unter 
keinen Umständen in Beziehung zu bringen sind, braucht kaum 


gesagt zu werden.) 


Die gebräuchlichen Beobachtungsmethoden zum Zweck der 
Bestimmung elastischer Parameter führen direkt auf gewisse 
Kombinationen der Elastizitätskonstanten c,,, die sog. Elasti- 
zitätsmoduln s,,, die durch die zu 1) inversen Formeln 


(7) Pre SA FE, T7, Es ZA TS ETF Z+5X, sir 


15 “x 


definiert werden, sich also durch Determinantenverhältnisse der 
€ ausdrücken, wie umgekehrt auch die c,, aus den s,, folgen. Für 
die Berechnung der einen GrôBenart aus der andern geht man 
übrigens in speziellen Fällen bequemer von den Beziehungen aus 


(8) 21 GS = 1, 2 na == 0 rh, 7, es 12,500 


Da die Beobachtungsfehler der s;, sich bei der Ableitung der 
y, aus gemessenen s, unter Umständen häflich summieren, so ist 
es meist vorteilhaft, theoretische Beziehungen zwischen den c,, zum 
Zweck der Vergleichung mit der Erfahrung auf die s,, umzu- 
rechnen. 

Für reguläre Kristalle, für welche bei 


Sin = So — Sun Sas — Sa = Sin Sas = Sés — See 


die Gleichungen (7) die Form annehmen 


(9) mn. ox Sax, +8, +20), OT BU dt cer su Te …. 

dienen hierzu die aus (8) leicht folgenden Beziehungen 

2 4 
x (Cu ae Ca) (Ca +2 Ca) : (c,: ra Ca) (Gr +2 C8) rie Cu 


Es mag daran erinnert werden, da8 für den Fall eines Zylinders 
mit zur X-Achse parallelen Ach$e, der einem Längszug (oder 
-druck) unterliegt, die Formeln (9) zu 


4%, = S,X,, —Yy = S35 Xy — 2, = Si Xy Y, = & = %, = 0 


1) W. Voigt, Wied. Ann. 48, 674, 1893. 


(3) 
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werden. Durch sie wird, s,, als Modul der Längsdilatation parallel, 
—s,, als derjenige der Querkontraktion normal zur Würfelachse 
definiert. Den auf $S. 124 angeführten negativen Werten von c,, bei 
Natriumchlorat und Pyrit entsprechen nach (10) positive Werte 
von s,,, also sehr merkwürdige Querdilatationen statt -kontraktionen. 

Für die Moduln s und s, des dem Kristall entsprechenden 
quasiisotropen Kôrpers, definiert durch die Formeln 

—%, = 8X,+s(Y,+2Z.) ... 


1h zx 
Ye = 8,Y,, .., bei 8, = 2(8—5,) 


gelten die Beziehungen ñ 
(2 Ci a 3 Cas + Cu) 


S = =" "“*—"" —— 

(12) (Ci Cie +30) (Cr + 2 Css) 
no Cii F4 Ce — 2 Cr : dazu $, = — 
NT 2, — eh) (Cut 203) ab cs 


3) Sei ein dünner elliptischer Zylinder von der Länge ! ge- 
geben, dessen Längsachse in der natürlichen Lage in die Z-Achse 
fällt, während die Querschnittsachsen in den X’- und Y’-Richtungen 
liegen; mit dem einen Ende sei er im Koordinatenanfang fest- 
gehalten, aber das erste Achsenelement (dz') sei bez. der Koordi- 
natenachsen gedreht um die sehr kleinen Winkel 4}, u/,v,; das 
andere Ende erleide die Verschiebungen u!, v;, w! und die Dre- 
hungen 1;,,wi,vi. Es ist dann 


dv’ Ou’ Ôv' Ou’ 
cs de): (CES 2 dœ), À dz }, 
Um den Stab in dieser Position festzuhalten’ sind Drehungs- 


momente L;, M, N,, L', M, N und Kräfte 4,, B;, C!, À;, B;, C! 
auf die beiden Enden auszuüben, gegeben durch 


d"v : C7 IV, 
Le Fr), Mer), M=-eir, 
2 je RE y A 
Dre), M= EG), Me 68%, 
(14) d& }, 04 }, l 
AE E( pes FE en 
D'ATTS Le Gi TT d2® ) DU FLAT HE 
PES ou TER dv | MBÈS (DA 
A =-E(S), B nd. G= HT 
Hierin ist 
2 2 2 
as) ES, r_%, qe %, ni, 
1 1 2 1 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1918. Heft 1. 9 
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und bezeichnet Q den Querschnitt des Stabes, x,, x,, x seine Träg- 
heitsradien in Bezug auf die Achsen X”, Y’, 2’, s, den Biegungs., 
s, den Drillungsmodul. 

Für w’ und v’ gelten dabeï die allgemeinen Gleichungen 


(16) 


aus denen folgt 
uw’ a,+b,z +c,z*+d,2", 
v'= 4a,+0,2 +0,2°+ 4,2", 


(7) 


e 
Die Benutzung der Grenzbedingungen liefert 


| Bu! _ 2uj+u!) 
Ge 0, b, = Us C — . sr 
‘4, _— (5 -#5e) 
GE 8v,  24/+1 
Bed Der tr = ( Di ee 
CAP A 
dy ET) (+ Re) 
Zugleich wird nach (14) 
Peer ac: M! = — E26,, 
(19) L, = —F(2c,+6d,1l), M —  E(2c,+6d,l), 
Ar" E6d; Bi=,.: F6d,, 
A! — — EGd,, D! = -F6d,; 


und es gilt, wie nôütig, 


A'+A —0, B'+B —0, C+C—=0, 


20 
K L'+L!—B1—0, M'+M'+A!—=0, N'+N = 0. 


Nun soll nach der im Eingang auseinandergesetzten Vor- 
stellung jedes Atom der Kristallstruktur den Knotenpunkt eines 
Gitterwerkes von zylindrischen Stäben der betrachteten Art bilden, 
die in demselben mit ihren Enden starr befestigt sind und zwischen 
den nächst benachbarten Atomen verlaufen. Bei einer Deformation 
des Kristalles erfahren die Verbindungsstäbe Dehnungen, Biegungen, 
Drillungen, infolge deren jedes Atom Gesamtkräfte und Momente 
erleidet. Diese Kräfte und Momente sind das Entgegengesetzte 
der Resultanten aus denjenigen Einwirkungen, die gemäB den vor- 
stehenden Entwicklungen auf die Stäbe ausgeübt werden müssen, 
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um ihre Deformationen hervorzurufen. Die bezüglichen Resul- 
tanten selbst geben diejenigen Gesamtkräfte und Momente an, die 
auf das Atom von auBen ausgeübt werden müssen, um die voraus- 
gesetzte Deformation des genzen Stabsystemes zu bewirken. 

Das Atom mag weiter im 0-Punkt eines Koordinatensystemes 
XYZ liegen. Demgemäf soll nun der Anfangspunkt der Ausgang 
einer ganzen Anzahl von zunächst unter sich gleichen, aber ver- 
schieden orientierten Stäben' sein, deren Endpunkte verschiedenen 
Einwirkungen unterliegen; es müssen die resultierenden Kräfte 
und Momente berechnet werden, die zum Festhalten des Anfangs- 
punktes und der in ihm starr verbundenen ersten Linienelemente 
aller Stäbe erforderlich sind. Dazu beziehen wir alle Stäbe auf 
das gemeïnsame Koordinatenkreuz XYZ durch das Transformations- 
schema : 


L NYUZ 
(21) HA LA LA Us 
& B; B; Ba 

LOT EAN Ta Te" 


Fübren wir die auf den Koordinatenanfang bezüglichen Ein- 
wirkungen fernerhin ohne Index 0, so ist dann 


A = A'a,+ B'a,+C'a, u.s.f. 


d. h. 
! 
EG Be de) ne ou 
f Hw; 
(22) B = G(ELB + FAR) 8, 
Hw, 
C — 6(Edyi+ dy) 7; 
à I NNET 
L=2(Fca—EÆEc,a,) -G 71 7 AR 
v'— y! 
(23) M = 2(Fc,h,—EcB,) — G di  B 


RARE 
N=2(Fc,7y,—Ec,y,) — Ge 7, 

Bildet man diese Ausdrücke gemäf (18) und summiert über 
alle im 0-Punkte befestigten gleichartigen Stäbe (k), so resultiert 
für die Gesamtkräfte und -momente ZA = (4), ..., ZL = (L), 

9 * 
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12E 
[A 


12F 
ms 45 CZ dj, + 20, ps Bra + LU y Ve] 


(4) =— (Zu on + Zn a, Br + ZW, yn] 


H x 
(a GE [Zu 5, + 20, ans Bis + Zn cs Pr] 
GE 
ir Ce [Ze + A) dx x + Z (to + Ur) ns Br + Z (vo + 27) Ga Vo] 


6F 
Hire [Z (CA FF À;) ps Ua Z(u F5 mn) Us Bras + Z(v, + V) Ca Via 


ü. 8. . 
6F É 
(L) = 1 Zu, oc, ns + Zvy ys Ba + Z UWy Cys Vol 
CE : 
ER P [Zu no Lys "e Zv, yo Br af Zw, Co Yu] 
PAU à 
(25) SE TA [Z (2 +4) a + Z (2 Bo + U) ts Bu + Z (2 Vo + V;) 7 Yu] 
ES 
2E ‘ 
Gui Te [Z(22,+ lon + Zu, + Un) Es Bis + Z (CUARALT Vro] 
G 
DES AUS [Z(4 FF; À) AR + Z(u; Eu bo) Cys Bis +2 (», 7e Vo) Us Vish 
ü. 8. f. 


4) Um die in diesen Ausdrücken auftretenden Summen zu 
zu berechnen, sind in sie die Orientierungen «, B, y aller in dem 
0-Atom befestigten Verbindungszylinder und die Bewegungen der 
von dem Atom abgewandten Enden, d.h. also die jenen ent- 
sprechenden Werte ;,, v;, w, À, W, v, einzuführen. Zur Bildung 
dieser letzteren machen wir die auch sonst in molekularen Theorien 
zugrunde gelegte Annahme, daB im Bereich molekularer Wirkungs- 
weite die Deformationen und Drehungen als lineäre Funktionen 
der Koordinaten betrachtet werden dürfen. Das kommt darauf 
hinaus, innerhalb des hier wirksam gedachten Bereiches die Ver- 
rückungskomponenten ,, v,, w, als Funktionen zweiten, die 
Drehungskomponenten 4,, w,, », als Funktionen ersten Grades 
der relativen Koordinaten E,, 7, &, gegen das betrachtete Atom 
anzusetzen, z. B. also zu schreiben 


(26) u, = a+a,Ë,+a, Ni + As 67 
+ (a, E5 + Gus mi + Gus 7) + dun E + an ÉE + a, En, Dh à 
(27) À, — do + dE, + din + di br … 


(28) 


LA 
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Dabei sind die Parameter dieser Ansätze Funktionen der Ko- 
ordinaten des betrachteten Atomes, deren Gestaltung von der Art 
der Deformation des Kristallpräparates im Ganzen abhängt. a, 
b,, c, sind gleich Null zu setzen, wenn das Atom, auf welches die 
Wirkung der umgebenden berechnet werden sollen, und das in dem - 
Anfangspunkt der Koordinaten £, », 6 gedacht ist, von gleicher 
Art ist, wie die darauf wirkenden Atome. de, f, sollen aber 
auch in diesem Falle von Null verschieden beibehalten wer- 
den, weil es bequem ist, die Richtungen der Achsen der Ë, 7, € 
von der Drehung der Atome (die einmal mit dem Volumenelement 
zusammen und dann noch relativ zu demselben stattfindet) unab- 
hängig zu wählen. | 

Sind die auf das 0-Atom wirkenden Nachbarn von anderer 
Art, als dieses selbst, z. B. weiïl der Kristall zweiatomig ist, dann 
wird im allgemeinen auch bei gleichfôrmiger Deformation das 
ganze Systeme der Atome 1 gegen dasjenige 2 verschoben und 
überdies jedes Atom 1 gegen das benächbarte 2 gedreht werden. 
Dann werden a,, b,, c, von Null verschieden und für die Atomart 
1 und 2 von entgegengesetzten Vorzeichen und gleicher Grüfe 
sein; die d,e,f, werden für beide Atomgattungen verschiedene 
Werte haben. 

Um die Bezeichnungen nicht zu häufen, wollen wir die in 
(26) und (27) enthaltenen Parameter gar nicht erst in die For- 
meln (24) und (25) eïnführen, sondern wollen sogleich benutzen, 
daf die phänomenologische Theorie, mit deren Ansätzen wir 
schlieflich unsere Resultate vergleichen werden, die Verrückungs- 
komponenten als kontinuierliche Raumfunktionen behandelt. Dem 
entspricht eine Vertauschung der Ausdrücke (26) und (27) mit 


Ou (O7) du à Ou du 
MU ho hs En Mb +0 
01 0? 04 
e bi = AR na +hot 


Sind die auf das betrachtete Atom wirkenden Nachbarn mit 
diesem gleichartig, so ist in (29) rechts w resp. v und w gleich 
Nall zu setzen; sind sie ihm ungleichartig, so sind die u, v, w beiï- 
zubehalten. In dem letzteren Falle wiürde man, indem man die 
beiden Atomarten durch die Indizes 1 und 2 unterscheidet, die 
Formeln für die Nachbarn der Atome 1 und 2 anschaulicher so 
schreiben : 


(82) 
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Ou, 9 ou, ou, 
Un = RAR MAC) A AN ur 


(80) 
( 0 1 CA 
NU PS + ee EE Eee mb oydr * '? 
04 ô1, 
(81) l; nus 1,+E, +. lu == À, + E, EPA +... 


u.s.f. Dabei wäre nach den gemachten Annahmen über das Ko- 
ordinatensystem für die auf den 0-Punkt bezogenen Grüfen 


Ut = U+U = W,+w, = 0, aber 1,+1,,u,+u, v, +" 


von Null verschieden. 

Befinden sich die wirkenden Nachbaratome alle in gleicher 
Entfernung ! von dem betrachteten, dann kann man die Formeln 
(28) und (29) bei Einführung der Richtungskosinus &ys, Bys Y#3 VON 
1 schreiben: 


Ou Su TO À d'u 
tn = + Ua Ge +) +41 CÉRDEL CESR | ses 
0 0 01 
(83) À, = 2 He DE + Bas Sur + Po ge) re 


Durch Eïnsetzen dieser Ausdrücke in die Formeln (24) und 
(25) und Spezialisierung auf die einer bestimmten Struktur ent- 
sprechenden Systeme der Richtungskosinus «,, B;, 7,, gelangt man 
dann zu den Werten der Kräfte und Momente (4), ... und (L), 
welche die auf das 0-Atom von den umgebenden unter sich gleich- 
artigen Atomen ausgeübten Einwirkungen zu kompensieren ver- 
môgen. In den Resultaten kann man dann schliefilich die Be- 
ziehung zu dem benutzten Bild für die Wechselwirkungen zwischen 
den Atomen ganz fallen lassen und die Æ, F, G, H nur noch als 
unbekannte Parameter dieser Einwirkungen führen. Immerhin ist 
es vorteïlhaft, sich des Bildes vorerst zu erinnern, weil dasselbe 
gewisse wichtige Beziehungen, die in speziellen Fällen nach Sym- 
metrie erfüllt sein müssen, unmittelbar erkennen läft. 

5) Uber die Verwertung der so gewonnenen Ausdrücke 
(4), (B), (C) und (L), (M), (N) ist dann —/zunächst im Falle 
lauter gleichartigen Atome — Folgendes zu sagen. Denkt man 
sich zunächst den nach auBen unbegrenzten Kristall unter der Ein- 


wirkung irgend welcher ,,kôrperlichen‘“, d. h. auf die innern Atome - 


ausgeübten Kräfte, die aber in den Atomen keine Drehungs- 
momente verursachen, im Gleichgewicht, so müssen die (L), (M), 
(N) verschwinden, die (4), (B), (C) je der bez. auf das Atom aus- 


2 
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geübten kôrperlichen Komponente gleich sein. Die ersteren Be- 
dingungen liefern Ausdrücke für die Drehungskomponenten 1, w, » 
in pure. Verschiebangen , v, w, die dazu dienen kônnen, die À, 
uw, v aus den (4), (B), (©) zu beseitigen. Die auf die Vous 
einheit bezogenen kôrperlichen Komponenten môgen durch X, Y, Z 
bezeichnet werden, die Anzahl der Atome in der Volumeneinheit 
sei «; dann führt das Vorstehende zu den Bz2ziehungen !) 


(84) X = «a(A) Y—u(B), Z = «(0). 


Die Ausdrücke auf den rechten Seiten müssen sich dabei in die 
Form bringen lassen 


CP. SPAS DOME DC CS CUS FAP 6 
(5) ASE Lei Ôy FT ? ae + Fa y. FT ? 
02 107, 
CO) = et et on 
bei Y, = 7, Z, = X,, X, = Y, und bei einer mit (1) resp. (6) 


RU CRE Abhängigkoit der Druckkomponenten X,,... 
von den Deformationsærôfen 


Ou dv , 0w è 

Ty AA BP ige Top? 
denn die molekulare Elastizitätstheorie mu schlieflich dieselben 
Gleichgewichtsbedingungen liefern, wie die phänomenologische. 
Damit sind dann Ausdrücke für die Drucke, und somit auch für 
die Elastizitätskonstanten aus der molekularen Hypothese abge- 
leitet. In dem uns beschäftigenden einfachen Fall eines Kristalles 
von regulärer Symmetrie liefert die Kombination von (35) und (5) 


Ô 0x 
— X — — à (À) En ag Cut + ouf, + 22140 (Te . AE 5) 
d'u du Ou dv  0w 
D ds cel M. 2) + (+ cu) a +) FT 


hier kann man unmittelbar durch Einsetzen der Werte der linken 
Seiten nach den Resultaten der Molekulartheorie die schlieBlichen 
Ausdrücke für die drei Elastizitätskonstanten c,,, c,,, ©, gewinnen. 


L 


(86) 


1) Der oben skizzierte Weg stellt eine Erweiterung desjenigen dar, durch 
den von Allen zuerst Navier auf Grund molekularer Vorstellungen zu den Diffe- 
rentialgleichungen der Elastizität gelangt ist. Natürlich kann man auch den Weg 
über das Potential nehmen, wie das von mir (s. z. B. Kristallphysik p. 610) und 
von Herrn Born (Dynamik der Kristallgitter) geschehen ist. Indessen bietet der 
oben gewählte den Vorzug der Kürze und Anschaulichkeit. 
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Die Grenzbedingungen im Falle eines endlichen Kristalles 
liefern keine neuen Bedingungen, ebensowenig der Übergang von. 
dem Falle des Gleichgewichts zu dem der Bewegung; es braucht 
auf Beides demgemäf nicht eingeégangen zu werden. 

Die Erweiterung dieser Betrachtungen, die im Falle eines 
Kristalls aus mehreren Atomarten nôtig wird, bleibt für ne 
vorbehalten. — 

6) Die einfachsten bei regulär kristallisierten Elementen festge- 
stellten Strukturen stimmen mit den von Bravais für das reguläre 
System angegebenen Raumgittern überein. Unter ihnen nimmt 
diejenige des volumenzentrischen kubischen Raumgitters eine aus- 
gezeichnete Stellung ein, bei dem die Nachbarn eines jeden Atomes 
auf den Normalen des umschriebenen Oktaeders liegen. (Oktae- 
drische Anordnung). Diese Normalen sind nämlich bei allen 
Gruppen des regulären Systemes, dreizählige Symmetrieachsen 
der Kristallform. Überträgt man dies auf die Symmetrie der Atome, 
so wird man daraus folgern, daB in dem benutzten Bild für die 
Wechselwirkungen die in jene Richtungen fallenden elliptischen 
Zylinder mit Kreiszylindern zu vertauschen sind (E = F). 

Im Falle der Anordnung nach einem leeren kubischen Raum- 
gitter liegen die Nachbaratome auf den Normalen eines umschrie- 
benen Würfels, resp. auf Parallelen zu den Kristallachsen. (Hexa- 
edrische Anordnung.) Diese Richtungen sind bei manchen 
Gruppen des regulären Systems vierzählige, bei den übrigen 
zweizählige Symmetrieachsen. Es ist zu überlegen, was hieraus 
für die Symmetrie der in diese Richtungen fallenden Verbindungen 
geschlossen werden kann. Eine vierzählige Verbindung der vor- 
ausgesetzten Art fordert offenbar, wie im vorigen Falle, Kreis- 
symmetrie. Bei einer zweizähligen erscheint für das einzelne Atom 
zunächst elliptische Symmetrie mit beliebiger Orientierung der 
Ellipsenachse zulässig. 

Die dann eintretenden Verhältnisse erläutert Figur 1, in der 

r À 


Fig. 1. 
das als Kugel gedachte Atom, nach einer Hauptebene XY durch- 
geschnitten, in den beiden neben einander gelegten Hälften auf die 
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Zeïichenebene projiziert dargestellt ist. Die angedeuteten Orien- 
tierungen der jeder Halbachse + X, + Y, + Z zugeordneten El- 
lipsenachsen entsprechen der Dreizähligkeit der Diagonalachsen. 

Die ganze in der Figur 1 wiedergegebene Anordnung entbehrt 
des Symmetriezentrums und besitzt die Symmetrie der regulären- 
Tetartoedrie (45 4; 4°); es ist demgemäB eine zu der gezeich- 
neten enantiomorphe Bildung môglich, die in Fig. 2 dargestellt ist. 


ÿ 


Fig. 2, 

Da die Ellipsenachsen für die beiden Gegenseiten einer Achse, 
z. B. + X und — X, einander nicht parallel sind, so läft sich ein 
System gleichartiger solchen Atome in hexagonaler Anordnung 
nicht durch elliptische Zylinder verknüpfen. Man kann somit also: 
innerhalb des hier gezogenen Rahmens auch keïnen tetartoedrischen 
Kristall mit nur einer Atomart wiedergeben. Dies ist um so we- 
niger bedenklich, als ein in dieser Gruppe kristallisierendes Ele- 
ment nicht bekannt ist, und auch nach der Erfahrung, daf alle 
Elemente von bekannter Kristallform hochsymmetrischen Gruppen 
angehôren, als wenig wahrscheïinlich betrachtet werden darf. Ein 
hexagonaler Aufbau, bei dem die beiden enantiomorphen Atomtypen 
Fig. 1 und 2 abwechseln, ist allerdings môüglich und von h5- 
herer Symmetrie; seine Behandlung hat aber vorerst kein prak- 
tisches Interesse. Somit kommt für uns allein der in Fig. 3 dar- 
gestellte Fall, daf die Ellipsenachsen den Kristallachsen parallel 
sind, in Betracht, bei dem eïin Aufbau aus lauter gleichartigen 
Atomen môglich ist. 


Fig. 3. Fig. 4. 
Die dritte Art der Anordnung der Atome nach einem flächen- 
zentrischen Raumgitter läft die Nachbaratome auf den Normalen 
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eines dem betrachteten Atom umschriebenen Rhombendodekanduos 
liegen. (Dodekaedrische Anordnung.) Diese Richtungen sind 
zweizählige kristallographische Symmetrieachsen dann, wenn die 
Hauptachsen vierzählig sind; sie sind überhaupt keine Symmatrie- 
achsen bei zweizähligen Hauptachsen. In beiden Füällen scheint zu- 
nächst für dieVerbindunzen elliptische Symmetrie mit be- 
liebiger Orientierung offen zu stehen, was natürlich die An- 
nahme zweier sich enantiomorph entsprechender Atomarten zur 
Folge haben würde. Indessen sieht man leicht ein, daB das vor- 
ausgesetzte Raumgitter ein solches Verhalten zwischen einem Atom 
und seinen Nachbarn nicht zuläfit. Bei dieser Anordnung stehen 
nämlich (abweichend vom vorigen Fall) die (zwülf) ein O-Atom 
unmittelbar umgebenden Atome auch untereinander im Verhältnis 
nächster Nachbarn. Sie kinnen also nicht gleichzeitig zum O-Atom 
und untereinander enantiomorph sein. Diese Überlegung führt 
darauf, da8 in dem Fall der Anordnung nach dem flächenzentri- 
schen Raumgitter die elliptischen Verbindungen notwendig nach 
den Hauptebenen orientiert sein müssen, wie das Figur 4 veran- 
schaulicht. Natürlich ist der speziellste Fall zirkularer Symmetrie 
dabei nicht ausgeschlossen. 

7) Da der Fall zirkularer Symmetrie (E= F) der var 
in speziellen Fällen der allein môgliche, in anderen ein durch Ein- 
fachheit ausgezeichneter zulässiger ist, so môgen die ællgemeinen 
Formeln (24) und (25) zunächst für ihn spezialisiert werden. Er- 
sichtlicher Weise fallen hier die Richtangen der Querachsen und 
somit @y;, Pris Pair Enr Buor Yn aus den Formeln heraus; es bleiben 
nur «y, Byss Vs Aarin, die mit «,, B,, y, vertauscht werden mügen. 
Die bez. Gleichungen werden hierdurch zu 


19 F 
(4) sd He [Zw, (Bi + 71) — Zv,a,B,—Zw à; Va] 


26 un Let + an)pn — Z(v, +v:) Bi] 

(87 [ou + Soie bi + Zu a pa) 
D= Enn-208) 

(88) Fe =. [24 +4) (8471) 2 a+) o, 8,2 v,+v) «4 7r] 


TNTE AUS 0) + Z(u;,— — bi) U77 Bi Z(v;, —v,) LU? Vb 
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u.s.f. In sie sind nunmehr die Ausdrücke (28) und (29), resp. 
(30) und (31) einzuführen, je nachdem die wechselwirkenden Atome 
gleicher oder verschiedener Art sind. Im letzteren Falle ist zu 
berücksichtigen, daB die 1,,u,, », und die 4,, u,, v, sich auf Atome 
verschiedener Art beziehen. 

Bezüglich der in den Resultaten aaftretenden Summen von der 
Form Zof B y; ist allgemein dieses zu sagen. Bei Anordnungen, 
für die die Mittellinie eines Oktantenpaares dreizählige Sym- 
metrieachse ist, bleiben die Z bei zyklischer Vertauschung der 
Richtungskosinus gegen die Halbachsen dieses Oktantenpaares un- 
geändert. Ist z.B. die Mittellinie des Oktantenpaares + x, + y, +2 
Symmetrieachse, so ändert die zyklische Vertauschung = — B;, —7, 


die Z nicht; Analoges gilt für Mittellinien der Oktanten + x, € y, 
cz Ex, +y, +2; Ex, ty, +2 bezw. der zyklischen Vertau- 
schungen —a, —y, —8,, —B,—7; a; und —y, — a —p,. 
Le  — Éd <———— 


Sind alle Mittellinien dreizählige Symmetrieachsen, was bei 
vielen regulären Strukturen stattfindet, so sind alle diese zykli- 
schen Vertauschungen zulässig; Summen, die hierbei das Vorzeichen 
ändern, müssen verschwinden. Demgemäf gilt hier z. B. 


(39) Za@, —— 2, —— Zy; —_ 0; Z2B,7; — Zy, — Za, B; — 0; 
(40) Zo;b; Ed Za;, Ne 0; Zap, == Zay y; = 0; 
Zaj Bi =" = 0, 


wobei die Punkte die Summen andeuten, die aus den hingeschrie- 
benen durch die zyklische Vertauschung der «, 6,7 entstehen. Da- 
gegen ist Z«, 8,7, unter den gemachten Annahmen nicht gleich 
Null. 

Ist die Anordnung zentrisch symmetrisch, d.h., ordnet sich 
jedem Glied der Summen ein solches mit entgegengesetzten «,, By, y: 
zu, so müssen alle Saummen, für die a+b+c eine ungerade Zahl 
ist, verschwinden. Hierzu gehôrt auch Z«,B,7,, was durch die 
dreizähligen Diagonalachsen nicht zu Null gemacht wird und dem- 
gemäB auch bei der wichtigen tetraedrischen Anordnung (Nach- 
barn auf den Normalen eines umschriebenen Tetraeders) nicht ver- 
‘schwindet. À 

Für die Z mit geradem a+b+c gilt, da bei regulären An- 
ordnungen mindestens eine Mittellinie dreizählige Achse ist, jeder- 
zeit 


| 


Zoi = DB} = Zp = 2, 
(41) Eu 202% 12; 
ZB}yi = Epioi = Zuifà = 2; 
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dabei sind Z, Z”, Z” neue Symbole, denen noch 
(41°) Zoo Bin = 2" 


zugeordnet werden mag. 

Bezeichnet Z die Anzahl der Nachbaratome (also bei tetra- 
edrischer, hexaedrischer, oktaedrischer und dodekaedrischer Anord- 
nung resp. 4, 6, 8, 12) so gilt ersichtlich für jede Struktur 


(42) DNS AS CSD) 


Bei Beschränkung auf beliebige, aber den Bedingungen (39), 
(40), (41) entsprechende Anordnungen liefert dann (37) und (38} 
für die Wirkungen, welche die eine Atomart (1) von der anderen 
(2) erfährt, 


(4) = = 12 De 9 > (as _ +), +2) 
-( ii F5 rue - ( 2) Z; 
(43) Fans, Se (Te ra) 
En fote g4 (Oe 4 De) 4 (Du 4 M) 2 ne 
+ Fe z+ (5 om) — 3] 


2) Ôw, Ov, dv, dw, ee 
(L,;) = 2F; LE a (5 moe )] En + (5e Gui me) 


pi Ov Ô 
44 Es + 2 U 2 
( ) Ge 12 1,2, ôy FE }z:)} 
12 dv, ôu, 2 
+6,17 Za— Le + de) za), Le 


u.s.f. Hierin bezeichnet 4,, — 4, —14, die relative Drehung der 
Atomart 1 gegen 2 in 0-Punkt; «, ist die Verschiebung, die einem 
im Nullpunkt, d. h. an der Stelle des Atomes 1, befindlichen Atom 
der Gattung 2 zukommen würde. 

Die Wirkungen (4,,),... und (L,,)... von der Atomart (1) auf 
ein Atom (2) folgen hieraus durch Vertauschung der Indizes 1 
und 2. Dabei ist zwar F, = F,,, H, — H,, aber nicht stets 
Zn —= Z,,...; denn wenn auch die einzelnen Verbindungen 
1<—2 und 2+-— 1 übereinstimmen, so ist doch nicht die Grup- 
pierung der Atome (2) um ein Atom (1) stets dieselbe, wie um- 
gekehrt. 
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8) Handelt es sich zunächst nur um eine Atomart, so ist, 
wie unten noch näher zu begründen, tetraedrische Anordnung aus- 
geschlossen; es kommen dann zunächst nur die Fälle zentrisch sym- 
metrischer Anordnungen in Frage, u,, u,, 2, 2, 1, À,,... sind 
gleich Nall, und die Formeln môgen dann ohne alle Indizes 1 und 
2 geschrieben werden. 

Die Bedingungen des Verschwindens von (L), (M), (N) ergeben 
hier nach (44) unmittelbar 


d. h. die a der Atomdrehungen mit den Drehungen 
der Volumenelemente. Bei Einführung dieser Werte in (43) und 
Benutzung der Beziehung Z — Z'+22" gewinnen die Ausdrücke 
für (4), (B), (C) die Form 


ob d'u F ; 0° v ow . À 
Mo) Ce TE «æ +( B + SE telle 42) 
» Hi Ge VE D ES dv o°w r 
2 me a ++ ru) Pie Je 
u. 8. f. 


Es mag betont werden, daB von den drei durch das benutzte 
Bild für die Atomverbindungen gelieferten Parametern F, G, H, 
der zweiïte, auf der Drillung béruhende, in den Ausdrücken für 
die (4),... nicht auftritt. Im übrigen sollen die Parameter F und 
H gemä$ dem $. 122 Bemerkten nun von der Art ihrer Einführung 
durch ein spezielles anschauliches Bild losgelôst werden. F er- 
scheint dann allgemein als das MaB einer zwischen zwei Atomen 
wirkenden orientierenden oder Richtkraft, H als dasjenige einer 
quasielastischen oder Anziehungskraft. 

Für H wird man einen stets positiven Wert selbstverständlich 
halten, da ein negatives H eine AbstoBungskraft bedeuten würde, 
mit der ein Gleïichgewicht nicht vereinbar wäre. Über das Vor- 
zeichen von F ist etwas Âhnliches von vornherein nicht zu be- 
haupten; in der Tat* erweist sich, wie die später zu behandelnden 
speziellen Fälle dartun, ein negatives Vorzeichen von F mit den 
allgemeinen Bedingungen elastischer Stabilität für Kristalle ver- 
träglich. In solchen Fällen versagt natürlich das mechanische Bild 
für die Atomverbindungen, von dem oben ausgegangen ist, bis zu 
einem gewissen Grade. In der Tat, darf ja als wahrscheïnlich gelten, 
daf die Wechselwirkungen zwischen Atomen auf elektrischen 
Kräften beruhen, die je nach der Verteilung der Ladungen am 
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Atom sehr verschiedenartige wechselwirkende Momente ergeben 
kônnen. 

(4), (B),(C) sind nach der Herleitung diejenigen Kräfte, die 
auf das einzelne Atom ausgeübt werden müssen, um dasselbe ent- 
gegen der Einwirkung der Nachbaratome im Gleichgemicht zu er- 
halten. Um aus ihnen die auf die Volumeneinheit bezogenen Kräfte 
X, Y, Z zu gewinnen, mit denen die phänomenologische Theorie 
operiert, so hat man nach $S. 135 diese (4),... nur mit der An- 
zahl « der Atome in der Volumeneinheïit zu multiplizieren. Setzt 
man kurz 


GaF fe 
Torre 
so wird 
7 du £ n (0% . du 

_X—-a(4)= (F2 +hE) SE + GE +2) +5) 

Ci . dv ©w 
1 ER [12 
+GL2 + ORNE) + ons) 


u.s.f. Die Vergleichung mit den für das reguläre System gel- 
tenden, mit vorstehenden durchaus konformen Ausdrücken (36) liefert 
für die Elastizitätskonstanten c,,, «,,, €, die nachstehenden theo- 
retischen Beziehungen 


LE +22" = 0, RE HAE = 6 
@h—PE'HITE = Out cu NE = Cor 


Da diese Formeln nur zwei Parameter (f und X) enthalten, 
so folgt aus ihnen eine theoretische Beziehung zwischen den drei 
* Elastizitätskonstanten, die sich schreiben läBt 


(48) c,(2"+52)2"+0c,(22%—-5:27)-0022+2)2 = 0. 


Wegen der stets positiven Werte von Z' und Z”, kann diese 
Beziehung sich niemals auf die Cauchysche Formel €, = c€,, re- 
duzieren. Dagegen folgt diese letztere unmittelbar aus (47) bei 
beliebigen Werten Z' und 2”, wenn f — 0, also dieorientierende 
Wechselwirkung zwischen den Atomen verschwindend klein gegen die 
attraktive ist. Dies Resultat gilt noch allgemeiner. Wenn man 
die Wirkungen auf ein Atom nicht nur von den nächst benachbarten 
Atomen ausgetübt, sondern aufer diesen noch weitere Gruppen unter 
sich gleichartiger wirksam annimmt, so gelten mit den Formeln (46) 
. und (47) konforme, in denen nur die } Z und fZ durch Summen 
über derartige Glieder für alle wirkenden Atomgruppen ersetzt sind. 
Man sieht, daf hier gleichfalls bei Verschwinden aller orientierenden 
Wechselwirkungen, d. h. aller f, die Beziehung c,, = c,, folgt. 


(47) 


x" 
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Für die Elastizitätsmoduln liefern die allgemeinen Formeln (10) k 
und (47), falls wieder 3(2'+22") = Z die Anzahl der wirkenden 
Atome bezeichnet, 


h (Z + 2) + f: [/4 


EN TANT 
a — (af) Z" 
(49) So LS LhZ(h(Z —2)+38f2") ; 
| D te 
PR ATEAT 


Der zweite Wert läBt erkennen, daB die nach S. 129 sich bietende 
Frage, ob und wie ein positiver Wert des Moduls s,, theoretisch 
zu erklären wäre, sich für die hier betrachteten Kristalle sehr ein- 
fach dahin beantwortet, dafi die Entscheidung s,, < 0 durch 4Zf 
gegeben wird. Tritt bei f — 0 die orientierende Wechselwirkung 
gegen die attraktive zurück, so ist s,, <0, im umgekehrten Falle 
Ce A 

Für dem Modul S der räumlichen Kompression erhält man 
äuferst einfach 


3 res 
Cu +2cs AZ’ 
S ist somit von der orientierenden Wechselwirkung vollkommen 
unabhängig. | 

Die Konstanten des dem Kristall entsprechenden quasiiso- 
tropen Kôrpers bestimmen sich nach (6) gleichfalls sehr eïnfach zu 


(60) S = 3(S: +25,) rs 


e= À Gi+2p, à = Zap, 
(1) 


GE a(c—c,) a 15 (+sr); 
für die Moduln folgt daraus 


Tu RSR: à CELL 9 M 
PPACIEE RN PACNE ETES 
(62) Son a 
A Uni a Zara 


Direkter Beobachtung zugänglich ist insbesondere der Quotient 
aus Drillungs- und Dehnungsmodul 


CL 10h 


(ET AUEr- RE 


_ der bei fehlenden orientierenden Kräften (f = 0) zu 2,5 wird. 


(5) 
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* Es ist bemerkenswert, daB die: Konstanten und Moduln des 
quasiisotropen Kôrpers von der spezifischen Struktur des entspre- 
chenden Kristalles (d. h. den Summen Z' und Z”) bis auf die An- 
zahl Z der auf ein einzelnes Atom wirkenden Nachbaratome voll- 
ständig unabhängig sind. 

9) Die vorstehenden allgemeinen Resultate , die zwar die be- 
schränkenden Annahmen nur einer Atomart voraussetzen, aber für 
beliebige zentrisch symmetrische Anordnungen gelten, môgen nun 
für die drei Fundamentalfälle von Strukturen nach dem leeren, 
dem flächenzentrischen und dem volumenzentrischen kubischen Raum- 
gitter spezialisiert werden. Beschränkt man sich wie vorausgesetzt;, 
auf die Berücksichtigung nur der nächsten Nachbaratome (von der 
Zabl 2), so liefern diese drei Fälle folgendes. 

I) Leeres kubisches Raumgitter. (Hexeadrische An- 
ordnung, Richtungskosinus «, B, y 


1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; —1,00; 0,—1,0; 0,0,—1. 
'enbi =) Zee 2, Er 0 
Cn = 2h, Cys = 0, Ca = f; 


54 L 1 
( CNE 2h Sy — 0, Su — Pa 
Für das quasiisotrope Vorkommen gilt 


ShOR+3P? 1 2A(CR+E) 


Das Verschwinden von s,, hierbei sagt aus, daf ein Zylinder mit zu 
<iner Kristallachse paralleler Orientierung bei Längsdehnung über- 
haupt keine Querdeformation erfährt, während der im allgemeinen 
von Null verschiedene Wert von s, bekundet, daB bei dem quasi- 
isotropen Vorkommen diese Querdeformation darum keineswegs 
fehlt. 


ID) Volumenzentrisches kubisches Hécuyitien (Ok- 
taedrische Anordnung.), Richtungskosinus «, B, y bei o — 1/V3: 


x 


O0: 03 O9 0; Vs 0:05 O0 — 
0:00; — 0:90; —Q — RU RS 
NS EN D Eee à 
(66) oc, = $G%+2f) ca = Eh —f) ©, = GE N) 
Cu Fu = 26 
PL ER es RS y ee. 
cs AR 218 SP eLTSS 4(2h+f) 
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Für das quasiüsotrope Vorkommen gilt 


Fr BH) RL al e 
2 S— BAGA+SD' * — BhCR+3N). 

IIT) Flächenzentrisches kubisches Raumgitter. (Do- 
dekaedrische Anordnung.) Richtungskosinus «, 8, y bei o = 1/V2: 
06,0; 0,0,—0o; 06,—0,0; 10—0—-0; 

00,05 —60,0; 0:0,—0; —0,0,—0; 
0,005 p—00; —000; —o,—0,0. 
DO NAN ee 0 ET mn, 


(58) Ce 2(k+f), C3 — (h—f), PP (R + f), Cu — 2 Ca; 


8h+f h—f 1 


H  LhG+8p)" % — AhG+ESp) 4 h+f: 
Für das quasiisotrope Vorkommen gilt 


ART AT (ent 


ARCh+3p)" 4 — AhQ@h+Sp) 


S 


(69) s = 


Es ist gewiB bemerkenswert, wie verschieden gemäf der hier 
verfolgten Theorie sich die relativen Verhältnisse der elastischen 
Parameter einer Substanz je nach ihrer Struktur darstellen. 


10) Was die Vergleichung der Resultate der Theorie mit der 
Beobachtung angeht, so liegen, wie schon $S. 123 bemerkt, Mes- 
sungen von Elastizitätskonstanten kristallisierter Elemente bisher 
nicht vor, sondern nur solche entsprechender quasiisotropen Vor- 
kommen. Von diesen haben Aw, Ag, Al, Cu besondere Bedeutang, 
weil für sie die Struktur des (regulären) Kristalles als die eines 
einfachen flächenzentrischen Raumgitters feststeht. Die Bestim- 
mungen der Elastizitätskonstanten sind für die betreffenden Vor- 
kommen durch Beobachtung von Schwingungen ausgeführt, um 
hierdurch die Schwierigkeiten zu umgehen, welche statischen Be- 
obachtungen aus der starken Duktilität der Substanzen erwächst. 

Die für die Moduln s und s, erhaltenen Zahlwerte sind bei 
Annahme von Gramm-Gewicht als Krafteinheit : 


für Au: s = 1,34107"%, s — — 0,44, .: 107" 
+ 2Aÿ 1,90: —0,41, , 
AUS 1,55 , — 0,42, , 
st Cu 0,94 , —0,12, , 


Für den Quotienten 
Kgl. Ges. d. Wiss Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1917. Heft 1. 10 
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5,15 = 10h/(4h +f), 


der sich bei der Vergleichung der Perioden von Drillungs- und 
Biegungsschwingungen desselben Stabes ganz direkt findet, ergibt 
sich 
für Au Ag Al Cu 
818 = 2,06 2/09 *2,00%72,27. 


Die Werte > 2,5 in den ersten drei Fällen verlangen f <0 
(im Mittel f/h — 0,2), worüber S. 141 gesprochen ist. 

Trotz der auf indirekter Wirkung der Duktilität (Stôrung der 
Quasiisotropie durch die Bearbeitung der Präparate) beruhenden 
Unsicherheit der Resultate dürfte die Abweichung der Werte von 
2,50, was sich bei fehlenden orientierenden Kräften (f — 0) ein- 
stellt, und auch der Wert f O0 in den- ersten drei Fällen ge- 
sichert sein. : 

Ein besonderes Interesse erweckt die nahe Gleichheit der Mo- 
. duln für Au, Ag und À/, da die Analyse mit Rüntgenstrahlen eine 
merklich vollständige Übereinstimmung der Grundstrecken der 
Struktur (Länge der Kante a des Elementarwürfels zwischen 4,06 
und 4,07.10"*cm) bei diesen Metallen ergeben bat. Nimmt man 
hinzu die sehr verschiedene Stellenzahl dieser Metalle im perio- 
dischen System, die für A7 — 13, Ag — 47, Au = 79 ist, und 
die daraus folgende sehr verschiedene Zahl der dem Atom nach 
der Rutherfordschen Hypothese beizulegenden Elektronen, so 
kommt man zu dem Resultat, da diese Elektronenzahlen wesent- 
liche Bedeutung für die elastischen Vorgänge kaum haben kôünnen. 

Der weit unterhalb 2,50 liegende Wert von s,/s für Cu ist 
ein starkes Argument für die Annahme von Drehungsmomenten 
zwischen den Atomen, zumal, wie S. 142 bemerkt, der Wert 2,50 
sich bei Ablebhnung derselben für jede zentrisch-symme- 
trische Struktur und jede Annahme über die Wir- 
kungsweite der Atomkräfte ergibt. 


11) Im Vorstehenden sind nur zentrisch symmetrische Atom- 
anordnungen der Berechnung unterworfen; doch sind die Ausgangs- 
formeln (43) und (44) so allgemeïin gefafit, da sie auch den Fall 
der tetraedrischen Anordnung mit umfassen. Diese Anord- 
nung ist, auBer bei Si, im Falle von C in der Varietät Diamant 
festgestellt. Hier liegen die Nachbarn eines Atoms auf den Nor- 
malen (oder in den Ecken) eines dem Atom umschriebenen Tetra- 
eders, und die Anordnung ist für verschiedene Atome abwechselnd 
verschieden, nämlich durch Inversion deckbar. 

Wählt man die Kristallachsen zu Koordinatenachsen, s0 sind 
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die Richtungskosinus der Verbindungen eines Atoms mit seinen 
Nachbarn bei 1/Vs — o für die beiden Atomarten gegeben durch 
9: 0:93 0: — 0; —Q; — 0:09; — 0; —0; — 0,0 
und 
—@—Q—0i — 000; O0; O0; — 0: 
Die Nachbarn eines Atoms erster Art sind Atome zweiter Art 
und umgekehrt. 


Aus den vorstehenden Werten folgt, daf Z” = Zu,B, y, für 
die tetraedrische Anordnung nicht verschwindet; vielmehr ist 


(80) 24 = = 2} — 4/3 V8. 


Zugleich gilt für die übrigen Summen übereinstimmend bei (1, 2) 
und (2, 1) : 
(60”) L'ut = 20 \X 


die Anzahl Z der Nachbaratome ist vier. 
Setzt man 
a, F, PE 20, Hit cer 4é;G, 
DRE TA TE fn 9 FUCSE LAN ; ÉTÉ Jia 


so wird aus (43) und (44) 
sa = fran (+) 3) 


Zu, [ôov, , 0w,\ 4V3 
M Re ue | 


ov Ow 
—hsféu +23 (9 +02) 
ne 
(La) = ff, -(5e 5) (0 - 2e) la 2V8 | 
. (3 +8) 
Ge 


Durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 erhält man die Aus- 
drücke für «,(4,) und a,(L,), wenn man zugleich —\/3 an Stelle 
von V3 setzt. Dabei ist «, — «, und 


fa = fans Jo = Jo ho = ho bi = by We = — 4, Mr = — ne 
10* - 
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Wirken äuf die Atome keine Drehungsmomente, so gilt 


(63) (En) = 0, (Li) = 0,.. 
 dazu kommt 

(63) a, (4,1) = as(4;;) SE 4 X, one 

bia «4, — ke. 


Nun wollen wir annehmen, daf innerhalb des Wirkungs- 
bereiches der Atomverbindungen die DeformationsgrôBen Ou/ôx, ..., 
(v/04 + dw/dy), … so wie die Differentialquotienten von 4, u, v für 
beide Atomarten als merklich gleich angesehen werden dürfen. 
Dann reduziert sich die Gleichung &,(L,)+ a, (L,,) = 0 auf 


(64) 21 ( 5e) 0 


wobei À — 4(4,+4,), w —4(w,+,), ... die mittleren Werte für 
die beiden Atomarten darstellen. Die Formel «,(4,,) + a, (4,,) = X 
enthält gleichfalls nur diese mittleren Werte und nimmt bei Be- 
nutzung des obigen Ausdruckes für 4 und der Bezeichnung 2f,, = f, 
2h, — h die Gestalt an 


(65) or ra (our gr )U + 
+ (+). 

Die Vergleichung mit (36) liefert 

(66) = 4f+h = h—-2f, = f+h; 

somit 

(66”) Ci tros= 20, 

Ferner ergibt sich 

(67) Sa Le. — Sy = _ Sa —= 


Herr Born’) kommt auf Grund ganz abweichender Vorstellungen 
über die Wechselwirkungen der Atome zu der Beziehung 


ÆCii (C1 — Cas) Gr (C1 + Cas)”; 
da die aus Symmetriebedingungen resultierenden Beziehungen 


1) M. Born, Ann. d. Phys. 44, 605, 1914. 
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zwischen den Elastizitätskonstanten sämtlich lineär sind, so mutet 
diese Bedingung zweiten Grades einigermafen fremdartig an. 

Leider besteht wenig Aussicht auf Ausführbarkeit der Be- 
stimmung elastischer Konstanten für Diamant. Nach einer re- 
kognoszierenden Beobachtung an einem Spaltungsstückchen scheinen 
die elastischen Widerstände des Materiales auBerordentlich grof 
zu sein, und eine Messung daher Präparate von Dimensionen zu 
verlangen, die vüllig unerreichbar sind. 

Die Ableitung der theoretischen Ausdrücke für die Elastizitäts- 
konstanten erfordert nur die Heranziehung zweier Kombinationen 
der yier Formeln (63). Zwei weitere liefern die Bestimmung der 
relativen Drehungen und Verschiebungen der beiden Atomarten. 
Aus der Gleichung &,(4,,) — «,(4,,) — 0 folgt z. B. 


(+ )er-n 
CHUTES 


und analoge Ausdrücke ergeben sich für die v- und w-Komponenten. 
Die Gleichung «,(L,,)— «,(L,,) und die entsprechenden liefern Be- 
ziehungen für die relativen Drehungen 4, — —1,,, ... Alle diese 
Resultate sind zur Zeit ohne physikalische Bedeutung, da keine 
Erscheinungen bekannt sind, die auf den relativen Bewegungen 
zweier nur strukturell ungleichwertiger Atome desselben chemi- 
schen Elementes beruhen. 

11) Elliptische Verbindungen kônnen nach $. 136 u. f. bei der 
hexaedrischen und der dodekaedrischen Anordnung auftreten, doch 
aber nur mit speziellen Orientierungen der Ellipsenachsen. 

Für die Richtungskosinus der Verbindungslinien +’ und der 
Ellipsenachsen x’ und y’ gilt im Falle der hexaedrischen Anord- 
nung das Fig. 3 entsprechende Schema: 


Us = —U, —= 


D'ODIEROND = TO Lt D 0 LOFT 00 12TLIO0 ONE 
(CB) OOIEL 0 DE O A #00 T1 |0":0|.:01. 0 
010 LPO LOMME 0 ll o 00 0t 0 0 1 


Mit Hilfe dieser Werte nehmen die Gleichungen (24) und (25) die 
Gestalten an 
:  12E/0'u  u\ 12F/dtu , 9 d'u 
Cor 1 Sr +) - RTE Érale 


19F Q] 2 
( + TR 


(69) 
Sr OS ee +). 
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Aus den Bedingungen (L) = 0, ... folgen die Bestimmungen 
der Atomdrehungen gemäf 
Ov 


0w 
(70) 1(E+F) = RUE + he 


e- 
Diese Beziehungen zeigen, daB unter den gemachten Voraus- 
setzungen die Atomdrehungen 1,... von: dén Volumendrehungen 
1 /0w dv UT 
CS) --. abweichen'). 
Die Benutzung von (70) liefert aus (69) 
du 12EF (5 d'u dv Pi) 


G1) M=-HE- TRE vue 


6e op l'oxoy * oo) 
nd. 18. f: 

Führt man wieder die Anzahl « der Atome in der Volumen- 
einheit ein und setzt 


Hilo ñ BEFe f' 
hi te 

so gibt die Vergleichung von (71) mit (36) 
(72) TEE 2h, cs — 0, © = f'. 


Diese Resultate stimmen derart mit den bei zirkularen Verbindungen 
erhaltenen (54) überein, daf man sagen kann, es sei der Über- 
gang zu elliptischen im Wesentlichen wirkungslos. 

Es bleibt schlieflich bez. der Wirkung elliptischer Verbindungen 
nach S. 127 nur noch der Fall der dodekaedrischen Anordnung zu 
besprechen, bei dem die Symmetrierichtungen der elliptischen Ver- 
bindungen parallel und normal zu den Gitterebenen liegen. Kürzt 
man 1/V2 in @ ab, so sind nach Fig. 4 die Systeme der Richtungs- 
kosinus im Schema (21) die folgenden 


Len 0 TS 0ePrO 112010 170,2 20 
0, 6,010, 0 —010, —-e, —e10, —e e 
0, —e, 010,0, 010, e, —0 0, —e, —e 
0,0, 010,0, 010 0, —0e|%—e,=0 
(73) PA DU PAU, D 0 PP 070 ES 00 
0, @; © 0, Q9, —Q 0, T @; Q 0, TT @; Q 


1) Auch bei viel allgemeineren Annahmen ergibt sich für reguläre Gruppen 
mit zweizähligen Hauptachsen die Môglichkeit selbständiger Dréhungen der Atome 
gegen das Volumenelement bei elastischen Deformationen (s. z. B. W. Voigt, 
Kristallphysik, p. 614). 
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Oo; ot0p —010, —e--0 0; +0; <o 
0, —0, ç 0, @; Q 0, @, —0@ 0, —0, —0 . 
T0 00e 0," Or DENT O 


Bei ihrer Benutzung folgen aus (24) und (25) die Werte 


12E [du . du 
(4) Ra ÿ ( EPÈ + EPS 
12F ld°u ou ou o /ov ow 
a Tes EE Ho +67 +) 
. 2(E+F) dns 
l Ôz  OÔy 
HI du ou du Ô /ôv ow 
(2 Er . a a) +27 or + on) 
US, ñ 
ABLE) dw dv 
(75) (= Ru) us. f. 


Wirken auf die Atome keine äufBeren Drehungsmomente, so ist 
wieder 


und die Ausdrücke (74) nehmen infolge hiervon die Gestalt an 


Qu [12F ou du\[6E HI 
. in eee ele mon ed 
Ô {dv  dw\[6(E—F) 
ee ln es + Hi 
TC SET 


Nach Multiplikation mit der Atomzahl &«, Einführung der 
Symbole 


Ha 6GaE 6aF 
SP RP IN 
und Vergleichung mit (36) ergibt dies 
Cu = 2(h+f), Cs = h—f, Cu = h+e; 
(PL : 8h+f rire le fi 1 


1 — ARR+3p) ARG+8p)" 4 h+e 
Es ist eigentümlich, da die Parameter c,,, c,, resp. s,,, s, nur die 
eine, c,, resp. 5, nur die andere der beiden Konstanten e und f 


der elliptischen Verbindungen enthalten. 
Für das quasiisotrope Vorkommen findet sich nach (6) und (12) 
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= $(Gh+(e+F), à = #(2h—-(e+f)); 
D 22 8h+(e+f) ET 2h—(e+f)' 
Ai (4h +3(e+f))' 17 2h(4h+3(e+f)) 

War bei dem Kristall der Übergang von zirkularen zu elliptischen 
Atomverbindungen immerhin von einem gewissen Einfluf auf die 
Werte der elastischen Parameter, insofern e und f gesondert auf- 
traten, so fehlt ein solcher Einfluf bei dem entsprechenden quasi- 
elastischen Kôrper vüllig; e und f kommen c und c,, wie in s und 
s, nur in der Kombination é+f vor. — 

Ein zweiter Teil dieser Untersuchung wird die Entwickelung 
der Theorie für zweiatomige reguläre Kristalle bringen. 
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Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Juli 191$. 


12) Der Fall regulärer Kristalle mit zwei chemiseh 
verschiedenen Atomarten besitzt praktisch eme beträchtlich 
grüBere Bedeutung, als der in den früheren Abschnitten untersuchte 
nur einer Atomart, da für Kristalle derartiger Zusammensetzung 
einige Messungen von Elastizitätskonstanten vorlie- 
gen. Freilich sind bei zwei Atomarten die Parameter der Atom- 
verbindungen so zahlreich, daf die Gewinnung von Beziehungen 
zwischen den Elastizitätskonstanten auf Grund der Strukturtheorie 
als ausgeschlossen erscheïnt. Das Ziel der Vergleichang von Theorie 
und Beobachtung kann hier also wesentlich nur darin gesucht 
werden, aus der Erfahrung Schlüsse über die quantitativen Ver- 
hältnisse der Bindungen zwischen gleichen resp. verschiedenen 
Atomen zu gewinnen. 

Den Ausgangspunkt der Rechnung bilden wieder die Glei- 
chungen (24) und (25) resp. (43) und (44) für die Gesamtwirkungen.. 
die eim Atom von der Gattung (1) durch seine Nachbarn von der 
Gattung (2) erfährt. Diese Wirkungen sind nun ebenso für die 
Kombinationen (1, 1}, (2, 2}, (2, 1) zu bilden, und mit ihren sind 
die Resultanten 
as) (4) = (4) +42) (49 = Gan+(duh +. 

Z) = ,)+(L,), (2) = (2)+(2) 
aller auf das einzelne Atom (1) resp. (2) ausgeübten Kräfte und 
Momente zu berechnen. Hierbei ist nicht notwendig 


(Au) = (ah cs D) = uk 
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weil, obschon die Verbindungen (1, 2) und (2, 1) und somit die 
Funktionen Æ, und E,, F,, und F,,, G,, und G,, H,, und H,, 
aus $ 4 übereinstimmen, doch die Fe der Atos (2) um 
eines (1) von der der Atome (1) um eines (2) abweïichen kann. 

Was die Anwendung der Ausdrücke für (4,),(4,),..., (L;), (La), … 
angeht, so gilt Folgendes. 

Wirken auf die Atome keine äuBeren Drekungsmomente, 
so mu gelten 


(80) ; (L,) = 0, (L:) = 0, 


Âufere kôrperliche Kräfte mit den auf die Volumen- 
einheit bezogenen Komponenten X, Y, Z müssen ihre Wirkungen 
auf die einzelnen Atome beider Gattungen verteilen. Handelt es 
sich, wie bei den Vorgängen der Elastizität im engern Sinne, etwa 
um die Gravitation oder um Trägheitskräfte, so ist der auf jedes 
Atom entfallende Anteil mit dessen Masse ", resp. m, proportional, 
somit für das einzelne Atom 1 resp. 2 gegeben durch 


XMm, (4) Xm, : 
“M, + y M ? 7 am+am! | 


(81) (ap 


dabei sind «, und «, die Anzahlen der beiden Atomarten in der 
Volumeneinheit. 

Die Beziehungen (80) und (81) sind bei denselben X, Y, Z im 
allgemeinen nur dann mit einander verträglich, wenn die beiden 
Atomarten durch das Kraftfeld gegenseitige Verschiebungen und 
Drehungen erfahren, deren Komponenten bereits in die Gleichungen 
(24) und (25) resp. (43) und (44) für (4,),... und (L,,),... eïn- 
gesetzt sind, aber natürlich in den Ausdrücken für (4,;), (4), ..…. 
(L,;;), (La), .. fehlen müssen. 

Bezüglich dieser relativen Bewegungen gehen wir, ähnlich wie 
S. 148, von der Annahme aus, daf ihre Ânderungen innerhalb des 
Wirkungsbereiches der Atome als klein gelten sollen gegenüber 
denjenigen der absoluten Bewegungen, eine Annahme, die natürlich 
noch genauer zu präzisieren ist. Für manche Folgerungen reicht 
die Festsetzung aus, da die für die einzelnen Atomarten berech- 
neten DeformationsgrôüBen Ou,[0xr = x,,, Ou,]0x = x, ... 
so nahe übereinstimmen, daf sie durch die Mittelwerte x,, ... er- 
setzt werden dürfen, die die Deformation des Volumenelementes 
definieren und diejenigen Funktionen darstellen, mit denen die 
Elastizitätstheorie rechnet. In andern Füällen ist hinzuzunehmen, 
daf auch die Differentialquotienten der Atomdrehungen 64,/0x, 
04,/0x, .. sich ebenso verhalten. 
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Die relativen Verschiebungen und Drehungen der beiden Atom- 
arten spielen übrigens an sich im Gebiet der Elastizität keine 
Rolle, wohl aber, wenn die Atome elektrische Ladungen tragen, 
* in der Theorie gewisser elektrischen Vorgänge, besonders elektri- 
scher Erregungen durch mechanische Einwirkungen, darunter die 
normale Piezoelektrizität, auf die im Folgenden aus bestimmten 
Gründen etwas Bezug genommen werden muf. — 

In den weiterhin behandelten speziellen Füällen sind die An- 
ordnungen der Nachbaratome ausschlieflich von der Art der im 
Früheren bei einatomigen Kristallen verfolgten!) Da hier nun 
mehrere dieser Anordnungen neben einander auftreten, z. B. 
die Kombinationen (1, 1) und (1, 2) von einander abweïchen, und 
die Formeln sich infolge hiervon stark komplizieren, so ist es an- 
gemessen, die früheren Ausdrücke durch Abkürzungen zu verein- 
*fachen. 

Im Nachstehenden sind die Werte von «,(4,,) und a,(L,,) für 
die hexaedrische, oktaedrische und tetraedrische Anordnung zu- 
sammengestellt, auBerdem auch «,(4,,) und «,(Z;,), für die dode- 
kaedrische Anordnung mit elliptischen Verbindungen, welche für 
Wechselwirkungen (1,2) zwischen verschiedenen Atomarten für 
uns nicht in Betracht kommen. Die grofen Buchstaben IL, P, 
2, ®, À, M, N, T bezeichnen dabei variable, die kleinen @,6,7 
konstante Glieder. T und sr treten nur bei den tetraedrischen 
Anordnungen auf und haben für die beiden sich inversorisch ent- 
sprechenden entgegengesetztes Vorzeichen, gemä8 dem doppelten 
Vorzeichen von V3. Allgemein ist gesetzt: 


Her P— 


TEA % aa OÙ, 0w, 
A, = 24, (S-2) M, — au ($ 5%) 


IL. Hexaedrische Anordnung (Z — 6). 


LA (4) SET oo, 4 2 fs IT, — Ua 6, 
AS Es dass OU, SION 
(82) pie 2, 0x" +fa( 0y” 1 Se) 
4 
6 Ain (2 fa + lo); 
12 
(83) LA (Lis) == 21 A, + ln Our o, = 2 ($ fi RE us). 


1) Bezüglich der Bezeichnungen: tetraedrische, hexaedrische, oktaedrische 
und dodekaedrische Anordnung sei wiederholt, daB bei ihnen die Nachbarn eines 
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IT. Oktaedrische Anordnung (Z = 8). 


&, (4::) = — ® Ds +9 fa IL, — Us CHER 
CF ov, Ow, 
(84) ®, ARE (2 fa + hs) AU +2, fs) LE y +$2) 
Ga — SORA 
(85) du (Lis) = 8 fi A3 + À On Qi — Eh Ti 
III. Dodekaedrische Anordnung (Z — 12). 
œ (4:) ES Di + 2 (0: + f11) IL, 
0° ce 04,1 0m 
D = 2 (ut ha) Gus + Bu + fat hu) (Qt + D) 
Ô f/ov, Ow, ; 


7204) = 2 (ei) 4: 
IV. Tetraedrische Anordnung (Z = 4). 


&, (4:) a = dh+ 6 + (92 + De] ra + tu 6 129 
po EH où, “2 
(85) D, = (fat ha) A2 fa ha) ge ( Ge + Ge) 
= Ga) of = D Bat ha) 
a (Lis) se G fa A3 + À ei, + D. 
| ARE 
(89) Fe a nr : ; 
DE NGS NÉ mL LERTE U 
7. = L fu eunne (jones 


Der Symmetrie halber ist in diesen Formeln die relative Ver- 
schiebung, die ein an Stelle eines Atomes 1 gebrachtes Atom 2 
erleiden würde, durch w,, bezeichnet, und ,, für das Reziproke 
benutzt. Damit gehen die 4,,, u,,, ... genau parallel den 1,,, 4,,, 

13) Die einfachste Struktur eines regulären zweiatomigen Kri- 
stalles ist die bei NaCI, KC1 und vielen Analogen beobachtete. 
Hier bildet jede der beiden Atomarten 1 und 2 ein flächenzentri- 


Atomes, auf den Normalen eines umschriebenen Tetraeders, Hexaeders, Oktaeders, 
Dodekaeders liegen; die Bezeichnungen signalisieren zugleich die Anzahl (Z = 4, 
6, 8, 12) dieser Nachbaratome. 
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sches kubisches Raumgitter, und die beiden Gitter sind um die 
Hälfte einer Kante « des Elementarwürfels gegen einander ver- 
schoben. Die Anordnungen (1, 1) und (2,2) sind dodekaedrisch, 
(1, 2) und (2, 1) hexaedrisch. 

Wir haben demgemäf die Ausdrücke zu benutzen 


a, (À) = — D +2(e, + f)IL, 

(20) (ds) = = D 2 fie Is Ua CA 
(A) = — D + 2 (en fa) IL, i 
(An) = — D +2fu LU ce 

(91) a (Lis) = 2e th) A5 (Li) = 2 fa 43 + A on 


LA (L) = 2 (e, ni fan) A0 (L) = fs A+ pe 


Dabeï "ist =") und demremil" ff, ht ln 6 du 
Q» — On. Ferner, wie allgemein, #,, +, —= 0, ... 4,+1, = 0. 

Die aus (80) folgende Beziehung «,(L,) + a, (L,) = O0 wird dem- 
gemäf von 4, frei und führt auf 


(92) (eus + fai + far) Ai + (Esa + faa + fs) 43 = 0; 
analoge Formeln gelten für die M, und N,. 
Dagegen nimmt die (81) entsprechende Gleichung 
œ (4,) an a, (4) = X 
die Gestalt an : 
— (Où, + Di) — (@i, + @À,) 
+2 + fi + fa) I + (Gun + fa + 3) IT] = XX: 


Die w, und », treten hierin also in denselben Kombinationen auf, 
wie in (92), und lassen sich demgemäf mit Hilfe von (92) elimi- 


(98) 


nieren. Das Resultat enthält nur noch die aus #,,... und ,, 
gebildeten DeformationsgrüBen, die nach der Annahme von $S. 154 
mit den mittleren DeformationsgrüBen Ôu/0x, ... vertauscht 


werden dürfen, die in den Elastizitätsformeln auftreten, und ist 
identisch mit demjenigen, was sich bei allgemeiner Gültigkeit der 
Beziehungen w, — u,, ..., À, — À,, ... einstellen würde. 

Die anne nié die allgemeinen Gleichung (36) Liofart 
für die Elastizitätskonstanten die Ausdrücke 


Cu = 2 [As SE ha 36 fa Si LA 1e 2 hu], 
(94) C3 — h,; Er fa + li Ex fau 
Cu = ET Rai + En + Pos + An 


wodurch dieselben als Superposition der elastischen Widerstände 
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zweier dodekaedrischen und zweier hexaedrischen Anordnungen 
dargestellt sind. Bei Einführung der kürzeren Bezeichnungen 
(95) Coten = 26, fitfn = 21, hi+thy = 2h, 

fa = fo ha = Roy 
von denen e,f, hk die Mittelwerte der Bindungsparameter für die 
Kombinationen (1, 1) und (2, 2) darstellen, gibt dies 
(96) Gi A++), CG — 2(h—f), Ge 2(e+h+f). 
Auch jetzt entsteht für den Fall, daB die orientierenden 
Wechselwirkungen zwischen den Atomen, und damit e,f,f, ver- 


schwinden, die Cauchysche Relation €, = c. 
Für die Moduln folgt 


PU 3h+f+2h, 
o7 n — 12@h+A)(h+8f +24) 
É< hf 
Tu CAE A)U ++ 2h)" 
dazu s,, = 1/c,. 


Für die Vergleichung dieser theoretischen Resultate mit der 
Erfahrung kônnen die Ergebnisse der Messungen an NaCI und 
KCI dienen, die in nachstehenden Zahlen enthalten sind. 


NaCI: 8: —:988-.,102%,  s — -B17, 10, s,— 77,5 100, 
Gi 7710 don 190 10 ce LOS 

RCI: 2 2691070 196.10, sl 
On — 375.10, x — 020.10, cu — 0,66,.10% 


Diese Angaben setzen Grammgewicht als Krafteinheit voraus. 
Die direkt aus den Beobachtungen folgenden Moduln s,, sind ge- 
nauer, als die aus ihnen sich ziemlich unvorteilhaft berechnenden 
Konstanten c.. Die Zahlen für KCI1 sind überdies wegen des un- 
vollkommneren Kristallmateriales unsicherer, als die für NaCL. 

Bei NaCI hat sich c,, sehr nahe mit c,, üibereinstimmend er- 
geben, was am einfachsten auf eine e, f und f, beträchtlich über- 
wiegende GrôBe von k zu deuten ist. Es wird demgemäf c,, nahe 
gleich 4(+ h,) sein, €, und €, nahe gleich 24. Nun liegt nach 
der Beobachtung c, nicht allzuweit von 46,; dies würde dann 
auf eine nahe gleiche Grüfe (0,65.10°) von » und k, deuten. 

Für NaCl würde sich also Alles in Allem ergeben, daf die 
orientierende Wechselwirkung zwischen den Atomen gegenüber 
der attraktiven zurückträte und die letztere zwischen einem Atom 
Na und einem C1 nahezu das Mittel wäre von den zwischen zwei 
Na- oder zwei Cl-Atomen stattfindenden. 
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Bei KCI ist nach der Beobachtung —s,, nur etwa 4 von s,, 
cs Weniger als - von c,,. Beides deutet auf ein dem X nahe- 
liegendes f, somit also auf starke orientierende Wirkungen zwi- 
schen gleichartigen Atomen. Da f das Mittel dieser Wirkung für 
die Kombinationen (K<—>K) und (Cl<—- CI) darstellt, letztere 
Kombination aber nach dem Verhalten von NaC1 eine starke orien- 
tierende Wirkung nicht zu geben scheint, so ist das Resultat 
auf eine starke Wirkung der Kombination (K<—K) zu deuten. 

Die bei merklich gleicher Struktur verschiedene Symmetrie 
der NaCI- und KCI-Kristalle erklärt sich am natürlichsten durch 
. eine enantiomorphe Symmetrie des K-Atomes. (Im Gegensatz zu 

einer holoedrischen des Na-Atomes.) DemgemäB wird man wohl 
auch diese starke orientierende Wirkung auf die azentrische Kon- 
stitution des K-Atomes schieben. — 

Die relativen Verschiebungen der beiden Atomarten 1 und 2, 
also %,,, %,,... kommen nach dem Vorstehenden (in Übereinstim- 
mung mit dem S. 155 allgemein Bemerkten) bei den elastischen Vor- 
gängen nicht zur Geltung, wohl aber, wenn die Atome 1 und 2 
entgegengesetzte Ladungen tragen, bei gewissen elektrischen. 
Von diesen scheiden diejenigen der eigentlichen Piezoelektrizität 
im vorliegenden Falle von vornherein aus; sie sind nach Symmetrie 
bei Kristallen der hier vorausgesetzten Struktur nicht müglich, 
wie das auch die Formeln bestätigen, die bei homogener Defor- 
mation die relativen Verschiebungen zu Null ergeben. 

Indessen erweisen sich andersartige elektrische Erregungen 
durch mechanische Einwirkungen als durch die Formeln gefordert, 
wie das nunmehr dargetan werden soll. 

Um die gegenseitigen Verschiebungen %,, — —u,,, ... der 
beiden Atomarten zu berechnen, bilden wir nach (80) und (81) 
die Beziehungen 


M — M, 
a) (D) = 0, &(4)—e (4) = LUE, 
d. h. also 
(98) 2 (eu + fas — ex) A1 — 2 (Cus + fon — 11e) A3 + 2 Asp Oh ae 0, ose 
DE + Di, — D, + ©, 2 (bia) m2 sf) 


M, — M, 
M +M 


@9) 


+2 Us 6’, > 


Wegen der Werte von 4;,... und II,, ... kommen in den in diese 
GrôBen multiplizierten beiden Termen der beiden Gleichungs- 
systeme ,, 4,,... in denselben Kombinationen vor. Setzt man 
die bez. aus (98) folgenden Ausdrücke in (99) ein, so bleiben in 
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dem Resultat noch 4, u,,, »,, entbalten u. zw. in Kombinationen 
von der Form Owu,,/02— Ov,,]0y, .... 

Wir ergänzen nunmehr die frühere Tube über die relative 
Bewegung der beiden Atomarten 1 und 2 dahin, daB für letztere 
nicht nur die Deformationsgrüfien, sondern auch die Ânderungen 
der Drehungen mit dem Ort innerhalb der Weïte der Atom- 
wirkungen als gleich betrachtet werden dürfen. Diese schon S. 154 
signalisierte Erweiterung wird erst hier eingeführt, um hervor- 
treten zulassen, daB die Ableitung der Elastizitätsgleichungen 
ihrer nicht bedurfte. Jetzt läft sie die Drehungen aus den Glei- 
chungen (99) vollständig verschwinden und allein die Deformations- 
grôBen in ihnen bestehen, die nun wieder durch die mittleren 


Werte Ou/ôx — x,, ... ersetzt werden dürfen. So erhält man 
schliefilich 

m, 
ER cb DE F2(e +) CP of PA À bn EE : 2u, As Eee 


oder ausführlich geschrieben ‘ 


Da he) — (Pa + Pa] DE + [One fe) — Cu — fa) LE (y +4) 


{100) + [(@ LE Ps) > (Cr <a l1)] ee 0y 0Z 


rarDa, 
Fe, (2 frs GI h2), 


a) X MM 
m +Mm 


und analoge Beziehungen für v,, und w,. Trägt jedes Atom 1 
resp. 2 die Ladung vom Absolutwert e, dann sind die Komponenten 
des auf den Verschiebungen #,,, ... beruhenden spezifischen dielek- 
trischen Momentes des Kristalles 


MO a eu, ... 


Das Moment M besteht somit nach (100) aus zwei Teilen, die 
man als direkte Wirkung eines inhomogenen Deformationszustandes 
und einer kürperlichen Kraft auffassen kann. Der erste Teil tritt 
für sich auf, wenn der Kristall nur Oberflächendrucken ausgesetzt 
ist, also X,... verschwindet. Er darf als eine besondere Art von 
Piezoelektrizität bezeichnet werden, die nur bei inhomogener 
Deformation auftreten kann und demgemäB nicht an azentrische 
Kristalle gebunden ist. Der zweite Teil läBt sich experimentell 
nicht isolieren, weil jede Einwirkung einer kôrperlichen Kraïft 
auch eine räumlich variable Deformation verlangt. Er erscheint 
als die Folge der verschiedenen Stärke, mit der die kôrperliche 
Kraft die beiden Atomarten angreift. 
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In gewissen speziellen Fällen kann man die Berechnung der 
elektrischen Erregung durch Oberflächendrucke und durch kôrper- 
liche Kräfte leicht durchfübren. Es soll hierauf im letzten Ab- 
schnitt dieser Arbeit eingegangen werden. 

14) Etwas komplizierter für die Theorie ist die Struktur von 
Zn$S (Zinkblende), wo die Zn- und die S-Atome flächenzentrische 
kubische Gitter bilden, und beide Gitter um + der Diagonale der 
würfelfôrmigen Zelle des Gitters gegen einander verschoben sind. 
Hier umgeben die benachbarten S-Atome ein Zn-Atom in tetra- 
edrischer Anordnung, die benachbarten Zn-Atome eim S-Atom 
ebenso, aber in dazu inverser Lage. Die Zn- und die S-Atome 
bilden für sich ebenso, wie in dem vorigen Falle, dodekaedrische 
Anordnungen. 

Die Grundformeln werden demgemäf, wenn wir etwa die Zn- 
. Atome mit 1, die S-Atome mit 2 bezeichnen, die folgenden sein: 


(4) = — 04+2(e,+f,)IL, 

(101) a (A) = — D, +6f, II, + Yo Ti — Ua 6!,; 
(An) = — D + 2 (62 + f) L 
(An) = — D, + 6f I + Yes Tai — Uno On 
(ls) = 2(e+ fa) 4, 

(102) mA (La) = 6fis As sois Hi Tis) 


U(Lyr) = 2 (C3 + far) As 
(La) = Cfa Ait Ag o + Tu: 
Die Bedeutung der Symbole ist aus (86) bis (89) zu entnehmen; 
weiter gilt a) 4, lis = fais On — Ons Ga = us AUOT %, — 7; 


und sind in ©, und ©’, die Parameter direkt, in T,, und 7, ent- 


gegengesetzt gleich. y, ist wieder kurz für Ka me Fe 


Die Behandlung der Formeln ist genau dieselbe, wie die der 
entsprechenden (90) und (91). Nach der oben gemachten Voraus- 
setzung sind innerhalb des Bereiches der Atomwirkungen 7, und 
T; (trotzdem sie Verrückungen und Drehungen der verschiedenen 
Atomarten enthalten) einander entgegengesetzt gleich. Demgemäf 
gibt a, (L,)+ a, (L,) — 0 hier die Beziehung 


(108) Gui + fi + 8 far) Ai + (Co t fon + 813) A3 = 0, 
der sich analoge für die M, und N, zuordnen; die Gleichungen 
a, (4,) + a,(4,) = X, ... aber liefern 
(104) ET (D + Dh “He D, “2 D) 
+2 eu + fa + 8 fa) M + (et fat 83) IT] = X, 


Kgl. Ges, d. Wiss, Nachrichton, Math,-phys. Klasse, 1918, Heft 1. 1i 


gesetzt. 
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Wieder kommen in beiden Formelsystemen 4, und 4,, uw, und w,, 
v, und », in denselben Kombinationen vor, so daf sie sich aus 
dem letzteren System eliminieren lassen. Das Resultat enthält 
nur die Deformationsgrôfen, die für beide Atomgattungen als 
übereinstimmend gelten, resp. durch die Mittelwerte x,, ... ersetzt 
werden kôünnen. Das Resultat gestattet wieder unmittelbar die 
Vergleichung mit (36) und ergibt bei Einführung der früheren 
Abkürzungen: f,+fx = f, «4 fn — fo ... für die Elastizitäts- 
konstanten die theoretischen Ausdrücke 

= 4 +h)+2(4f+ ho), 
(105) Ex = 2(—f)+2(—2f), 
= 2(e+7)+2 +) 
Sie stellen sich dar als die Superposition der elastischen Wider- 
stände zweier dodekaedrischen und zweier tetraedrischen Anord- 
nungen. 

Um die relativen Verschiebungen der Atomarten 1 und 2 zu 
berechnen hat man die Formeln (101) und (102) genau so zu be- 
handeln, wie das bez. (90) und (91) S. 159 ausführlich gezeigt ist. 
‘Für die Komponente «,, — —%,, erhält man so die Bezichung 


2 [(f2 sa h)— ra cn he + [Ras — ST "NZ (A —f)] fe (y vi 2) 


Ca 


Ôx, 0%, M —M, 
(106) Mat es ae) X 


Ôy M, + M, 
+ Bah) SE y En ee (Efia + las) 
1 

und analoge Formeln gelten für die Komponenten v,, und w,.. 

Die ersten vier Glieder der linken Seiten stimmen mit der 
linken Seite von (100) überein; sie stellen jene eigene Art von 
piezoelektrischer Erregung dar, die sich nur bei inhomogenen 
Deformationen einstellt. Das in y,/l, multiplizierte letzte (und 
neue) Glied, das wegen des Nenners /,, die übrigen im Allgemeinen 
bedeutend überragt und der Regel nach allein zur Beobachtung 
kommt, gibt die der enantiomorphen Symmetrie des Kristalles ent- 
sprechende normale Piezoelektrizität wieder. FKührt man durch 
M, — «eu,, die Komponente des bez. spezifischen dielektrischen 
Momentes ein und schreibt $ 


AL 21 he «el, 25 
(107) M, Æfiths 5 Yes = Ex Ya 


so ist das anstelle von &, stehende Aggregat der theoretische 


Struktur und Elastizitätstheorie regulärer Kristalle IT. 163 


Wert der dem Kristall eigenen piezoelektrischen Konstante 1. Das- 
selbe hängt nur von den Wechselwirkungen (1, 2), nicht aber von 
(1, 1) und (2, 2) ab, und diese Abhängigkeit sogar verschwindet, 
wenn jene Wechselwirkung rein attraktiv, also f, — 0 ist. Auf 
die elektrische Erregung durch inhomogene Deformation gehen wir 
im letzten Abschnitt ein. 

15) Wie bei chemisch einatomigen Kristallen die strukturelle 
Verschiedenheit in gewissen Fällen doch zwei Atomarten zu unter- 
scheiden zwang, so kommen bei Kristallen mit zwei chemisch ver- 
schiedenen Atomen u. U. gleichfalls mehrere strukturell verschie- 
dene Arten vor. Ein interessantes Beispiel ist FluBspat (CaF,), 
bei dem die Ca-Atome nach einem flächenzentrischen kubischen 
Raumgitter angeordnet sind, während die F-Atome die Zentra der 
acht Teil- Würfel einnehmen, in die die Elementarzelle jenes 


* Raumgitters zerfällt. Man kann die F-Anordnung auch in zwei 


4 


flichenzentrische kubische Gitter von derselben Art, wie die der 
Ca-Atome, zerlegen, die gesen das Ca-Gitter um + und 3% der 
Diagonale von dessen kubischer Zelle verschoben sind. 

Die Anordnung der benachbarten Ca- um ein F-Atom ist 
tetraedrisch und für die Achtelwürfel abwechselnd von inverso- 
risch entsprechender Art. Wir unterscheiden demgemäf zwei nur 
strukturell ungleichwertige Arten (2) und (3) von F-Atomen. Die 
Anordnungen (2, 3) und (3,2) sind dabei hexaedrisch, die (2, 2) 
und (3, 3) dodekaedrisch. 

Trotz der Existenz von zwei Arten von F-Atomen sind alle 
Ca-Atome einander strukturell gleichwertig; es ist also für sie 
nur eine Art (1) in Rechnung zu setzen. Die Kombination (1, 1) 
ist dodekaedrisch, wie (2, 2) und (3,8). Die Anordnungen (1, 2) 
und (1, 3) sind beide tetraedrisch und inversorisch verschieden, 
aber für alle Ca-Atome dieselben. Im übrigen sind die Kombi- 
nationen (1, 2) und (3, 1), (1, 3) und (2, 1) einander gleichartig. 

Nach dem Vorstehenden setzt sich die Einwirkung, die eine 
jede Atomart erfährt, aus drei Teilen zusammen, gemäB den An- 
sätzen 


(108) (4) = (4:)+ (Ass) + (As), (4;) = (A) + (433) LD (A) 


(4:) = (4,;)+ (Aa) + (Ass) % 8 Ë 
Dabei gilt entsprechend zu (80) und (81) 
(L) = 0, (L) = 0, (1) =-0, .., 
Xm, “ Xm, 
er am +a,M,+aM," Res am, + a, M, +0 M) 
1) $. dazu W. Voigt, Kristallphysik, p. 816 u. 832. 


(109) 
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wobei «, und #, die frühere Bedeutung haben, speziell aber gilt 


== R UUE SNNHES 


Die Ausdrücke für die (4,) und (Z,) ... sind in den Formeln 


(86) bis 89) gegeben. 


Dabei kann, um das Verhältnis zwischen 


den Kombinationen (1, 2) und (3, 2), (1, 3) und (2, 1), (2, 3) und 


(3, 2) zum Ausdruck 


zu bringen, gesetzt werden: 


LATE CE LC Dm PEL 

| AGREE 1 UP PL Me ST LME Dre Pr U 
(110) in — Qu — Qu — Os — Or On — Os 

AT BB 2 UP HET RE * ARMES UE RUE m2 h 

Or = Op = On = is = OÙ Ong — Os 


j 
# 
; 


ferner bei Vertauschung der Deformationen und Drebhungen für 
die Atomarten 1 und 2 mit den Mittelwerten auch 


(110) Pis Dee Bruit Pond 
Ya = Ya Vs Ya 
Unter diesen Voraussetzungen ist dann 
| a(4,) = — Di +2 (ei fa) HS 
a,(4,,) = —D,+6f,11,+9,7T—40,6, 
(A) = — D,+6f,11,—Y,T— 0,6; 
La (A9) = — D, + 2 (es + fa) LL; 
(111) a(A,,) = — D,+6f, IL —Y,T—U,6, 
(Aus) = — DE, + 2 f2s Ils — Way O'; 
(Ass) = — Dés + 2 (655 + fs) IL 
(An) = — D, +6f, IL, + y,7T — 6, 
ass) = — D, +2fs 1, — uns 6. 
(Li) = 2e + fi) A, 
ADI} ='6 TS AAA Oo ET, 
(Lis) = 6f3 A3 + AO va Le 
(02 (L:») FT 2 (CA un (22) À,, 
(112) a, (L,) = 6f,4,+4:0— T, 
a(Lss) = 223 A3 + À Q'; 
(Lys) = 2 (653 + f35) A 
LE (La) = 6f, A, + 0 +T, 
( (Lu) = 2 far A3 + A3 Q'. 


Entsprechende Systeme gelten für die Komponenten PB, C, M, 


Nu Dabet 16 0e, =}, =} ip. 
Lich eu = ess, far = fau +. 


. fa 28 Lan 
? 
Trotz der grôferen Zahl von Glei- 


-..; end- 
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chungen ist ibre Behandlung dieselbe, wie in den früheren Fällen. 
Die Formeln 


(113) a, (L) + (L,) us a3(L;) = 0, ... 


enthalten die 4,, u,, v, in denselben Kombinationen, wie die For- 
meln 


(114) a (4,) + (4;) Æ c3(43) EE X, r… 


und gestatten so deren Elimination; die Resultate enthalten nur 
die Deformationsgrôfien, die für alle drei Atomarten als gleich 
gelten und durch den Mittelwert zu ersetzen sind. So gelangt 
man wieder zu Formeln, die mit (36) konform sind und, durch 
Vergleichung mit jenen, theoretische Werte für die Elastizitäts- 
konstanten liefern. Diese Werte schreiben sich relativ einfach, 
wenn man durch 


Ci Feu + es = 8e, ÉD RE Tes = 8f, ... 


die Mittelwerte der Bindungen zwischen gleichartigen Atomen ein- 
führt, und für die zwischen ungleichartigen stattfindenden setzt 


fo = ln lo 4 a la PS, 
Dann wird nämlich 
cn = 6(f+hk)+A4(Af+h)+4, 
(115) Cy —= 8(h—f)+4(h—2f)," 
| a = 8e +h)+4(+ x) +2"; 


die Konstanten drücken sich also aus durch Superposition der 
elastischen Widerstände von drei dodekaedrischen, vier tetraedri- 
schen und zwei hexaedrischen Verbindungen. Dem entsprechend 
ist natürlich die Anzahl der in den Ausdrücken auftretenden 
Parameter ziemlich gro, nämlich gleich sieben; und da von 
ibnen nur die drei Kombinationen c,,, &, ©, gemessen sind, so ist 
die Môglichkeïit, aus den Beobachtungen Schlüsse auf die speziellen 
Eigenschaften der bei CaF, vorliegenden Atomverbindungen zu 
zichen, sehr gering. Einiges kann allerdings allgemein gesagt 
werden. Aus den letzten beiden Gleichungen folgt 


(116) ass Chat 8(e+f)+12f+2f", 


wobei die e und f sämtlich Parameter der orientierenden 
Kräfte sind. Ist nun, wie bei CaF,, c,—c,, <0, so ergibt sich 
daraus, daB diese Parameter zum Teil (vielleicht alle) <0 sein 
müssen, — ein Resultat, das mit früher besprochenen übereinstimmt. 
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Ferner folgt aus den ersten beiden Gleichungen 
(117) Cu +2 = 12(h+h)+4N, : 


wobei die À sämmtlich Parameter der attraktiven Kräfte si 
Nun haben die Konstanten c,, für FluBspat die Werte 


c = 10,7,10 es = "407-1000, = "028 710% 
und aus ihnen folgt 
ec, H86,2 288.410 crie, = 1,12, 10. 


Dies läft schliefen, daB bei dem fraglichen Kristall die attraktiven 
Kräfte gegenüber den orientierenden beträchtlich überwiegen. 

Im übrigen wird man versuchen, durch plausible Annahmen 
die Zahl der in den Formeln (115) auftretenden Parameter ein- 
zuschränken; indessen gelingt es auch hierdurch nicht, klare Er- 
gebnisse zu gewinnen. Wären z. B. die Verbindungen zwischen 
chemisch verschiedenen Atomen von dominierender Stärke, so 
mübten e, f, h, f', h' neben f, und %, klein sein. Die bei Flufspat 
beobachteten Werte geben aber einer solchen Vorstellung keinen 
Anbalt, denn sie erfüllen die ihr entsprechende Relation c,,+c,, 
— 26, auch nicht in roher Annäherung. 

Wären alle Kombinationen strukturell verschiedener Atome 
von überwiegender Wirkung, träten also die Kombinationen (1, 1), 
(2, 2) und (3, 3)?gegen die übrigen zurück, so würden die ange- 
näherten Beziehunÿen bestehen 


Gi = ER +R) +NT Cu = 4-2) Cu = 4+h)+2F, 


da dieselben aber noch vier Parameter enthalten, so reichen sie 
zu deren einzelner Berechnung nicht aus. Die nachstehenden vier 
Kombinationen der verwandten Parameter môgen immerhin nach 
ihren Werten angegeben werden: 


8h 4h = 6,48: 3f,+4f = —0928: h—2f, = 1,14; 
W=f = 362 | 


Was die bisher noch nicht in Betracht gezogenen gegen- 
seitigen Verschiebungen der verschiedenen Atomarten angeht, so 
kommen praktisch, d. h. für die Theorie der elektrischen Erregung 
durch mechanische Kräfte, nicht alle «,,, %,, 03, ... in Betracht; 
denn als chemisch gleich, und somit gleiche elektrische Ladungen 
‘tragend, sind die Atomgattungen 2 und 3 hierbei auch einander 
gleichwertig. Für die Berechnung des spezifischen elektrischen 
Momentes kommen nur die mittleren relativen Verschiebungen 
us = Eu, +43), ... in Betracht, womit zusammenhängt, daf 
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jedem Atom 1 (Ca) zwei, jedem Atom 2 oder 3 (F) eine Ele- 
mentarladung beizulegen ist. Für diese #, , # gewinnt man die 
Ausdrücke auf dem früher auseinandergesetzten Wege aus (108) 
und (109) durch Bildung der Beziehungen 


M, — 2m, 
(118) a (4;)— [a (4,) + œ (4,)] = X m, + 2m, ! 


Das Resultat für ,, lautet 
0x 
2 [2 (Fe D h2) FRE (a ns h;) + hs] E 


1m [2 (ls ER fs) Gé (A N: f)] ce (y, 14 2,) 


(119) : 
HUB +) (eu + ha) + BA I( GE + Ge) 
CRE LL VOS <e 
SX M, + 2m, SE (4 : Rs), 


und unterscheidet sich nur wenig von den in den beiden früheren 
Fällen für #,, gewonnenen. Es kann demgemäB, wie schon oben 
bemerkt, die Verwertung aller drei gemeinsam geschehen. 

16) Das spezifische elektrische Moment, das auf der gegen- 
seitigen Verschiebung der elektrisch geladenen Atome verschiedener 
chemischen Natur beruht, ist in den ersten beiden, hier behandelten 
Fällen durch M, = «eu, ... gegeben, im letzten durch M, — 


2æ,ev,, .... In allen Fällen stellt sich gemäf den Formeln (100) | 
(106) und (119) M%,, ... in folgender Gestalt dar 
0x, 0% 
1 Es Le 
(120) M, pe me taas Ont) +r (Or + Se) 


M, — EM, À 
—sX as «el. 
-Hierin sind die p, q, r Quotienten aus den Parametern von Atom- 
wirkungen, die im Zähler nur Parameter für Kombinationen 
gleichartiger Atome, im/Nenner ungleichartiger ent- 
halten, und die, nach allen Andeutungen zu schlieBen, als von der 
GrôBenordnung 1 betrachtet werden dürfen. (p, 4, rrv1.) s ist mit 
einer Kombination der Parameter für ungleichartige Atome indi- 
rekt proportional, die man nach den bez. Formeln als mit den 
Elastizitätskonstanten c;, vergleichbar ansehen kann, Für s selbst 
ergibt sich daraus die Grüfenordnung der Elastizitätsmoduln, also 
srvsm Der Zahlenfaktor & ist in den beiden ersten der oben 
behandelten Fülle gleich 1, im dritten gleich 2. Die Entfernung 
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1 — l, zwischen ungleichartigen Nachbaratomen ist im ersten 
obigen Falle direkt gleich der halben Kante (4a) der Elementar- 
zelle der Gitterstruktur, in den beiden andern gleich L£a\/3, so 
daf lv ia gesetzt werden kann. 

Da weiter bei dem flächenzentrischen Gitter vier Atome auf 
die Zelle entfallen, so ist «, — 4/a° © 1/al°, somit also «, l° © 1/a. 
Die Grôfenordnung von «a ist 5.107, für e ist bei einwertigen 
Atomen 4,77.107*% zu setzen; der Faktor «el vela kann also 
mit 10° in Rechnung gesetzt werden. 

Um zu überschlagen, ob die durch (120) signalisierten, bisher 
nicht beobachteten Erscheinungen der Wahrnehmung zugänglich 
sind, mügen zwei spezielle gut realisierbare Fälle der Berechnung 
unterworfen werden. 

Der erste Fall ist der einer gleichfôrmigen Biegung eines 
Zylinders (z. B. eines rechteckigen Stabes) durch auf dessen End- 
querschnitte ausgeübte Drehungsmomente bei AusschluB kôrper- 
licher Kräfte. 

Ist die Zylinderachse zur Z7/-, die Achse des Momentes 
zur Ÿ’-Achse eines beliebig gegen den Kristall orientierten Koordi- 
natensystemes gewählt, und hat der Zylinderquerschnitt die X- 
und YŸ'-Achsen zu Symmetrieachsen, dann gilt ganz allgemein!) 
für die Deformationsgrôfien nach den Achsen X’, Y”, Z’: 


PUR. M EU our M ot APE 2 M x! ! 
CAREM Q% CAES Yy Ve nr. À Syay ÉPAEA à Q x Sgs) 
(121) 
PER ANNEE AS EN GR EE pfiot jui M re 
= Qx° À Syss CS Qu TS y —= — Qx° °63* 


Hierin ist Qx° das Trägheitsmoment des Querschnittes um die 
Y'-Achse; die s/, sind die auf das System X/Y’77 bezogenen 
Elastizitätsmoduln des Kristalles. 

Fallen die Achsen X’, Y’, Z' in die Kristallachsen eines regu- 
lären Kristalles, dann gilt einfacher 


(129) 


Handelt es sich speziell um einen Zylinder (z. B. ein rechtwinkliges 
Prisma) von der nach der X-Achse liegenden Dicke D, dann ist 
die grôfte Dilatation z, gegeben durch 


de MD 
(123) Lys = — 2Qx Si 


1)-S. W. Voigt, Kristallphysik, p. 634. 
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und man kann schreiben 


ER 23,2% 
(124) x, = on at D 'O Deud D : Ya = ê = %y = 0. 


Hier nimmt dann die Formel (120) die Gestalt an 


2 e2, Sas (Si + )] 
(125) Moov Lo FX Er Ciba 
dazu kommt 9, — M, — 0. Durch die gleichfôrmige Biegung 
wird der Zylinder also homogen nach der Normale in der Biegungs- 
ebene erregt, und 
(126) ph Loi + g Eu Sa) 


aD | 5, Sir 


_Steht an Stelle der piezoelektrischen Konstante') bei der normalen 
Erregung in einem azentrischen Kristall. Da die Klammer als 
von der Grüfenordnung Eins gelten kann, so ist der nach Vor- 
stehendem bei einem Zylinder von der Dicke 1 mm entstehende 
Wert & von der GrôBenordnung 107, während die normalen pie- 
zoelektrischen Konstanten die GrôBenordnung von rund 10‘ be- 
sitzen. Wenn man also für Z, eine Dilatation einsetzt, die mit 
denjenigen vergleichbar ist, die bei den Beobachtungen über nor- 
male Piezoelektrizität gewôhnlich zur Anwendung kommen, so ist 
die hier resultierende Erregung nur etwa 1/10° von der dort be- 
obachteten. Dies erklärt vollkommen, da, als ich vor mehreren 
Dezennien mit damaligen unvollkommenen Hilfsmitteln nach einer 
piezoelektrischen Erregung in einem gleichfôrmig gebogenen pris- 
matischen Stab aus Flufspat suchte (die ich nach Symmetrie- 
betrachtungen als môglich erkannt hatte), diese Beobachtungen 
ergebnislos blieben. Immerhin erscheint bei den gegenwärtig un- 
gemein verbesserten Hilfsmitteln und bei den Direktiven, welche 
die Theorie bez. auszunützender Vorteile gibt, ein erneuter Ver- 
such des Nachweïises der Erscheinung nicht ganz aussichtslos, und. 
er soll angestellt werden, sowie es die Umstände gestatten. — 
Um ein Beispiel für die elektrische Erregung durch eine 
kôrperliche äufere Kraft zu geben, sei der Fall betrachtet, daf 
ein Zylinder von beliebiger Orientirung mit seiner Achse X’ einem 
konstanten mechanischen (z. B. dem Schwere-)Feld parallel auf- 
gestellt oder aufgehängt ist. Bei genügender Länge L ist die 
Lôsung des dabei vorliegenden elastischen Problemes gegeben 


1) S. W. Voigt, Kristallphysik, p. 816. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton. Math.-phys. Kiasse, 1918. Heft 1, 12 
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durch die Werte!) 
27) z=X' (Las, y,= X'(L-a')sl, … 2! = X'(L—a)s!. 


Der Querschnitt x’ — L ist dabei das freie Ende des Zylinders. 
Fällt die Achse X’ mit unserer Achse X zusammen, so wird die 
Formel (120) zu 


(128) M, — —[psu+2gs,+s 


3 


M—Eem,|e 
a 


M, + Em, 


während M, und M, verschwinden. Der Zylinder wird also im. 
homogenen Feld longitudinal homogen erregt werden. Sind die 
Moduln, wie im Vorstehenden geschehen, in Grammgewicht als 
Krafteinheit angenommen, so muB dasselbe mit X geschehen, Im 
Fall der Schwere ist für X die Dichte © des Kristalles zu setzen, 
im Falle der Zentrifugalkraft o V’/Rg, falls V die Lineargeschwin- 
digkeit und À den Krümmungsradius der Bahn bezeichnet. 

Da X.1cm eine Druckkraft ist, so kann man den Faktor von 
X in (128) als einen piezoelektrischen Modul à betrachten?). Sieht 
man die Elastizitätsmoduln als von der Grüfenordnung 10° an 
und berücksichtigt, daf eJa 107, so wird Ô von der Ordnung 
107, während die beobachteten normalen piezoeleltrischen Moduln 
in gleichen Einheïten kaum grôfer sind. 

Trotzdem wird die elektrische Wirkung des konstanten me- 
chanischen Feldes noch schwieriger zu beobachten sein, als die der 
oben behandelten gleichfôrmigen Biegung, weil die Stärke des 
mechanischen Feldes sich kaum auf eine Hôhe bringen läBt, die 
den in der Piezoelektrizität anwendbaren Drucken P von mehreren 
Kilogrammen auf 1cm° entspricht. Im Falle des Schwerfeldes 
steht z. B. an Stelle von P nur das Gewicht von 1 cm° der Kristall- 
substanz, also eine kleine Zahl von Grammen. Und die Anwendung 
der Zentrifugalkraft gibt in realisierbaren Fällen immerhin nur 
eine mäfBige Verstärkung, nämlich einen mäBigen Wert des dafür 
mafgebenden Quotienten V’/Rg. 


1) S. W. Voigt, Kristallphysik, p. 662. 
2) Ebenda p. 817. 


} 


Über die Differentialgesetze für die Erhaltung von 
Impuls und Energie in der Einsteinschen 
Gravitationstheorie. 


Yon 
F, Klein. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 19. Juli 1918.1) 


Durch Fortsetzung der Untersuchungen, die ich der Gresell- 
schaft der Wissenschaften am 25. Januar dieses Jahres vorlegte?), 
ist es mir gelungen, die verschiedenen Formen der Differential- 
gesetze für die Erhaltung von Impuls und Energie, wie sie, für 
die Einsteinsche Gravitationstheorie, von verschiedenen Autoren 
aufgestellt worden sind*), von einem eïinheitlichen Gesichtspunkte 
aus abzuleiten und dadurch, wenn ich nicht irre, in deren Bedeu- 


tung und wechselseitige Beziehung eine wesentlich verbesserte Ein- | 


1) Das Manuskript hat erst Mitte September d. Jahres seine endgültige 
Form erhalten. 

2) Siehe das SchluBheft des Jahrgangs 1917 dieser Nachrichten: ,Zu Hilberts 
erster Note über die Grundlagen der Physik“. 

3) Von Einstein kommen hier in erster Linie in Betracht die zusammen- 
fassende Schrift von 1916: ,Die Grundlagen der allgemeinen Relativitätstheorie® 
(Leipzig) und die Mitteilung an die Berliner Akademie ,Hamiltonsches Prinzip 
und allgemeine Relativitätstheorie“ (Sitzungsbericht vom 26. Okt. 1916), von 
Hilbert die bereits genannte Note (Gôttinger Nachrichten vom 20. Nov. 1915), 
von Lorentz die 4 Artikel, die er auf Grund einer von März bis Juni 1916 
in Leiden gehaltenen Vorlesung im Verslag der Amsterdamer Akademie verôffent- 
licht hat — ,over Einstein’s theorie der zwaartekracht“ —, siehe insbesondere 
Art. III vom April bez. September 1916 und Art. IV vom Okt. 1916 bez. Mai 
1917. Ich neme hier ferner gleich das neuerdings erschienene Buch von Weyl 
nRaum — Zeit — Materie“ (Berlin 1918), auf welches ich mich weiterhin eben- 
falls zu beziehen habe. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1918. Heft 2. 13 
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sicht zu gewinnen. Ich habe, wie man sehen wird, bei der im 
folgenden zu gebenden Darstellung eigentlich üiberhaupt nicht mehr 
zu rechnen, sondern nur von den elementarsten Formeln der klas- 
sischen Variationsrechnung sinngemäBen Gebrauch zu machen. 

Der Kürze wegen knüpfe ich hier gleich, auch in der Bezeich- 
nung, an meine vorige Note an. Als eigentlichen Grund des Fort- 
schritts kann ich dann nennen, daB ich die damals betrachtete in- 
finitesimale Transformation 


(1) dw° = p° 


nicht mehr der Beschränkung unterwerfe, an der Grenze des In- 
tegrationsgebietes in geeigneter Weise (nämlich mit ihren nach 
den w genommenen ersten und zweiten Differentialquotienten p?, 
Pé) zu verschwinden. Dadurch stellen sich bei den in Betracht 
kommenden Integralen Randbestandteile ein, deren nähere Unter- 
suchung alles Weitere liefert. — Für den bestimmten, hier ins 
Auge gefaften Zweck genügt es dabeïi, nur das erste der beiden 
früher betrachteten Integrale zu betrachten: 


(2) I, = [ff Ko. 


Die Betrachtung gliedert sich des weiteren zweckmäBigerweise s0, 
daB ich X zunächst nur als irgend eine Funktion der g, g, 9% 
ansehe, dann als eine (ebenfalls noch nicht näher bestimmte) In- 
variante gegenüber beliebigen Transformationen der Weltparameter 
w, und erst zum Schluf als eine Invariante bestimmter Bauart. 

Indem ich solcherweise (1) auf (2) anwende, entstehen eïne 
. Reïhe von Differentialbeziehungen, denen X identisch genügt. Nun 
erst wende ich mich zur Physik, wobei ich mich nicht mehr, wie 
das vorige Mal, auf den Fall des freien elektromagnetischen Feldes 
beschränke, sondern gleich ein beliebiges ,materielles“ Feld voraus- 
setze. Wenn man den Hilbertschen Ansatz mit dem von Einstein 
kombiniert, kann man die zugehôrigen 10 Feldgleichungen der 
Gravitation bekanntlich in der einfachen Form schreiïben ?): 

de 

1) S. z. B. Herglotz in den Sächsischen Berichten 1916, p. 202, Forme} 
(16). — Der Genauigkeit halber vermerke ich noch, daB die Konstante x (die ich 
in meiner vorigen Note «& nannte) nur dann den dort von mir benutzten Wert 

L1=1387.1077cmra ve 
hat, wenn das zu Grunde gelegte ds? der Dimension und dem Vorzeichen nach 
mit dem dr? der speziellen Relativitätstheorie : 
da? + dy? + de? 
rad 

übereinstimmt, < 


dr? = di — 
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(3) K,,+4T,, = 0, 


unter K,, die durch V9 dividierte, zu I, gehôrige Lagrangesche 
Ableitung nach den g“, unter 7,, die Energiekomponenten der 
Materie verstanden. Der drone zu den verschiedenen 
Formen der Erhaltungssätze ergibt sich dann, ein- 
fach nach dem Prinzip, da8 man in die für das X ab- 
geleiteten Identitäten je nach Belieben —x7,, für K,, 
einsetzt. 


e æ 


$ 1. Infinitesimale Transformation der 9". 


Um dem Leser alle Hülfsmittel der Kontrole an die Hand zu 
geben, schicke ich hier die kleine Zwischenrechnung voraus, welche 
die dg“” bestimmt, die der infinitesimalen Transformation (1) der 
w entsprechen. 
© Ich schreïbe statt (1) zunächst 


WE — avt + p" 
(wo mit dem ,Hülfsvektor“ p und seinen Differentialquotienten 
Py Ps Weiterhin so zu rechnen sein wird, da8 man alle Glieder 
hôherer Ordnung gegen die linearen vernachlässigt). Wir haben 
dann: 
du = du + Y p£ dw'. 


Nan sind die g“’ nach ihrer Definition den Produkten dw“dw’ ko- 
gredient. Daher kommt: 


g (0) = g°(w) + ZX" (w)re + ZX 9" (w)ps. 
Aber 
9" @) = g°(w)+ Ze" (w).p°. 

Es ist nun die Differenz g“’(w)—g"(w), die ich in 
meiner vorigen Note dg“ genannt habe und die ich 


jetzt in Anlehnung an die Hilbertsche Note mit p"” 
bezeichnen werde. Danach ist: 


(4) 09 pl == 2"? p°— gp gg" pE). 


Die Differentialquotienten der p“” nach den w werden weiterhin, 
wie bei Hilbert, mit p}”, pé bezeichnet. 

Ich notiere noch den “ee den p“’ in dem später besonders 
in Betracht kommenden Falle konstanter p° erhält (wo ich dann 
p‘; bez. p° schreibe) : 


13* 
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Be à p = Ep 
T 0 


Es ist in diesem Falle also so, als ob die g“* fest vorgegebene 
Funktionen der w wären (nicht eine durch die jeweilige Transfor- 
mation der w induzierte Substitution erlitten). 


$S 2. Berechnung von 07, unter der alleinigen Voraussetzung, 
dass Æ eine Funktion der g"”, ge”, gé ist. — Ein Hauptsatz. 

Gemeint ist, daB Æ nicht noch explizite von den w abhängt. 
— Wir haben dann für unsere infinitesimale Transformation zu- 
nächst: 

0V9K oVak ,, 0V9K 
OM EUIIE Ef LU +2 TT men 
ôg 09e 06 O6 
+ [ff Va Æ (dur dun na + + pi dut du du) ; 
as ist für dw!dw!dw® dwY geschrieben, das dreifache Integral in 
bekannter vektorieller Weise über den Rand des Integrationsge- 
bietes von JZ, zu erstrecken. 

Hier werden wir nun die unter dem vierfachen Integral auf- 
tretenden Differentialquotienten p{”, ph nach dem alten Verfahren 
von Lagrange durch einmalige, bez. zweimalige partielle Integra- 
tion fortschaffen, dann p“” durch seinen Wert (4) ersetzen und die 
dadurch hereinkommenden Differentialquotienten p; und ” durch 
eine vierte partielle Integration beseitigen. Wir finden so: 


à \/g K? 
nm o1=-ffalwarrr2s NE)r.as 
T uv 
A 
wo folgende Abkürzungen eingeführt sind: 


1) X,, ist die schon in (3) benutzte, durch Vg dividierte, La- 
grangesche Ableitung : 


.. Cr) (ae) ” 


gg ë ae et = Out ow° 


EU En 


2) KZ die Ho lineare Kombination der K,,: 
1C) = 2 Æ,:9"; 


8) €° für 6 — 1,2, 3,4, je ein fünfgliedriger Rd den 
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. ich vorab so schreïbe (indem ich den Term, der von der vierten 
partiellen Integration herrührt, besonders hervorkehre) : 


@0) # = +22 K°p 
T 
Hier ist dann 
4) n° noch ein viergliedriger Ausdruck: 
| (DE) 
ôK 1 doc 
11 Hp — = av = D + mé Q 1714 
Qi) w p° D er? T2 op r À ar 


Das in dem neuen Ausdruck (7) von Ô I, voranstehende vier- 
fache Integral soll fortan, nach Weglassung des Minuszeichens, 
das Integral À genannt werden. 

_  Ferner werden wir das in (7) auftretende dreifache Integral 
durch elementare Divergenzbildung in ein zweites vierfaches 
Integral verwandeln 


a) HAE Eu 


welches das Integral B genannt werden soll. 


Also 
(13) ÔI, — —A+B. 

Hier bietet sich nun die wichtigeBemerkung, daf 
A = B wird, wenn wir die p° konstant, also — y’, 
wählen. | 


In der Tat verschwindet dann der ursprüngliche Wert (6) von 
ÔI,, weilX diewnicht explizite enthält, unter Benutzung 
der in (5) angegebenen Werte der p*” identisch. 

Aus À = B aber schliefen wir bei der vollen Willkür, die 
hinsichtlich der Wahl des Integrationsgebietes besteht, daf auch 
die Integranden von À und B übereinstimmen müssen. Wir haben. 


Vie 
spores ie), UE 
ve 


(14) 


E OVIÆ 
= 2 +22 ow. Ÿ 
Diese Identität soll weiterhin der Hauptsatz heiBen. 


Wir kônnen natürlich die Glieder mit K° beiderseits weg- 
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heben. Wir wollen dann noch r° folgendermafen als Funktion 
0 
der p° anschreiben: 


(15) j =25 Ur 


(wo wir rechter Hand die 2 zusetzen, weil es später angezeigt ist, 
durch eine 2 zu dividieren). Dabei ist (unter Benutzung der üb- 
lichen Bezeichnung 0? für 1 oder 0, je nachdem 6 = r oder 6 +5): 


ô V9 K 

ôK Cp'e 1 a 0960 } 
16) 205 = K0-5 De F2 se de 
ke uv 09 uve ee sx V9 . cr 


Der Hauptsatz aber nimmt folgende Form an: 


a?) Sr 335 0VTE etes 
uv me PEN 


Die auf der linken Seite stehenden Ausdrücke sind also in ele- 
mentare Divergenzen umgeformt. 


$ 8. Vereinfachte Schreibweise der Formeln. — Eine Erwei- 
terung des Hauptsatzes. 


Ich habe im vorigen $ die Schreibweise so gewählt, wie sie 
für ihre spätere invariantentheoretische Auswertung geeignet scheïnt 
und übrigens alter Gewôühnung entspricht. — Inzwischen läBt sich 
nach Einsteinschen Vorschlägen Vieles dabei abkürzen:; 

1. Es wird schon manches eingespart, wenn man das Produkt 
von \/ÿ mit einer durch einen groBen lateinischen Buchstaben be- 
zeichneten GrôBe durch den entsprechenden deutschen Buchstaben 
ersetzt. Also: 


Va K durch &, Vo K,, durch R,,, V9 2 durch 8, Vg U? durch U£. 


(Im Sinne dieser Verabredung wird es liegen, eine eleméntare 
Divergenz so zu schreiben: 
0 ONE V0 OT 


Ow! Ouwll 0wU Owi 


(18) =) Div. 
Hier sollen fernerhin die 47... nur von den 4”, g/” abhängen, 
so daf unsere Div ein spezieller Fall der bisher betrachteten 
Funktionen & ist.) 

2. Ferner kônnen bei den Summenzeichen die Summations- 
buchstaben weggelassen werden, indem man bemerkt, da immer 
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nach denjenigen Indizes summiert wird, welche zweimal (einmal 
oben und einmal unten) vorkommen. 

8. Endlich kônnen aus demselben Grunde auch noch die Sum- 
menzeichen selbst weggelassen werden. 

Wir werden von der so verabredeten Kurzschrift mehr oder 
minder Grebrauch machen, sobald es uns pañt. Die Formeln (17) 
z. B. schreiben sich dann 50: 


ous 
dw° 

Im Zusammenhang damit gedenke ich gleich einer bemerkens- 
werten Verallgemeinerung der Formeln (17), bez. (19). 

Für die soeben eingeführten Divergenzen (Div) werden in be-_ 
kannter Weise die Lagrangeschen Ableitungen identisch ver- 
schwinden : 

(20) Div, = 0. 


Setzen wir also in (19) statt R,, die Lagrangeschen Ableitungen 
einer Funktion $*, die mit 8 durch eine Gleichung zusammenhängt : 
(21) & = R+ Dir, 

so bleibt die linke Seite von (19) ungeändert, während auf der 


rechten Seite statt M? eine neue Funktion U*° auftritt. Wir haben 
dann 


(22) Su ge = 


(19) Rudi = 2 


ou*? 

dw° 

Die Formel (19) ist damit in bemerkenswerter Weise 
verallgemeinert. (Natürlich unterscheiden sich die U* von 
den U? bei festgehaltenem r nur um Terme, deren elementare Di- 


vergenzen ÿ 


_ identisch verschwinden). 


$ 4 Invariantentheoretische Gesichtspunkte. 


Wir werden jetzt — im Sinne der allgemeinen Relativitäts- 
theorie — annehmen, da X gegenüber der Gruppe aller Trans- 
formationen der w (die wir uns natürlich durch Hinzunahme der 
entsprechenden Umsetzungen der g“ ,erweitert“ denken müssen) 
invariant sei. 

Indem do von Hause aus eine Invariante ist, gilt dasselbe 
von dem Integrale I. 

K,, erscheint als kontragredienter Tensor; der Komplex der 
16 GrôBen K° als gemischter Tensor. 
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Ferner werden wir (indem.wir den Hülfsvektor p immer so: 
transformiert denken, wie die dw) die s°, 7° als RoBreHIEute Vek- 
toren bezeichnen dürfen. 


Wenn wir À nunmehr so schreiben: 


FD "+25 VE 
(23) Pl F ee 


erscheint das mit den verschiedenen p° multiplizierte Grôfensystem 
als kontragredienter Vektor (es ist, im Sinne meiner vorigen Note, 
die ,vektorielle Divergenz“ des Tensors X,,). 


Entsprechend gewinnen wir aus B eine Invariante: 


(24) | re 


wir werden sie (wieder im Sinne meiner vorigen Note) als ,ska- 
lare Divergenz“ des (mit Hülfe des Vektors p gebildeten) Vektors 
e bezeichnen. 

Nicht minder werden die beiden Bestandteile von (24): 


oVyn UPS K°2°) 
(28) DE = Mooir- ur à 
für sich genommen Invarianten sein. 


Wie aber ist es mit den U”, die unter der Voraus- 
setzung konstanter p° (= p°) abgeleitet waren? 

Konstante p° bleiben nicht mehr bei beliebigen Transforma- 
tionen der w, sondern nur noch bei den ,affinen“ Transformationen: 


uw — ui +... a. uw + ce 


w 


konstant. Man denke sich die g‘”’ natürlich entsprechend (also li- 
near mit konstanten Koëffizienten) transformiert. 

Wir werden dann sagen dürfen 

U° ist ein gemischter Tensor der so erweiterten 
affinen Gruppe. 

Dies hindert nicht, da nach unseren Gleichungen (4), (17} 
und der Schreibweise " der von den p° unabhängige Ausdruck 


(26) ACER 


- 


ein kontragredienter Vektor der allgemeinen Gruppe ist: 


où 
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Es ist dies ein sehr merkwürdiges Sachverhältnis, welches für 
die später folgenden Ausfübhrungen grundlegend ist. 

Nimmt man noch nach (21) statt 8 irgend ein &* und  fügt 
die Voraussetzung hinzu, da die in (18) auftretenden %...%I" 
gleich den mit Vg multlizienien Komponenten eines Vektons 
W1... WI der affinen Gruppe sein sollen: 


(27) B° — y W°, 


so wird genau dasselbe Sachverhältnis bei den allgemeineren Aus- 
drücken 


(Va (U* +K°)) 


(28) D 


5 
statthaben. 


65. Identitäten, denen unser Æ als Invariante der allgemeinen 
Gruppe genügt. 


Wir verfolgen jetzt den Gedanken: weil Æ eine Inva- 
riante unserer allgemeinen Gruppe ist, folgt, bei 
beliebigen Werten der p°: 


(29) 1, = 8 [{]f Kdw = 0 

(Umgekehrt, wenn bei beliebigen p” die Relation (29) statt hat, 
wird Z, und damit X eine Invariante der allgemeinen Gruppe sein. 
Denn alle endlichen Transformationen der w° setzen sich doch aus 
den infinitesimalen dw° — p° zusammen). 

Wir erhalten damit aus den Formeln der $ 2, 3 eine grofie 
Anzahl von Diferentialbeziehungen, denen die Invariante Æ (die 
noch gar nicht individualisiert ist) identisch zu genügen hat. 

1. Wir nehmen, wie in meiner vorigen Note, die p° so, — 
ohne sonst ihre Willkür zu beschränken —, daB der Vektor &° und 
damit das zugehürige “Raudntenrnl schlechthin wegfällt. Hierzu. 
gehôrt offenbar, daf p°, p” und pe ‘hilene dem Rande verschwin- 
den, d.h. das Nullsein von ?’, Dés Ps Dann kommt also gemäf 
(13) À = 0, d.h. bei beliebigem Integrationsgebiet und beliebiger 
Annahme der y” im Inneren des Gebietes. Wir schlieBen gemäf 
(23), daB die vektorielle Divergenz des Tensors K,. 
identisch Null sein mu. In Formeln: 


oVÿK° 
VW3E, 9423 Ve 
Va 


(80) = 0, (für r — 1,2,8,4). 
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Es sind dies die Identitäten (12) meïiner vorigen Note, die ich jetzt 
die Identitäten À nennen werde. — Man mache sich klar: 
da es sich um einen Vektor handelt, werden die linken Seiten 
von (30), aufgestellt für ein beliebiges Koordinatensystem, gleich 
wohlbekannten linearen Kombinationen ihrer ursprünglichen Werte 
sein. Das Verschwinden der transformierten Ausdrücke besagt 
also gar nichts anderes als das Verschwinden der ursprünglichen 
Ausdrücke. 

2. In Folge der Identitäten (30) fällt jetzt das Integral À 
bei beliebigen p° weg. Also verschwindet gemäB (13), (29) 
immer auch das Integral B. Wieder überlegen wir, daB das In- 
tegrationsgebiet und der Vektor p° ganz beliebig angenommen 
werden kônnen. Es folgt, daB der Integrand von B, d.h. die 
skalare Divergenz des Vektors s identisch Null sein muñ: 


(1) ee 


oder, was dasselbe ist: 


an _ SVG HD EE LG 


In dieser einen Formel (31) und (31') sind bei der Willkür der 
p° noch sehr viele Einzelgleichungen enthalten. Man betrachte die 
Terme, welche aus > Æ°p° bei der Differentiation entstehen und 
überlege, da8 n° aus Gliedern aufgebaut ist, welche beziehungs- 
weise die p“”, p{’ linear enthalten, während die p“” selbst wieder 
linear in den p und ïhren nach den w genommenen Differential- 
quotienten sind. Aber die n° werden in (31), bez. (31') noch ein- 
mal nach den w° differentiiert. Wir schlieBen, daf die linken 
Seiten von (31) und (31’) homogen linear in den p° und ihren 
nach den w genommenen ersten, zweiten und dritten Differential- 
quotienten sind. Da diese alle unabhängig von einander angenom- 
men werden kônnen, haben wir im Ganzen 


! 181450 
AfirarS+re 


Il 


Tag) = 140 


Gleichungen. Ich werde diese die Identitäten B nennen. 

Es verlohnt sich, diese 140 Gleichungen wenigstens schematisch 
anzusetzen. Ich werde mit der oben, in (15), eingeführten Bezeich- 
nung nicht in Widerspruch sein, wenn ich schreibe: 


(82) n° = 2 Up +Z 0" pio + X Ur” Poor) 
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{je zu summieren über alle zweimal vorkommenden Indizes. In- 
dizes, welche durch kein Komma getrennt sind, sind vertauschbar, 
nicht so die durch die Komma getrennten. Danach gibt es 
16(1+4+10) — 240 GrôBen U).— Die Gleichung (31) wird sich 


nun, indem ich den voranstehenden Faktor is weglasse und für 
Es g 
Vg U wieder 1 schreibe, folgendermafen zerlegen:” 


1) 4 Gleichungen, welche den Termen mit p° entsprechen: 


(83) ne, 19 = 0 
2) 16 Gleichungen, welche den Termen mit p£ entsprechen: 
(4) UHR +TUT = 
6’ 


8) 40 Gleichungen, welche den Termen mit p£,, entsprechen: 
(85) MT RU RS ee 0 ee 0, 
3 6 


4) 80 Gleichungen, welche den Termen mit p£,,, zugehôren: 
(36) LA CURE PA à PAR PAR 


Die Abhängigkeiten, die zwischen diesen 140 Grlei- 
chungen B bestehen môgen, habe ich nicht untersucht. 

Im Übrigen ergeben sich nun unmittelbar folgende Schluf- 
folgerungen: 

a) Die Identitäten À (— (30)) und die B (— (33), (34), (35), 
(36)) ergeben zusammen die hinreichenden Bedingungen, da 
eine Funktion K der g“’, Jen Je eine Invariante unserer allge- 
meinen Gruppe ist. 


b) Aber die linken Seiten von (33), multipliziert mit Rs 


sind wegen des Hauptsatzes von $ 2 mit den linken Seiten von 
(30) direkt identisch. 

c) Also sind die B allein die hinreichenden Bedingungen für 
die Invarianz von X. 

d) Die À allein aber sind es nicht. Denn die Gleichungen À 
werden auch bestehen, wenn man X durch K* — K + Div ersetzt, 
— allgemeïner, wenn Æ eine solche Funktion ist, die sich bei be- 
liebiger Transformation der w immer um eine Divergenz vermehrt. 

e) Daher sind die Identitäten B nicht etwa allgemein aus re 
A ableitbar. 


Für uns gehôren aber doch, mit Rücksicht auf die zu ent- 
wickelnden physikalischen Schluffolgerungen, die À in die erste 
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Reïhe. So müge noch, einmal der drei Formen gedacht werden, 
die sie nach dem Früheren annehmen kônnen: 


/Tdentitäten À,: w #+ = +XEK,,g® = 0, 
4 nie für Tr — 
I t Ast — = (0 
s) dentitäten À4;: & — À ———— ; 1,2, 3,4 
*O 5 
rdsatibéte sa À game eo 


Ich habe dabei nur, was weiterhin zweckmäfig scheint, immer die 
Terme mit den R? vorausgenommen und übrigens wieder solche 
Zahblenfaktoren zugefügt, daB linkerseits alleweil dieselben 4 Vek- 
torkomponenten stehen. 


8 6. Übergang zu dén Erhaltungssätzen. 


Was ich im Verfolg des systematischen Gedankenganges jetzt 
noch über die besondere Bauart der Invariante K, wie sie der 
modernen Gravitationstheorie zu Grunde liegt, zu sagen hätte, 
schlieft sich so eng an Einsteins einschlägige Untersuchungen an, 
da ich es lieber bis zum folgenden $ verschiebe und hier gleich: 
den prinzipiellen Übergang zu den Differentialgesetzen der Erhal-- 
tung von Impuls und Energie und eine Übersicht über die ver- 
schiedenen Gestalten, in der diese Gesetze in der Literatur her- 
vorgetreten sind, folgen lasse. Für das materielle Feld, mit dem 
wir uns jeweils beschäftigen, lauten bei unserer Bezeichnung die. 
10 Gravitationsgleichungen, wie ich schon in der Einleitung unter 
(3) bemerkte, besonders einfach. Ich werde hier gleich statt der 
lateinischen Buchstaben deutsche setzen und habe dann 


(38) Le 2 Rue = 1} 
Statt dessen kann ich natürlich auch die 16 Gleichungen schreiben: 
(39) RAT — 0! 


Alles, was wir nun zu tun haben, ist, daB wir die hier- 
aus folgenden Werte der R,, bez. der 82 in die für die 
Invariante K aufgestellten Identitäten einsetzen. 
Die Sache ist so einfach, daf ich die Ergebnisse gleich tabella- 
risch zusammenstellen und erläutern kann. 

Ich beginne mit den Identitäten 4,—A4, (37): 


1) Es den À, folgt durch Division mit ste 


VW. 
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0Æ, 
(40) nets Log. y = 0. 
Es sind dies die Erhaltungssätze für die Energiekomponenten des 
materiellen Feldes als solche, wie sie sich überall in der Läiteratur 
vorfinden. 
2) Ich kann natürlich auch schreiben, was gewissermafen neu 
ist: 


oT ! : 
(41) 2 5 2 2 Rd =4 }} 


3) Hiermit vôllig gleichbedeutend ist es, wenn ich den 4; ent- 
nehme : 
ô ( = 2 u:) 
(2) E———" 7 =0 


ow 


Dies sind dem Wesen nach die Erhaltungssätze, wie sie Lorentz 
in Teil III seiner eingangs genannten Artikelreihe aufgestellt hat, 
cf. daselbst p.482, Formel (79). (Die direkte Identifizierung ist 
nur insofern etwas weitläufig, als Lorentz das Ô I, zunächst nicht 
nach den 09 sondern den dg,, geordnet hat; es kann aber an: 
der Übereinstimmung nicht gezweifelt werden, weil er zu ihrer 
Gewinnung von derselben infinitesimalen Transformation dw° — ei 
(mit konstanten p°) roue die uns zu den HdenHtiiqn Àp ge- 
führt hat). 

4) Endlich schreiben sich dieselben Relationen gemäf dem À, 
auch: 

o(z-7u) 

(43) SIRET made 6 


Man hat das K* (Formel (21)) und damit zusammenhängend die 
U*° nur noch zweckmäfig zu partikularisieren, um die bekannten 
Æinsteinschen Formeln zu:erhalten: 

0 (7 + 1°) 
(44) EEE 0. 
Das Nähere wird im folgenden Paragraphen noch darzulegen sein. 
Jedenfalls versteht man schon hier, daB die linken Seiten der Ein- 
steinschen Relationen, multipliziert mit V4, ebenso Vektorkompo- 
nenten darstellen, wie die mit ihnen genau übereinstimmenden 
linken Seiten von (41), (42). Ich hebe das nur defhalb hervor, 
weil die Sachlage nicht überall klar erkannt zu sein scheint. 
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Wir gehen nun zu der ursprünglichen Zusammenfassung (31), 
(81') der Identitäten B zurück: 


oVgs° OVy(n +22 K;p) 
Cage == > = ==; D 2 =] = 0 
F F ui 
Indem wir hier für KX% den aus den Gravitationsgleichungen des 


Feldes folgenden Wert — x T° eintragen, tritt an Stelle des Vek- 
tors &° ein neuer Vektor, der e° heifen mag: 


(45) e = 7 —-2xD Tip 

Dieser neue Vektor ist nun, wie ich behaupte, genau der- 
jenige, den Hilbert in seiner Note — unter Beschrän- 
kung auf den elektromagnetischen Fall — als Ener- 


gievektor bezeichnet hat (so da8 die Erhaltungssätze für 
Hilbert in die eine Gleichung 


(46) RUE A 


zusammengefaft sind). 

Zum Beweise bemerke ich: 

a) Was den von der ,Materie“ herrührenden Teil in (4), à also 
den Term —2x > T°p° A so stimmt dieser, wenn ich nur x 
in Anlehnung an Hilbert gleich 1 setze, nach gehôriger Umän- 
derung der Bezeichnung mit den Angaben, welche Hilbert in For- 
mel (19) seiner Note und in den sich anschliefenden Sätzen macht, 
ohne weiteres. 

b) Sodann, was den ,Gravitationsteil“, das n°, betrifft, so hat 
mir schon vor längerer Zeit Herr Freedericks die zunächst unüber- 
sichtlich erscheinenden Terme, wie sie Hilbert I. c. in den Formeln 
(8), (9) und (14) angibt, rechnerisch zusammengezogen und ist da- 
bei genau auf den Ausdruck gekommen, den ich in (11) als 7° ein- 
geführt habe. — 


Nun sieht die Formel (46), auch wenn ich den Faktor mis 


abtrenne, zunächst ganz anders aus, als die Formeln (42), (3). 
Die Sachbeziehung aber ergibt sich ganz klar, wenn ich (46) 
nach dem Schema (33)—(36) in 4 + 16 + 40 + 80 Gleichungen aus- 
einanderziehe : 

Die ersten 4 Gleichungen werden lauten: 


(47) >> (U; 6 — X Re à, TE 0, 


stimmen also genau mit den Gleichungen (42) überein. 
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Die folgenden 16 Gleichungen werden lauten: 
(48) U— x + DU = 0. 
6! 


Dies ist nur eine besondere Schreibweise der Feldgleichungen (39), 
denn U?+ > U7° ist nach (34) mit — 8? identisch. 

Die dann noch verbleibenden 40 + 80 Gleichungen aber stimmen 
ohne weiteres mit den Identitäten (35), (36) überein; sie haben 
mit dem materiellen Felde, welches wir gerade betrachten, gar 
nichts zu tun. 

Im Grunde reduziert sich also die Hilbertsche Aussage (46) 
auf die Erhaltungssätze (42); was dazu tritt, sind ohnehin bekannte 
Gleichungen. Dafür hat die Aussage den Vorzug, daf sie nicht nur . 
selbst etwas invariantentheoretisch einfaches behauptet, sondern 
daB auch die in ihr auftretende Grôfe e° invariantentheoretisch 
‘kurz charakterisiert werden kann: sie ist ein den Hülfs- 
vektor p° enthaltender, im Übrigen aber von den 7,, 
den XK,, und deren Differentialquotienten abhängen- 
der kogredienter Vektor. — 

Mit den im vorliegenden $ gemachten expliziten Angaben über 
die verschiedenen Formen der Erhaltungssätze, ist, wie man sieht, 
genäu präzisiert, was in den Nummern (6)—(8) meiner vorigen 
Note nur erst mehr unbestimmt ausgedrückt war. 


8 7. Nüheres über die Einsteinsche Formulierung der 
Erhaltungssätze. 


Ich habe nun noch nachzutragen, wie man die von mir mit 
K* bezeichneten Grôfe partikularisieren muf, um zu Einsteins 
Schlufformeln : 
Ô (&° ++) 


(4) EEE = 0 


zu kommen, auch noch einiges darüber zu sagen, welche Verein- 
fachung dat erzielt ist. 

Ich beziehe mich dabei am liebsten auf Einsteins oben DRE 
Darstellung in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie von 
Oktober 1916. Einstein geht dort davon aus, daf die Invariante 
K (die er — G nennt) die zweiten Differentialquotienten der g“” 
nur linear enthält, multipliziert mit Funktionen der 9“ selbst. 
Man kann daher besagte Differentialquotienten aus dem Integral 


Il = 14 ji 1 [f Kdœ durch partielle Integration wegschaffen, also 
(49) K — — G*+Div 
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setzen, wo G* eine Funktion nur der ersten Differentialquotienten 
ist. Insbesondere gibt Einstein für G* den Wert: 


50) G* = — 2 A re, var 1e pui ; 


unter — 1%, die sogenannten Symbole zweiter Art verstanden: 


h'4 4 | Pur Pie M (ee 0 NE te) à) 
(51) ) à 2 EL + Sw — on") * 


Augenscheinlich ist diesen G* bei affinen Transfor- 
mationen der winvariant. 

Die ferneren Einsteinschen Schlufformeln folgen nur ohne 
weiteres aus unseren früheren Ansätzen, wenn wir 


(82) K* = — G*, also * = — G* 


setzen; wir müssen nur hinterher noch, um volle Übereinstimmung 
zu haben, 
ne "1 
nehmen. 
Es handelt sich eigentlich nur mehr um zwei Punkte: 


a) Nach (21) haben wir 
(53) Rs = — GO, 


uv 
Aber G*, stellt sich, weil @* nur die Differentialquotienten erster 


Ordnung der g“’ enthält, formal einfacher dar, als die &,,: 
(D) 
(54) HEURES US APE 


Als solche treten die —G@}, bei Einstein in der Tat statt der &,, 
in den Feldgleichungen auf (Formel (7) seines Artikels). — Man 
wird sagen dürfen, da8 durch Einführung der — G*, eine besondere 
Eigenschaft der R,, nämlich keine Differentialquotienten der g“” 
von hôherer als der zweiten Ordnung zu enthalten, sichtbar her- 
vorgekehrt ist. | 

b) Ferner haben wir nun für die U*? nach (16), (22) die eïin- 
fachen Formeln 


% 
65) ue = 4 (ore-5 rot) 


1) Vergl. die Durchführung der Zwischenrechnung auf p.110, 191 des Weyl- 
-schen Buches. 
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Diese U*? sind gegenüber den allgemeinen U? tatsächlich gekürzt, 
aber das Resultat der Divergenzbildung 


ou“ 
DE ra 0w° 
ist doch wieder dasselbe. Also auch hier bringt die Reduktion 
der Formeln nur die Vereinfachung zur klaren Anschauung, welche 
das für uns in Betracht kommende SchluBergebnis in Folge der 
Bauart von Æ ohnehin besitzt. 


Die durch (55) definierten —U*, dividiert durch 
x, sind nun ohne weiteres die Einsteinschen t: 


(66) pu Le ne 


. In der Tat gibt Einstein in Formel @0) seiner Abhandlung — auf 
Grund einer ganz anders angelegten Rechnung —, indem er x — 1 
nimmt, für seine t genau die in (55) rechter Hand stehenden Werte. 


Tragen wir dementsprechend in (43) für die _ u*? die t? 


ein, so erhalten wir die Gleichungen (44), w. z. b. w. 


Ich wünsche diesen Entwickelungen noch einen kleinén Zusatz 
zu geben. In seinen ,Kosmologischen Betrachtungen zur allge- 
meinen Relativitätstheorie“) hat Einstein bekauntlich den Vor- 
schlag gemacht, die fundamentalen Feldgleichangen der Gravitation 


dahin zu modifizieren, daf — in unserer Bezeichnung — vtass (3) 
geschrieben wird 
(57) KA +AaT,, = 0, 


unter À eine Konstante verstanden. Da 


ag V9 = —Ÿ9u 
so kônnen wir (57) auch so schreiben 
(63) K,,+uT,, = 0, oder auch K°+x T° — 0, 
LA 
(69) K = K+21. 


Nun gelten für dieses X alle die Voraussetzungen, 


1) Sitzungsberichte der Berliner Akademie vom 8. Februar 1917. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1918. Heft 2. 14 
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auf die wir in den Paragraphen (2)—(5) dielIdentitäten 
für K aufgebaut haben. Wir kônnen also beispielsweise für 
das X gleich die Identitäten (37) anschreiben, in denen wir die 
U° nur durch die U° zu ersetzen haben, wo gemäf (16) 


(60) Ur — Ur+10, , 
sein wird. Wir bekommen also auch Erhaltungssätze, wie früher, 
etwa der Formel (42) entsprechend 


o(t:-W) 
# 


(61) À 
wo wir nun noch das U° abändern môgen, indem wir statt X 
(62) K* — K+Div 


setzen. Speziell wollen wir fur K*, gemäB unseren neuesten Ent- 
wickelungen 


(63) — G* = — G*+21, dh. —©* — — G* + 21 \g 


nehmen. Schreiben wir dann unter Übertragung von (57): 


40 (B%X 50  G* , 
(64) = s(Gra-> Sn), 
so werden wir, wenn wir x — 1 setzen, nunmehr 
. rt) 
(65) Es =e10 


haben. Dies entspricht der Angabe, die Einstein in seiner neuesten 
Publikation macht . 


£& 8& Schlussbemerkung. 


Die Beziehungen, welche die so weit gegebenen Entwicke- 
lungen zu den von mir zitierten Arbeiten von Einstein, Hilbert 
und Lorentz und Weyl haben, sind im einzelnen noch enger, als 
durch den blofen Vergleich der SchluBresultate hervortritt. Viele: 


1) Sitzungsberichte der Berliner Akademie vom 16. Mai 1918, p. 456. 
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Formeln, die bei mir in den Zwischenüberlegungen auftreten, finden 
sich auch dort, nur nicht in dem von mir eingehaltenen einheit- 
lichen Gedankengange. Es ist sehr interessant, dies im einzelnen 
zu verfolgen. Am nächsten stehen meinen Entwickelungen wohl 
diejenigen von Lorentz, der sich dann aber bald auf solche infini- 
tesimale Transformationen dw° = p° beschränkt, deren p° von den 
w unabhängig sind. Einstein betrachtet solche p”, die affinen Trans- 
formationen der w entsprechen, Weyl (wie ich selbst in meiner 
vorigen Note) solche p°, die im übrigen willkürlich sind aber am 
Rande des Integrationsgebietes in geeigneter Weise verschwinden !). 
Ich darf auch nicht unterlassen, für fôrdernde Teilnahme an 
meinen neuen Arbeiten wieder Frl. Noether zu danken, welche 
die mathematischen Gedanken, die ich in Anpassung an die physi- 
kalische Fragestellung für das Integral I, benutze, ihrerseits all- 
- gemein herausgearbeitet hat und in einer demnächst in diesen 
Nachrichten zu verôffentlichenden Note darstellen wird ?). 


1) So schon in einem Aufsatze ,Zur Gravitationstheorie“ (in Bd. 59 der An- 
nalen der Physik), der vor meiner Note abgeschlossen aber erst nach ihr verôf- 
fentlicht wurde. 

2) Die Hauptsätze von Fri. Noether habe ich bereits am 23. Juli der Ge- 
sellschaft der Wissenschaften vorgelegt. s 
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Über die Verteilungen zweïier Atomarten in den 
regulären, Frankenheim-Bravaisschen Raumgittern. 


Von 


G. Tammann. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Juli 1918. 


Zwei Atomarten kônnten in einem Raumgitter regelmäfig 
oder unregelmäfig, wie in isotropen Phasen entsprechend den 
Forderungen der Wahrscheinlichkeitstheorie verteilt sein. Die 
zweite Art der Verteilung kann für stabile Mischkristalle nicht 
zutreffen, denn die Erfahrung lehrt, daB bei hinreichend tiefer 
Temperatur die Einwirkung chemischer Agentien, die nur auf eine 
der beiden Atomarten wirken künnen, sich in einer Mischkristall- 
reihe nur bis zu einer bestimmten Konzentration der inaktiven 
Atomart erstreckt. Diese Einwirkungsgrenzen liegen für zwei 
Atomarten, welche das 14-Punktgitter besetzen, bei Atombrüchen, 
die Vielfache von 4 sind. 

Wären die beiden Atomarten regellos verteilt, so kônnten 
scharfe Einwirkungsgrenzen nicht beobachtet werden, und noch 
weniger wäre zu erwarten, da8 dieselben bei Atombrüchen liegen, 
die Vielfache von £ sind. 

Es muf also die Verteilung zweier Atomarten in einem Raum- 
gitter eine regelmäfige sein, und es entsteht die Frage, in welcher 
Weise die Atomverteilung bestimmt werden kann. 

Bei der Ausscheidung eines Mischkristalles aus seiner Schmelze 
haben die beiden Atomarten, die in der Schmelze in jedem Moment 
in zweifacher Weise ungeordnet sind, indem sowohl betreffs der 
Differenzen ihrer Raumkoordinaten als auch betreffs ihrer Ver- 
teilung vollkommene Unordnung herrscht, sich in ihr Raumgitter 
zu begeben und sich hierbei auBerdem noch regelmäfig zu ordnen. 
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Wenn auch die Atome im ersten Momente bei schnellerer 
Kristallisation nicht beiden Forderungen werden genügen künnen, 
sondern zuerst in ziemlich regelloser Verteilung die Punkte ihres 
Gitters besetzen werden, so besteht doch bei Temperaturen in der 
_ Nähe des Endes der Kristallisation Diffusion in den Mischkristallen : 
die beiden Atomarten sind imstande ïihre Plätze zu wechseln, 
wodurch alle Fehler in der regelmäfigen Atomverteïilung im Gitter 
korrigiert werden kônnen. Allerdings wird in Folge dieses Platz- 
wechsels die regelmäBige Verteilung in einzelnen Bezirken beständig 
gestôrt werden, sie wird sich aber auch sehr bald wiederherstellen. 
Die momentane Verteilung beider Atomarten wird also um die 
fehlerlose regelmäfige schwanken. Mit abnehmender Temperatur 
werden diese Schwankungen an Zahl abnehmen und schlieflich, 
wenn der Platzwechsel beider Atomarten aufhôrt, verschwinden. 

Daf bei den Temperaturen unserer Umgebung der Platzwechsel 
beider Atomarten praktisch für Mischkristalle, deren Schmelzinter- 
valle bei hohen Temperaturen liegen, verschwindet, folgt daraus, 
daf die Einwirkungsgrenzen solcher Mischkristalle wochen- und 
monatelang sich nicht zu hôheren Konzentrationen der inaktiven 
Atomart verschieben. 

Nach langsamer Abkühlung eines Mischkristalls, in dem sich 
bei hoher Temperatur die regelmäBige Verteilung beider Atom- 
arten im Wesentlichen hergestellt hat, kann also eine sehr regel- 
mäfige Verteilung ohne merkliche Schwankungen dauernd bestehen. 

Zur Definition der regelmäfigen Verteilung gelangt man auf 
folgendem Wege. 

Bei gut ausgebildeten Mischkristallen hat sich ergeben, da8 
sich ihre Formen von denen der Kristalle ihrer Komponenten nicht 
unterscheiden. Hieraus folgt, da in gleichwertigen Richtungen 
die Eigenschaften der Mischkristalle im allgemeinen ebenso ein- 
ander gleich sind wie die der unvermischten Kristalle. Allerdings 
gibt es auch Ausnahmen. An Mischkristallen, deren Komponenten- 
regulär kristallisieren, hat man in manchen Fällen Doppelbrechung 
beobachtet, also eine Abweichung vom Verhalten der unvermischten 
Kristalle. Abgesehen von diesen abnormen Mischkristallen wird 
die Verteilung beider Atomarten auf den Gittergeraden gleich- 
wertiger Richtungen dieselbe sein müssen; denn würden Abwei- 
chungen auftreten, so müften entsprechende Abweichungen auch 
in den Eigenschaften gleichwertiger Richtungen zu beobachten sein. 

Durch die Forderung gleicher Verteilung auf gleichwertigen 
Gittergeraden ist die Atomverteilung noch nicht eindeutig bestimmt, 
denn es gibt Reihen von Verteilungen, welche dieser Symmetrie- 
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Forderung entsprechen. Bringt man aber zu dieser Forderung 
noch die bestmôglicher Durchmischung, die sich im Temperatur- 
gebiet lebhaften Platzwechsels beider Atomarten jedenfalls her- 
stellt, so wird ihre Verteilung eine bestimmte. 


Suchen wir beide Forderungen in einer Formulierung zu ver- 
binden. 


Die Verteilung beider Atomarten muf auf den Gittergeraden 
jeder Richtung dem Mischungsverhältnis beider Atomarten ent- 
sprechen, denn auf den Gittergeraden liegen alle mit Atomen be- 
setzten Punkte des Gitters. Die Gittergeraden einer Richtung 
werden sich zu Gruppen von Geraden mit gleicher Besetzung zu- 
sammenfassen lassen, oder die Gesamtheit aller Geraden einer 
Richtung besteht aus einer Wiederholung von Gruppen der Gre- 
raden mit gleicher Besetzung: Der Symmetrieforderung nach 
werden also in gleichen Richtungen die Gruppen der Gittergeraden 
gleicher Besetzung dieselben sein müssen und das Mischungsver- 
hältnis beider Atomarten in einer Gruppe entspricht dem im ganzen 
Gitter. 


Diese aus der Symmetrie des Mischkristalls sich ergebende For- 
derung kann mit der aus dem Diffusionsvermügen folgenden in Ein- 
klang gebracht werden, indem man fordert: 1. daf Anhäufungen 
gleicher Atome auf den Geraden nicht vorkommen. Als Anhäufung 
sind die Aufeinanderfolgen von je zwei, je drei u.s.w. gleichen 
Atomen beider Atomarten zu bezeichnen. Und 2. daf die Zahl der 
Gittergeraden einer Gruppe eine minimale ist. Für zwei nicht gleich- 
wertige Richtungen wird die Zahl der Gittergeraden einer Gruppe 
im allgemeinen nicht dieselbe sein, es handelt sich also nicht um 
die Forderung eines absoluten Minimums der Anzahl der Gitter- 
geraden einer Gruppe, sondern um die eines relativen Minimums, 
welches mit denen anderer nicht gleichwertiger Richtungen ver- 
träglich ist, In diesem Sinne darf man für einen normalen Misch- 
kristall eine Atomverteilung fordern, bei der die Zahlen der Gitter- 
geraden gleicher Besetzung ohne Anhäufungen in einer Gruppe in 
gleicliwertigen Richtungen einander gleich sind/und den geringsten, 
mit der Zahl dieser Geraden in anderen ebenfalls gleichwertigen 
Richtungen verträglichen Wert haben. 


Die dieser Definition entsprechende Atomverteilung sei die 
normale. Aufer ihr sind noch zwei andere Arten der Verteilung 
von Interesse: die Verteilungen, welche nur der Symmetriefor- 
derung, nicht aber der der bestmôglichen Durchmischung ent- 
sprechen und die, welche bei relativ guter Durchmischung eine 
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niedrigere Symmetrie besitzen, als sie durch die Art der Gitter 
vorgeschrieben ist. 

Über die Stabilitätsbeziehungen von Mischkristallen mit diesen 
drei Arten von Verteilungen zu einander kann folgendes ausgesagt 
werden. Die mit normalen Verteilungen werden die stabilsten 
sein, wéil in den normalen Verteilungen durch Diffusion nur vor- 
übergehende, lokale Ânderungen auftreten kônnen. 

Bei den Verteilungen mit niedrigerer Symmetrie als sie dem 
Gitter zukommt, wird die Tendenz der Umwandlung in die nor- 
male bestehen und sich bei erhôhter Temperatur geltend machen. 
Die Wabhrscheinlichkeit der Bildung von Verteilungen, die beï 
mangelhafter Darchmischung der Symmetrieforderung voll ent- 
sprechen, ist auch bei tieferen Temperaturen, bei der Kristallisation 
aus Lôsungen, gering. Optisch wären Mischkristalle mit solchen 
Verteilungen von den normalen nicht zu unterscheiden; bei Tem- 
peraturerhôhung sollten sie sich in die normalen Mischkristalle 
umwandeln. 

Frankenheim und Brâvais haben drei Arten regulärer Raum- 
gitter unterschieden, zu denen Fedorow und SchônflieB noch meh- 
rere Arten hinzugefügt haben. Jene drei Gitterarten haben zum 
Gitterelement den Würfel, dessen 8 Ecken mit Atomen besetzt 
sind, das 8-Punktgitter. Besetzt man in diesem Gritter die Mitten 
jedes Würfels mit einem Atom, so entsteht das 9-Punktgitter und 
besetzt man im 8-Punktgitter die Mitten der Würfelflächen mit 
Atomen, so entsteht das 14-Punktgitter. 

Die mit Atomen dichter besetzten Gitter-Geraden sind: 1. die 
Geraden der Würfelkanten, 2. die Geraden der Kôrperdiagonalen 
und 3. die der Seitendiazonalen. Die Gruppen der Geraden dieser 
Richtungsarten werden durch den Buchstaben G, dem die Ziffern 
dieser Aufzählung als Indices beizuschreiben sind, bezeichnet. Im 
- 14-Panktgitter sind die Geraden durch die Seitenmitten eines Ele- 
mentarwürfels gleich den halben Seitendiagonalen, und als dichter 
besetzte Gittergerade sind noch die Diagonalen durch die Ecken 
und Seitenmitten des Elementarwürfels zu berücksichtigen. 

In den drei regulären Gittern sind die Kanten der Würfel 
senkrecht zu den Würfelebenen (109), die Kôrperdiagonalen senk- 
recht zu den Oktaederebenen (111), die Seitendiagonalen senkrecht 
zu den Ebenen des Rhombendodekaëeders (011) und im 14-Punkt- 
. gitter sind die Diagonalen durch die Ecken und Seitenmitten des 
Elementarwürfels senkrecht zu den Ebenen des Ikositetraeders 
(211). 

In den gleichwertigen Richtungen der Würfelkanten gibt es 
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3 verschiedene Richtungen, in den gleichwertigen der Kürperdia- 
gonalen 4, in den der Seitendiagonalen 6 und in den der Diago- 
nalen durch die Ecken und Seitenmitten des Elementarwürfels 
12 verschiedene Richtungen. 

Zur Ermittelung der normalen Verteilungen bieten sich zwei 
Wege : 

Im AnschluB an die Definition der normalen Verteilung 
kann man aus der Reïhe der Gruppen der Gittergeraden gleicher 
Besetzung, welche durch das geforderte Mischungsverhältnis vor- 
geschrieben sind, die mit einarder verträglichen Gruppen der auf- 
gezählten Richtungen auswählen. Will man beispielsweise das 
Mischungsverhältnis, den Molenbruch » — 4, in beiden Atomarten 
A und B im 8-Punktgitter herstellen, so hätte man unter fol- 
genden Besetzugen der Gittergeraden einer Gruppe zu wäbhlen: 


1(4)1(B), 1(4B), 1(4142B)1(24A1B), 1(143B)1(841B) 
2(4)2(B), 2(AB), 2(142B)2(2A1B), 2(143B)2(841B) ..…. 


Diese Symbole beschreiben die dem Werte p entsprechenden 
Gruppen und die Besetzungen der Gittergeraden. In den Klam- 
mern ist die Besetzung einer Geraden angegeben: das Symbol (4) 
soll sagen, da die Gittergerade nur mit 4-Atomen besetzt ist, 
das Symbol (AB), daB sie abwechselnd mit 4- und B-Atomen be- 
setzt ist u.s.w. Vor den Klammern stehen die Zahlen der Gitter- 
geraden einer Gruppe. 

Zu entscheiden ist, welche Gruppen den aufgezählten Rich- 
turgen im 8-Punktgitter bei normaler Verteilung beider Atom- 
arten entsprecken. Diese Entscheidung kann natürlich nicht ge- 
troffen werden obne Vorstellung über die räumliche Verteilung 
der 4- und B-Atome. Hat man sich diese an einer Zeichnung 
oder einem Modell mit auswechselbaren Atomen verschafit, so 
kommt man zum Resultat, daf die Verteïlung: 

ee CAB) G = 1(4B) and GO, = 141B 
die einzige normale ist. 

2. Die Gitter lassen sich in Teïlgitter zerlegen. Beispiels- 
weise besteht das 8-Punktgitter mit dem Parameter a aus zwei 
14-Punktgittern mit dem Parameter 24 oder aus vier 9-Punkt- 
gittern mit dem Parameter 2a, urd da dieses aus zwei 8-Punkt- 
gittern mit dem Parameter 2a besteht, so sind acht 8-Punktgitter 
mit dem Parameter 2a die Teiïlgitter des 8-Punktgitters mit dem 
Parameter a, und 16 14-Punktgitter mit dem Parameter da sind 
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ebenfalls seine Teilgitter u.s.w. Das 8-Punktgitter läft sich also 
in Teiïlgitter zerlegen, deren Zahl 2* entspricht. Handelt es sich 


1 VE 
gm $0 ist eines 
der Teilgitter, deren Anzahl 2” beträgt, mit A-Atomen und die 
anderen 2"—1 Teilgitter mit B-Atomen zu besetzen. Diese Ver- 
teilungen müssen normal sein, denn in gleichwertigen Richtungen 
liegen auf den Gittergeraden des einen Teilgitters in gleichen Ab- 
ständen gleiche Anzahlen von A-Atomen und für die B-Atome 
gilt dasselbe, also müssen auch die Gruppen der Gittergeraden 
gleicher Besetzung im Gesamtgitter in gleichwertigen Richtungen 
dieselben sein. 

Ersetzt man in einem Teiïlgitter eines Teiïlgitters die À- 
durch B-Atome, so wird dasselbe für das Teilgitter des Teilgitters 
und für dieses in Bezug auf das Gesamtgitter gelten u. s. w. 

Der Ersatz der A4-Atome mehrerer Teilgitter eines Gitters 
oder eines Teilgitters wird im allgemeinen nicht zu normalen Ver- 
teilungen führen, da hierbei gewisse Richtungen ausgezeichnet 
werden kônnen. Nur wenn die Stellungen der Teiïlgitter zu ein- 
ander symmetrische sind, kann ihre Besetzung mit einer Atomart 
zu normalen Verteilungen führen. 

Die Methode der Besetzung von Teiïlgittern hat erhebliche 
Vorzüge, allerdings sind durch ihre Anwendung die herzustellenden 
Mischungsverhältnisse vorgeschrieben. 


um die Herstellung des Mischangsverhältnisses p — 


1. Die Atomverteilungen im regulären 8-Punktgitter. 


In der Tab. 1 ist die Zahl der Teilgitter des 8-Punktgitters 
mit dem Parameter a angegeben. 


Tabelle 1. 
Pa RUE Parameter des 
Zabhl der Teilgitter Art der Teiïlgitter Teilgitters 

DES EN é 14-Punktgitter 2 a 
2—= 4. Fe HRURLE 2a 
%— 8 QUE 24 
2% — 16 7 te 4a 
25 — 32 res 4a 
26 — 64 VERRE 4a 
27 = 5 


8a 
Die Zahlen der zu diesen Ineinanderstellungen notwendigen 


Teil-Gitter bilden die Reïihe 2". Will man also die Atomvertei- 


lung für den Molenbruch p — ue herstellen, so hat man eines 
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jener Teïlgitter mit der einen, die anderen mit der anderen Atom- 
art zu besetzen. 

Es ist aber in den Beziehungen der 6 Paare von Gitterarten 
zu einander ein bemerkenswerter Unterschied in der eines Paares 
von den übrigen Paaren zu beachten. In der Tabelle 2 sind die 
Beziehungen dieser Gitterpaare beschrieben. Die Abkürzung Pg 
bezeichnet ein Punktgitter, dessen Parameter der abgekürzten 
Bezeichnung (-Pg) als Index beigeschrieben ist. Die Zahl der 
Gitter ist vor die abgekürzte Bezeichnung geschrieben. 


Tabelle 2. 

1(8-Pg)a besteht aus 4(9-Pg)x 

1(9-PS)a nn  2(8-Pga 

1(8-Pg)a » n  2(14-Pg)x 

1(14Pg)a ” »  4(8-Pga 

1(9-Pg)a nn  4(l4-Pg)2 

1 (14-Pg)4 ist âquivalent 2(9-Pg)a. 
Die ersten 5 Gitter künnen aus ihren Teilgittern durch Ineinander- 
stellen derselben wirklich aufsebaut werden, während die beiden 
Gitter des sechsten Paars nicht in dieser Beziehung zu einander 
stehen. Zwei (9-Pg), kônnen nicht so ineinander gestellt werden, 
daB sie ein (14-Pg), bilden, obwohl in demselben Raume die Zahl 
der Gitterpunkte des 1(14-Pg), und der 2(9-Pg), einander gleich 
sind, denn 1(14-Pg), besteht aus 4(8-Pg), und 2(8-Pg), bilden in- 
einandergestellt 1(9-Pg,. Will man aus 2(9-Po), ein (14-Pg), durch 
Ineïnanderstellung erzeugen, so muB hierbei noch ein Teil der 
Punkte der beiden (8-Pg), verschoben werden. 


a. Die Mischungen p — — 


8 ù 
Um die Verteilungen beider Atomarten im 8-Punktgitter bis 
zu dem Molenbruche p — % bequem zu übersehen, genügt es für 


einen Gitterteil mit 64 Punkten die Verteilungen anzugeben, denn 
durch richtige Nebeneinanderstellung identischer Gitterteile mit 
64 Punkten kann das unbegrenzte Gritter aufgebaut werden. Am 
besten werden die Atomverteilungen durch Modelle veranschaulicht, 
doch kônnen diese auch durch Abbildungen ersetzt werden. In 
den folgenden Figuren sind jene Gitterteile senkrecht auf die Ab- 
bildungsebene projiziert. Für den grüfiten Teil der Netzebenen, 
parallel den Würfelebenen, sind die Gittergeraden parallel den 
Würfelkanten gezeichnet, um die Vorstellung des Gitters zu 
erwecken. Die Schnittpunkte von je zwei oder je drei dieser 
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- Geraden entsprechen den Gitterpunkten. Von den beiden, diese 
Punkte besetzenden Atomarten ist die eine durch Kreuze kenntlich 
gemacht; die von der anderen Atomart besetzten Gitterpunkte 
sind nicht weiter bezeichnet, 

Normale Verteilungen für die Mischungsverhältnisse p — À, 
p = 1 = ? und p — } — #4 haben wir schon kennen gelernt, es 
fehlen noch die normalen Verteilungen für p — 3 und die für 

= $, $ und 7. Die Verteilungen für die letzten drer Mischungs- 
- werhältnisse erhält man durch Vertauschung der Atombezeich- 
nungen in den Verteilungen für p — $, ? und &. 

Im Folgenden sollen die normalen Verteilungen mit den Ver- 
teilungen verglichen werden, welche nur die Symmetrieforderung 
erfüllen. | 

Zur Herstellung des Mischungsverhältnisses p — 1 sind im 
* Gitterteile mit 64 Punkten 8 Punkte mit der einen und 56 Punkte 
mit der anderen Atomart zu besetzen. 

Der Forderung, da8 die Verteilung der Gittersymmetrie ent- 
spricht, wäre genügt, wenn in jedem Gitterteil mit 64 Punkten 
8 Punkte desselben Elementarwürfels, der in allen Gitterteilen 
dieselbe Stellung hat, mit der einen Atomart besetzt würden. Fig. 1. 
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Fig. la. 


Diese Verteilung würde aber der Forderung der bestmüglichen 
Durchmischung nicht entsprechen. 

Dasselbe gilt für die Besetzung der 8 Eckpunkte des Gitter- 
teils mit 64 Punkten, welche ebenfalls die Symmetrieforderung 
erfüllt, und für die der Fig. 1a. VergrôBert man den zu be- 

Gitterte il, so sind noch andere Verteilungen môglich, 
die ebenfalls nur der Gittersymmetrie, nicht aber der einer guten 
Durchmischung entsprechen. Der Symmetrie- und Durchmischungs- 
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forderung genügt eine abwechselnde Verteilung der 8 Atome auf. 
abwechselnden Geraden, parallel den Würfelkanten, die auf ab- 
wechselnden Würfelnetzebenen liegen. An welche Ecke des Gitter- 
teils mit 64 Punkten ein A-Atom gesetzt wird, ist gleichgiltig, 
nur muf die entsprechende Ecke auch bei den benachbarten Gitter- 
teilen mit je einem A-Atom besetzt werden. Durch die Wahl des 
ersten, mit einem A-Atom zu besetzenden Punktes ist die Ver- 
teilung im-unbegrenzten Gitter eine bestimmte. Diese Verteilung 
Fig. 2 entspricht dem Aufbau des 8-Punkt-Gitters aus acht inein- 
andergestellten 8-Punkt-Gittern doppelten Gitterparameters. Besetzt 
man ein beliebiges dieser 8-Punkt-Gitter mit der einen, die anderen 
mit der anderen Atomart, so sind beide Forderungen erfüllt, die 
Verteilung ist dann die normale. 
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Die normale Verteilung für p — 2? kann hergestellt werden. 
indem man eines der vier 9-Punkt-Gitter, aus denen das 8-Punkt- 
Gitter besteht, mit 4-Atomen und die übrigen drei mit B-Atomen 
besetzt, oder indem man zwei Gitter, in denen nur A-Atome in 
den Stellungen p — 4 vorhanden sind, s0 ineinander stellt, daf 
auf jeder Netzebene, parallel den Würfelebenen abwechselnde Ge- 
rade, parallel den Würfelksuten, abwechselnd, mit A-Atomen be- 
setzt sind, und dann die noch unbesetzten Gitterpunkte mit B- 
Atomen besetzt. Fig. 3. Mit der Symmetrie des Gitters ist noch 
eine andere Verteilung verträglich, nämlich die der Fig. 4, bei 
der allerdings die Durchmischung eine wesentlich schlechtere ist. 

- Besetzt man die Punkte eines der beiden 14-Punktgitter, aus 
denen das 8-Punkt-Gitter besteht, mit 4- und &:: des anderen mit 
B-Atomen, so erhält man die no r 1:11 
Eïne Verteilung, die nur der Symmetrieforderung entspricht, ist 
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in Fig. 6 dargestellt. Die Gitter-Punkte der Kanten jedes Gitter- 
teils mit 64 Punkten sind hier mit einer der beiden Atomarten, 
die übrigen Punkte mit der anderen Atomart besetzt. 

Die normale Verteilung für p — 2 wird erhalten, indem man 
die Punkte dreier 8-Punkt-Gitter, die zu einem der beiden 14- 
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Punkt-Gitter des 8-Punkt-Gitters gehôren, mit A-Atomen und 
alle übrigen mit B-Atomen besetzt. Fig. 7. Wir haben es hier 
mit der Anwendung der Regel zu tin, daB der Ersatz der einen 
Atomart des Teiïlgitters eines Teïilgitters zu einer normalen Ver- 
teilung führt. Aus der normalen Verteilung p = 2 läft sich die 
für p — 3 durch Ersatz von B- durch A-Atome nicht ableiten, 
denn die Punkte keines der vier (9Pg), des (8-Pg), gehôren zu 
ein und demselben 14-Punkt-Gitter. 

Die nur der Symmetrieforderung entsprechende Verteilung für 
2 = 3 gibt Fig. 8 an. 


200 N G. Tammann, 
Vergleicht man die beiden Reiïhen von Verteilungen der 
Mischungen p = _. die normalen mit den nur die Symmetrie- 


forderung erfüllenden Verteilungen, so wird man kaum im Zweifel 
bleiben künnen, welche der beidèn Reïhen von Veérteilangen def 
Atomen im Gitter zukommt, naclidem sich ihr Gleichgewicht im 
Gitter hergestellt hat. Für das Zustandekommen der nur die 
Symmetrieforderung erfüllenden Verteilungen lassen sich keine 
Gründe anführen. Die normalen Verteilungen müssen also die- 
jenigen sein, um die die momentane Verteilung bei Temperaturen 
schwankt, bei denen ein Platzwechsel beider Atomarten stattfindet, 
wenn die beiden Atomarten nicht ungeordnet im Gitter verteilt 
sind. 

AuBer den angegebenen Atomverteilungen, die der Gittersym- 
metrie entsprechen, und von denen je eine auch die Forderung 
bester Durchmischung erfüllt, gibt es noch abnorme Verteilungen, 
bei denen die Symmetrieforderung nicht erfüllt ist, deren Durch- 
mischung aber eine viel bessere ist als bei den vier die Symmetrie- 
Forderung erfüllenden Verteilungen. 
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b. Abnorme Verteilungen. 


Die normale Verteilung für p = #, welche beiden Forderungen 
genügt, Fig. 5, ist dadurch gekennzeichnet, daf auf den Geraden 
der Würfelkanten und der Kôrperdiagonalen die beiden Atomarten 
einander abwechselnd folgen, dié Geraden der Seitendiagonalen 
aber abwechselnd mit je einer Atomart besetzt sind. 

Die Durchmischtng beider Atomärten der Verteilung, Fig. 9, 
steht der normalen, Fig. b, nicht erheblich nach, aber sie macht 
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das reguläre 8-Punkt-Gitter zu einem einachsigen mit einer aus- 
gezeichneten Achse senkrecht zu einer Würfelebene. Denn die 
Gruppen der Geraden gleicher Besetzung sind für drei aufeinander 
senkrechte Würfelkanten: À, B; (AB) und (AB), für die vier Kôrper- 
diagonalen sind die Gruppen À, B von einander nicht unterschieden 
und von den sechs Richtungen der Seitendiagonalen gilt für zwei 
-die Gruppe 4, B und für vier die Gruppe (AB). 

Während von jenen 13 Gittergeraden bei der Verteilung der 
Fig. 5 sieben abwechselnd und sechs mit einer Atomart besetzt sind, 
sind bei der Verteilung der Fig. 9 sechs abwechselnd und sieben 
mit je einer Atomart besetzt. Betreffs der Durchmischung ist 
also der Unterschied beider Verteilungen nur ein geringer, aber 
betreffs ihrer Symmetrie unterscheiden sich beide wesentlich. 

Die Verteilungsart der Fig. 9 kônnte auch für die anderen: 


Mischangsverhältnisse = _ hergestellt werden. Die mit À- 


Atomen besetzten Geraden der Würfelkanten sind dann so zu 
verteilen, daf$ auf den zu ihnen senkrechten Würfelebenen die- 
bestmôgliche Durchmischung der 4- und B-Atome besteht. 

Bei kleineren Werten von p kônnen weitere isomere Vertei- 
lungen dadurch bedingt werden, da von den Geraden der Würfel- 
kanten ein Teil nicht mehr nur mit 4-Atomen besetzt ist, sondern 
z. B. abwechselnd mit 4- und B-Atomen. Gemeinsam dieser Gruppe 
von isomeren Verteilungen ist ihre eine ausgezeichnete Achse senk- 
recht zu einer Würfelebene. Die Richtung der anormal dicht mit 
A-Atomen besetzten Gittergeraden bei Mischkristallen mit klei- 
neren p-Werten kann aber auch eine andere sein, so kôünnten diese 
Geraden auch senkrecht zu einer Oktaederebene verlaufen. In 
welcher Richtung die anormal dicht mit 4-Atomen besetzten Gitter- 
geraden verlaufen, kann durch eine optische Untersuchung der be- 
treffenden Kristalle entschieden werden, denn auch optisch müfte: 
jene ausgezeichnete Richtung ausgezeichnet sein. 

Diese und ähnliche abnormen Verteilungen sind, wie früher'} 
gezeigt wurde, die Ursache der bei regulären Mischkristallen so 
häufig auftretenden anormalen Doppelbrechung, die den Kristallen 
der beiden Komponenten fehlt. Wie zu erwarten, tritt die anor- 
male Doppelbrechung besonders häufig auf, wenn sich die Misch- 
kristalle in einem Temperaturbereïich bilden, in dem ein Platz- 
wechsel ihrer beiden Molekülarten nicht mehr stattfindet. 

Normale Verteilungen konnten für jeden Molenbruch nur je: 


1) Nächrichten d. Kônigl. Ges. d. Wiss. zu Güttingen 1917 S. 226. 
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eine nâchgewiesen werden, es entspricht das dem Vorkommen nur 
je eines absolut stabilen Mischkristalles. Nicht normale Vertei- 
lungen gibt es dagegen zahlreiche. Die der Symmetrieforderung 
nicht entsprechenden Verteilungen sind, wenn auch nicht absolut 
stabil, so doch existenzfähig, während die der Symmetrie- aber 
nicht der Durchmischungsforderung entsprechenden nur vorüber- 
gehend und dazu in kleinen Gitterbezirken bestehen kônnten. 


c. Die normalen Atomverteilungen für p — LR 
Da die normalen Verteilungen für p = 4, je fs und 


schon angegeben sind, so fehlen nur noch die für p = &,, 5, und. 
+5. Durch Vertauschen der Atombezeichnungen in diesen Ver- 
teilungen würde man auch die Verteilungen für p > # erhalten. 

Die Verteilung für p — -}; ist in Fig. 10 wiedergegeben. 
Von den mit 4-Atomen besetzten Punkten des (14-Pg)4 fallen nur 
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vier in den dargestellten Gitterteil mit 64 Punkten und besetzen 
die Ecken eines Tetraeders mit der Kantenlänge 21/2. a. 

Die Verteilungen für p — -# und ;, kônnen auf Grund der 
-schon angewandten Regel vorgenommen werden: 

Wenn eines der gleichartigen Teiïlgitter durch Besetzung mit 
einer anderen Atomart von den anderen unterschieden ist, so wird 
nach Ersatz der Atome eines seiner Teilgitter die Vertei- 
lang im Gesamt-Gitter wiederum eine normale sein. 

Da in der normalen Verteilung für p — 2 — {; das eine 
9-Punkt-Gitter mit 4-Atomen und die drei anderen 9-Punkt-Gitter 
mit B-Atomen besetzt sind, so darf hier nach jener Regel im 
ausgezeichneten (9-Pg) der Ersatz der 4-Atome in einem seiner 
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vier (14-Po)4 vorgenommen werden; man erhält dann die normale 
Verteilung p — #, der Fig. 11. Übrigens künnte diese Vertei- 
lung auch aus der für p — 4 hergeleitet werden, doch wäre dann 
noch zu bestimmen, in welchen der vierzehn (14-Pg,, der Ersatz 
vorzunehnen wäre. In analoger Weise erhält man die Verteilung 
für p — &, Fig. 13, durch Ersatz der A-Atome eines der acht 
(14-Pe)u des (14-Pgu in der normalen Verteilung p = 4, Fig. B. 

Ersetzt man in der Mischung p — 3 die A-Atome eines seiner 
sechs mit 4-Atomen besetzten (14-Pg, durch B-Atome und zwar 
in der Weise, daB die ersetzten A-Atome auf die Würfelebenen 
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mit je zwei (8-Pg)x fallen, so erhält man die normale Verteilang 
der Fig. 12 für p = -&. Dieselbe Verteilung läft sich nicht aus 
der für p — 3 ableiten. Denn das Gitter p — 2 kann nicht durch 
Ersatz der 4-Atome eines der drei (8-Pg) aus dem Gitter p — $ 
abgeleitet werden. Hierzu ist auBer dem Ersatz noch die Um- : 
stellung der Punkte eines (8-Pg),, notwendig, daher kann auch die 
normale Verteilung für p — #, durch Ersatz nicht sowohl aus. 
der für p — 3 als auch aus der für p — 2 abgeleitet werden. 


d. Die normalen Atomverteilungen für p — D 

Es sind die normalen Verteilungen für p = 4$ mit ungeraden 
Zählern zu ermitteln. 

Die Verteilung für p — ;4 erhält man durch Besetzung eines 
der 32 (9-Pghu mit A-Atomen. Im Gitterteil Fig. 10 hat man 
sich die Kreuze fortzudenken und die mit a bezeichneten Gitter- 
punkte mit A-Atomen zu besetzen. In diesen Gitterteil mit 64 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten, Math.-phys. Klasso. 1918. Heft 2. 15 
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Punkten fallen nur 2 A-Atome, doch erkennt man, da ihre Lage 
zu einander der zweier Punkte des (9-Pg), entspricht. 

In den Gittern p = #, ; und 4$ besetzen die 4-Atome nur 
je eines der Teilgitter, daher darf man in je einem dieser Teil- 
gitter die 4-Atome eines Teiïlgitters ersetzen. 

In den Gittern: p = & #5 und 1$ 
sind mit A-Atomen besetzt ein (8-Pg)x ein (9-Pg)x ein (14-Pg» 
diese Teiïlgitter bestehen aus 4(9-Pgu  8(9-Poha 16 (9-Pgha 

Die Punkt-Zahl je eines zweiten Teilgitters ist in den drei 
Fällen je 4 der gesamten Atomzahl; ersetzt man ihre Atome, so 
erhält man die normelen Verteilungen für p = , #; und 15. 
In den Figg. 2, 3 und 5 hat man die mit «a bezeichneten Atome 
zu ersetzen. 

Bei der Ableïtung der normalen Verteilungen für p = #, 3%; 
14 und 15 kann man jene Regel nicht mehr anwenden. 

Im Gitter p — 6, Fig. 11, besetzen die A-Atome ein (8-Pg) 
und ein (14-Pg)4. Zu ersetzen sind die 4-Atome eines (9-Pæ)v 
Da ein (14-Pg) nicht aus zwei (9-Pg) desselken Parameters besteht, 
so kann es für den vorzunehmenden Ersatz nicht in Frage kommen. 
Das (8-Pg) besteht aus vier (9-Pg). Ersetzt man in einem dieser 
Gitter die A4-Atome, s6 ergibt sich eine Verteilung für p = #, 
und da die vier (9-Pgh, zu dem (14-Pg), symmetrisch gestellt sind, 
ist es gleichgiltig, in welchem von ibnen der Ersatz vorgenommen 
wird; diese Verteilung für p» = 4% ist die normale. 

Aus der Verteilung p = 8 läft sich durch Ersatz der B- 
Atome eine (9-P#)4 die normale Verteilung für p — #, nicht ab- 
leiten, wohl aber aus der für p — 49, indem man in einem der 
beiden (8-Pg)x die A-Atome eines seiner vier (9-Pg),, ersetzt, und 
zwar ist der Ersatz in dem (8-Pg, vorzunehmen, dessen Punkte 
nicht in die Würfelebenen des mit A-Atomen besetzsten (14-Po 
fallen. Im Gitterteil Fig. 12 kônnen die mit «a bezeichneten 
Kreuze ersetzt werden. 

Die beiden noch übrigen normalen Verteilungen: »y = 44 und 
13 kônnen aus der für p — 43, Fig. 7, abgeleitet werden, indem 
man die mit « bezeichneten 4-Atome, respektive die mit b bezeich- 
neten B-Atome ersetzt. Denn im Gitter p — 12 sind drei (8-Pg)» 
mit A-Atomen besetzt und die Ebene, in der die Kôrperdiagonalen 
mit den beiden a- und b-Atomen liegen, ist eine Symmetrieebene 
des Gitters, und da ferner sowohl die a- als auch die b-Punkte zu 
einem (9-Pg)4 gehôren, so wird die gestôrte Symmetrie des Gitter- 
teils mit 64 Punkten im unbegrenzten Gitter nicht zur Geltung 
kommen. 
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e. Dienormalen Verteilungen der Molenbrüche p — D 

Zur Feststellung der normalen Verteilungen bedient man sich 
am zweckmäfigsten eines Gittermodells mit auswechselbaren Zeichen 
einer oder beider Atomarten, oder auch ihrer in den Figuren dar- 
gestellten Projektionen. 


Da mit wachsendem Nenner der Molenbrüche us die zu unter- 


suchenden Gritterteile sich stark vergrôf$ern, so würde die Beibe- 
haltung dieses Verfahrens" sehr unbequem werden. Die Feststel- 
lung der normalen Verteilungen scheint aber so weit geführt zu 
sein, daB aus den bisher festgestellten normalen Verteilungen bis 


zu den für p — 7 auch die für Molenbrüche mit grôferen Nen- 


nern ihrer wesentlichen Struktur nach abgeleitet werden kônnen. 

Einen Überblick über die festgestellten normalen Verteilungen 
gibt die Tab. 3. Durch die schon vielfach benutzten Symbole 
(8-Pg), (9-Pg) und (14-Pg) ist die Art der mit 4-Atomen besetzten 
Teilgitter gekennzeichnet, als Index an das Gittersymbol ist sein 
Parameter geschrieben, und die Zahl der Gitter einer Art ist vor 
das Gittersymbol gestellt, wenn sie grôBer als 1 ist. 

Zählt man in den normalen Verteilungen der Molenbrüche 

m 


P= die mit 4-Atomen besetzten (8-Pg)., so ergibt sich, daf 
ihre Anzahl gleich ist dem Zähbler des Molenbruchs. In den nor- 


malen Verteilungen der Molenbrüche p — ist die Anzahl der 


mit A-Atomen besetzten (14-Po#k ebenfalls gleich den Zählern 
der Molenbruchreihe, oder die Anzahl der mit A-Atomen besetzten 
(8-Ph ist gleich 4m. 

Bei diesen Zählungen hat man zu berücksichtigen: die durch 
die Tabellen 1 und 2 angegebenen Beziehungen der Teïlgitter ver- 
schiedener Parameter zu einander, und da8 die Verteilungen für 
p>+ aus den für p <£ durch Vertauschung der Bezeichnung 
beider Atomarten entstehen; daher ist die Zahl der mit 4-Atomen 
besetzten Teiïlgitter in den Verteilungen für p = 4 gleich dem Zäbhler 


des Bruches p — 1 wenn sie in den für p 4 gleich dem 


Zähler des Bruches _. ist. 

Bei den normalen Verteilungen der Molenbrüche p — Es tritt 
eine Ausrahme von dieser Regel auf. Wobhl ist auch hier die 
Zahl der mit A-Atomen besetzten (9-Pg)4 gleich dem Zähler des 

15* 
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Molenbruches, oder die Zahl der mit 4-Atomen besetzten (8-Pœus 
ist gleich 2». Aber die Verteilungen, welche ein (14-Pg, ent- 
balten, lassen sich nicht in lauter (9-Pg), zerlegen, denn das 
(14-Pgsa ist nur bezüglich seiner Punkte äquivalent zweien (9-Pg4, 
besteht aber nicht aus ihnen. 


+ Zusammenfassend kann man sagen : 
1. Der Nenner des Molenbruches p — _s bestimmt 


die Art der mit A-Atomen besetzten Teilgitter und 
ihren Parameter. Wenn n — 35, wo s die Reïhe der ganzen 
Zahlen von eins an durchläuft, so sind die Teilgitter (8-Pg) mit 


dem Parameter 2°.a Wenn n—3s+1, so sind sie (14-Pg) mit 


n+2 
dem Parameter 2 * .a, und wenn n — 3s+92, so sind die Teil- 
n +1 - 
gitter (9-Pg) mit dem Parameter 2 * .a. 
2. Der Zähler des Molenbruches » — _. bestimmt 


die Zahl der mit A-Atomen besetzten Teilgitter. 
Wenn n — 3s, so ist die Anzahl der mit 4-Atomen besetzten 
(8-Pg) gleich m, wenn n — 3s+1, so ist sie gleich 4m, und wenn 
n —= 8s +2, so ist sie gleich 2m. 

_ Die Beschreïbung der Stellungen mehrerer Teilgitter zu ein- 
ander wird wesentlich vereinfacht, wenn sie zu Gruppen von Teil- 
gittern, die ein Teilgitter bilden, zusammengefaft werden. Die 
Beziehungen dieser Gruppen von Teilgittern zu einander sind aus 
den durch Pfeile in Tab. 3 gekennzeichneten Abstammungen der 
Verteilungen von einander zu erkennen. 


f. Über die Gruppen gleicher Besetzung der 
dichter mit Atomen besetzten Gittergeraden. 


Die als normal bezeichneten Verteilungen wurden in folgenden 
Richtungsarten auf die Erfüllung der an normale Verteilungen 
zu stellenden Forderungen geprüft; nämlich in den drei Richtungen 
der Würfelkanten, den vier der Kôrperdiagonalen und den sechs 
der Seitendiagonalen. 

Blickt man in der Richtung der parallelen Gittergeraden einer 
Gruppe in ein Gitter, in dem zwei Atomarten entsprechend dem 


Molenbruch » — F normal verteilt sind, so sieht man parallele 
Reïhen von Atomen und erkennt, daf sich diese Reihen zu Gruppen 
einiger Reïhen zusammenfassen lassen, und da die Gesamtheit 
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aller dieser Reïhen in einer Wiederholung der einen Gruppe von 
Reïhen besteht. Blickt man in einer anderen aber gleichwertigen 
Richtung in das Gitter mit derselben Besetzung, so erblickt man 
genau dasselbe wie zuvor, wenn die Atomverteilung normal ist. Um 
diese Eindrücke zu fixieren, ist für die Atombesetzungen der Glieder 
oder Reïhen einer Gruppe folgende Bezeichnungsweise eingeführt. 

Das Symbol einer Geraden, die nur mit 4-Atomen besetzt ist, 
sei À, das einer nur mit B-Atomen besetzten sei B. Das Symbol 
einer abwechselnd mit 4- und B-Atomen besetzten Geraden sei 
(AB), das einer Geraden mit je einem A-Atom und drei ihm fol- 
genden B-Atomen sei (43B) und das einer Geraden mit einem 
A-Atom und sieben ïhm folgenden B-Atomen sei (4A7B) u.s.w. 
‘ Die Zahl der Geraden dieser Besetzungen, die in einer Gruppe 
vorkommen, ist, wenn sie nicht gleich eins ist, vor das Symbol 
der Geraden zu schreiben. Diese einfache Bezeichnung reïicht hin, 
um die Gruppen der genannten Richtungsarten für die normalen 


Verteïilungen der Molenbrüche p — d eindeutig anzugeben. 


In der Tabelle 4 sind für die genannten drei Richtungsarten 
die Gruppen der Geraden normaler Verteilungen in den Mischungen 
von p — 4; bis 1$ angegeben; für die Mischungen von p — 44 
bis $4 erhält man sie durch Vertauschung der beiden Buchstaben. 


Tabelle 4. 


Gruppe der Gittergeraden gleicher Besetzung im 8-Punktgitter 
in den Richtungen 
der Würfelkanten der Kôrperdiagonalen der Seitendiagonalen 


P G En Ga 

fs 7B, (A3B) 7B, (43B) 7B, (43B) 
à 3B, (43B) 3B, (43B) 7B, (AB) 
“ 6B, (AB), (A3B) GB, (AB), (43B)  6B, (AB), (43B) 
À À 3B, (AB) 3B, (AB) 8B, (AE) 
& 4B, (AB), 3(43B) 6B, (3AB), 2(43B)  4B, (AB), 3(43B) 
FRONT 2B, (AB), (43B) 3B, (B34) 5B, 3(4B) 
F4 4B, 3(AB), (43B)  12B, 3A(AB) 4B, 3(AB), (43B) 
17 4 B, (4B) 3B, À B, (AB) 
% 2B, 3(AB), 3(43B) 3B, 4(AB) (43B)  8B, 7(4B), À 
5H à B,2(AB), (43B)  B,2(AB) (43B)  4B, 3(4B), À 
4 2B, 5(AB), (43B)  2B, 5(AB), (43B) 4B, 2(AB), (B34), A 
12 NASA) B, 3(4B) 2B, (AB), À 
48 B, 6(AB), (43B)  B, 6(AB), (43B)  4B, (AB), (B34), 2A 
Te 3(4AB), (43B) 3(AB), (433) 4B, (AB), 34 
38 7 (AB), (43B) B, 15(4B) 4B, (B34), 34 
44 4 (4B) (AB) B, À 
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Auf Grund der Tabelle 4 ergeben sich einige Regeln über die 
Struktur der normalen Verteilangen zweier Atomarten. 

1. Die Gruppen der Würfelkanten und Kôrpérdiagonalen sind 
häufig identisch, es trifft das aber bei den Verteilungen für p = #,, 
bis £, und p — 15 nicht zu, weil in ihnen ein (9-Pg), oder grôBere 
Teile desselben mit 4-Atomen besetzt sind. In den Verteilungen, 
für die das zutrifft, sind die Gruppen der Würfelkanten und Seiten- 
diagonalen häufig identisch, wie bei p-— %Æ#, #; und 


2. In den normalen Verteilaungen » — 5 wo M” eine un- 


gerade Zahl bedeutet, bestehen zwischen der maximalen Anzahl 
der Geraden einer Gruppe und der Art ihrer Besetzung Bezie- 
hungen, die durch die Tab. 5 (s. folgende Seite) erläutert werden. 

Nur in seltenen Fällen wird die angegebene Zahl der Geraden 
* in den Gruppen G, und G, überschritten, wie in der Gruppe G, 
bei Z und 15 und in der Gruppe G, bei %. 

1. Tritt im Gitter als Teilgitter ein (14-Pg) auf, so wächst 
der Parameter des Teiïlgitters grôften Parameters um das Doppelte, 
und es tritt in den Gruppen G, und G, eine Gerade neuer Besetzung 


auf; bei SF erscheinen die Geraden (43B), bei SF die Geraden 
m 


(47B) und bei 10 die Geraden (415B). 


2. Der Molenbruch » ist gleich der Zahl der 4-Atome auf 
den Greraden einer Gruppe dividiert durch die Zahl aller ihrer 
Atome. Da dis Zahl der Atom: auf verschiedenen Gr-eraden einer 
Gruppe dieselbe ist, so braucht man nur die Zahl der Geraden 
gleicher Besetzungsart zu bestimmen und die gefundenen Zahlen 
a, b, c u.s.w. durch das Mischungsverhältnis von À auf den be- 
treffenden Geraden: 1, 4, 1 u.s. w. zu dividieren, die Summe 
dieser Werte zu ermitteln und durch die Zahl N der Geraden der 
Gruppe zu dividieren. 


1 bre 0 
ne + +gtiteg) 
Der Nenner von » wächst also entweder dadurch, daB eine neue 
Gerade mit dem halben Mischungsverhältnis von À auftritt, oder 
dadurch, daB N sich verdoppelt. Siehe Tab. 5. 
Da p — F ist, so muB 2" — N.2” sein, woraus folsgt, da 


sowohl die Zahl der Geraden einer Gruppe gleich einer ganz- 
zähligen Potenz von 2 ist, als da8 auch der Nenner des Mischungs- 
verhältnisses auf jeder Gittergeraden gleich einer solchen Potenz 
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Tabelle 5. 


nt mn m m m m um EUR 
8. 16. 32 64 128 256 512 1024 
Zahl der Geraden einer 
der drei Gruppen 2 und 4 4 und 8 ° 8 16 16 32 32 64 
Besetzungsarten der : 
Geraden 4, B, (4B) 4,B,(AB)u. A,B,(AB)u. 4, B(AB)u. 4, B,(4B), 4,B, (AB), 4,B, (AB), À, B, (48) 
J (433) (43B) (43B) (43B)u. (438) uw (43B)u (438) 
: (ATB)  (ATB)  (47B)  (47B)u. 
(415B) 
Art der mit 4-Atomen 
besetzten ‘leilgitter (8-Peh (L4-Pe) (9-Pe). (B-Pahus (L4-Pghs  (9-Pgu (8-Pe)ss  (14-P8hon 
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von 2 ist, daB also nur Gerade der do À, B, (AB), (43B) 


u.s. w. in den Verteilungen » — D vorkommen küônnen. 


8. Setzt man in den Verteilungen _. die Zahl der Geraden 


der Gruppe G, gleich vier, so ist die Zahl der Geraden (4B) von 
p = 0 bis 4 gleich »m und von p — #4 bis 1 gleich 8—m". Für 
die Geraden der Gruppe G, treten aber für p = ? und $ Aus- 
nahmen von dieser Regel auf und für die der Gruppe &, sind nur 
Andeutungen dieser Regel vorhanden. 

Eine allgemeine ee nach der es müglich wäre, die Gruppen 


der Verteilungen » — genau anzugeben, scheint es nicht zu 


d 
geben, jedenfalls wäre sie ziemlich kompliziert. Wohl aber kann 
man sich auf Grund der Teilgitterregel und der über die Zahl der 
Geraden einer Gruppe und ïihren Besetzungen eine recht ange- 
näherte Mers von den normalen Verteilungen der Molen- 


brüche machen, und daher auch von der eines beliebigen Molen- 
bruches, indem man sich das vergegenwärtigt, was jene beiden 
Regeln über die normalen Verteilungen der diesen Molenbruch 


einschliefenden Molenbrüche œ aussagen. 


2. Die normalen Verteilungen im 9-Punktgitter. 


Das reguläre (9-P2), entsteht aus dem regulären (8-Pg),, indem 
zwei (8-Pg), so ineinandergestellt werden, da die Punkte des einen 
in die Mittelpunkte der Elementarwürfel des anderen fallen. Die 
Mittelpunkte der Elementarwürfel des einen (8-Pg), bilden aber 
die Punkte des anderen (8-Pg), und beide Gitter sind einander 
vollkommen gleichwertig. 

Daher kôünnen die Teilgitter des (9-Pp), leicht angegeben werden. 


Tabelle 6. 
Im (9-Pg), Im (8-Pg). 
‘ Zahl der Teiïlgitter Art der Teïlgitter Zahl der Teiïlgitter Art der Teïlgitter 
2 (8-Pg). 2 (ÆPghre 
4 (14-Pghe. 4 (9-Pg}e 
8 (9-Pghe 8 ® (8-Pg)2e 
16 (8-Pg)2a 16 (14-PS 


32 (14-Pghes 32 (9-Pg)ia 
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Bei gleicher Art der Teiïlgitter ist ihre Zahl im (9-Pg), das Dop- 
pelte der im (8-Pg), und bei gleicher Zahl der Teilgitter ist ihre 
Art eine verschiedene, Die Reïhenfolge der Teiïlgitter im (9-Pg), 
und im (8-Pg), ist dieselbe, nur ist sie um einen Platz der Reiïhe 
verschoben. 


Zur Ermittelung der normalen Verteilungen zweier Atomarten 
m 


ot 
1. Die Besetzung der Teilgitter des (9-Pg), Tab. 6. 


im (9-Pg), für p = bieten sich folgende Wege: 


2. Die Herstellung der normalen Verteilung für p — ee in 


einem der beiden (8-Pg), während der andere nur mit einer Atom- 
art zu besetzen ist. 
Diese beiden Methoden führen zu identischen Verteilungen, 
m 
on 


denn die Teïlgitter eines (8-Pg), für p — und die eines (9-Pg), 


für D» — Sr sind dieselben. 


3. Die Herstellung der normalen Verteilung in jedem der 
beiden (8-Pg), des (9-Pg),. 

Dieser Weg führt nur für die Molenbrüche $, # und 5 zu Ver- 
teilungen, die der Symmetrieforderung, nicht aber der Durch- 
mischungsforderung entsprechen. Auf den Wegen 1 oder 2 gelangt 
m 
2e 
teilung, die sich aus den für eu des (8-Pg), sofort ergibt. 


man tür jeden Molenbruch der Reiïhe zu einer normalen Ver- 


Die Art der mit 4-Atomen besetzten Teilgitter der normalen 
Verteilungen im (9-Pg), ist in der Tab. 7 zusammengestellt. ‘ 


Tabelle 7. ? 
p = $ $ 8 $ 
(9-Pg2a (L4-PS)aa 8 (9-Pghe (8-Pe). 
äquivalent eines gleich 
2 (9-Phaa (8-Pg) 4 (9-PE)2a 
16 +5 45 15 
(8-Pgh 3 (8-Pg) 5 (8-Pg)se 7 (8-PS)2a 


Die Teilgitter-Regel gilt auch im (9-Pg),. Der Nenner des 
Molenbruches bestimmit die Art und den Parameter des Teilgitters. 


Füur-p= = sind die mit À besetzten Teilgitter (9-Pg)x, oder 


sie sind betreffs ihrer Punkte zweien dieser Gitter äquivalent. 
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Der Zähler » gibt die Zahl der (9-Pg), an. Für p — F sind die 


mit À besetzten Teiïlgitter (8-Pg), deren Zahl gleich » ist. 
Tabelle 8. 


Gruppen der Gittergeraden gleicher Besetzung im (9-Pg), 
in den Richtungen: 


p der Würfelkanten der Kôrperdiagonalen der Seitendiagonalen 
(A ; G G3 

ee 7B, (AB) 3B, (43B) 7B, AB 

4 8B, (AB) 3B, (AB) 8B, (AB) 

ee 5B, 3(4B) B, 8 (43.B) 6B, À, (AB) 

Fe B, (AB) (43B) 8B, À 

ne 4B, À, 3(AB) (4B), 3(43B) 5B, 24, (AB) 

$ 2B, À, (AB) B, 3 (AB) 2B, A, (AB) 

B, 3(4B) (24, 2B) (4, 3B) 2B, À, (AB) 

ue 4B, 34, (AB) 3(4B), (43B) 4B, 34, (AB) 

+ B, A (4B) B, À 

2 (AB) (24, 2B) B, À 


- Da in den normalen Verteilungen für p << #4 nur eines der 
beiden, das (9-Pg), zusammensetzenden (8-Pg), 4-Atome enthält, so 
ergeben sich die Greraden der Gruppen G, and G, des’ (9-Pg), aus 
denen des (8-Pg), mit 4-Atomen, indem man zu den Gruppen G, 
resp. G, dieses Gitters soviel B-Gerade hinzufügt, als sie Gerade 
enthalten. Die Gruppe G, im (9-Pg), für p — 4 ist also gleich 
der Gruppe G, im (8-Pg), für p = 1: 3B, (AB)+4B oder 7B, (AB). 


Die Gruppe G, des (9-Pg), für p — ou hat dieselbe Zahl der 


Geraden der Gruppe G, des (8-Pg), für p — D aber an Stelle 


der A-Geraden im (8-Pg), finden sich in der Gruppe G, des (9-Pgy 
(AB)-Gerade und an Stelle der (4B)-Geraden (43B)-Gerade. 

Für p = & und #, Fig. 14a und b, Fig. 15, wurden je zwei 
Verteilungen, welche der Symmetrieforderung entsprechen, nach- 
gewiesen, aus den Besetzungen der Gruppe G, ersieht man aber 
daB in je einer Verteilung Gerade mit Paaren gleicher Atome 
einer Art vorkommen. Eine solche Verteilang entspricht nicht der 
Durchmischungsforderung. Wie im (8-Pg), so konnte auch im 
- (9-Pg), für » — S nur die Existenz einer normalen Verteilung 


nachgewiesen werden. 
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3. Die normalen Verteilungen im 14-Punktgitter. 


Stellt man in ein reguläres (8-Pg), drei gleiche (8-Pg),, so daf 
ïihre Punkte in die Seitenmitten des ersten Gitters fallen, so ist 
diese Ineinanderstellung von 4 (8-Pg), ein (14-Pg In jedem 
dieser 4 (8-Pg), kônnen die Punkte der drei anderen (8-Pg), als 


sw 
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die Seitenmitten der Elementarwürfel des einen (8-Pgh aufgefaft 
werden. 
Aus dieser Entstehungsweise des (14-Pg), ergeben sich seine 


Teilgitter : 


Tabelle 9. 
Zahl.der Teilgitter Art der Teiïlgitter 
(8-Pe)e 

8 (L4-Pg)se 
16 (9-PS)2a 
32 (8-Pghe ” 
64 (L4-Pg)e, 

Die normalen Verteilungen für p — T 


Besetzt man je eines der Teiïlgitter (8-Pg), und (14-Pg), mit 
A-Atomen, so entstehen die normalen Verteilungen für p — 2? und 
4. Die normale Verteilung für p — $ kann nicht durch gleiche 
Besetzung von zwei der vier (8-Pg), hergestellt werden, wohl 
aber durch die von vier (14-Pg;, und zwar müssen diese vier 
Gitter so zu einander stehen, daB auf den Geraden der Würfel- 
kanten die beiden Atomarten einander abwechselnd folgen, und 
auferdem müssen abwechselnde, sich kreuzende Seitendiagonalen 
zweiïer aufeinander folgender Würfelebenen nur mit einer Atomart 
besetzt sein. Wenn die abwechselnd nur mit einer Atomart be- 
setzten Seitendiagonalen zweier auf einander folgenden Würfel- 
ebenen sich nicht kreuzen, so entsteht eine Verteilung hexago- 
naler Symmetrie. Der betreffende Mischkristall würde dann aus 
abwechselnd übereinander geschichteten, nur mit 4- oder B-Atomen 
besetzten Netzebenen mit gleichseitigen Dreiecken als Maschen 
bestehen. 

Fig. 16 gibt die normale Verteilung für p — # wieder. (Grleiche 
Zahlen an den schwarzen Kreisen geben die vier (14-Pg), an 
zu denen sie gehôren. Die Besetzung des dargestellten Gitterteils 
kann nicht als regulär bezeichnet werden, denn die Besetzung von 
je vier ein Tetraeder bildenden Punkten mit den kleinsten Abständen 
im Gitter, die sich an den acht Ecken des dargestellten Gitter- 
teils finden, ist nicht dieselbe. Während zwei der acht Tetraeder 
nur mit schwarzen Atomen besetzt sind, sind die übrigen mit je 
zwei schwarzen und zwei weifen besetzt. Betrachtet man àber 
die Besetzung grôBerer Teile des Gitters, so erkennt man, daf 
die Mittelpunkte der nur mit schwarzen Atomen besetzten Te- 


% 
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traeder ein (14-Pg)y5 bilden, dessen Würfelkanten parallel den 
Würfelkanten des ursprünglichen (14-Pg), verlaufen. Die ange- 
gebene Verteilung für p — $ ist normal, denn die Geraden der 


Würfelkanten und die der Kôrperdiagonalen sind abwechselnd 
mit beiden Atomarten besetzt. Für zwei auf éinander senkrechte 
Seitendiagonalen, also senkrecht (011), ist die Lage der drei Geraden 
gleicher Besetzung: 4, B, 2 (AB), in Fig. 17a und b angegeben; 
die eine Lage geht in die andere durch Verschiebung um den Para- 
meter à über. Es sind also auch in den Richtungen der Seiten- 
diagonalen die Gruppen gleicher Besetzung dieselben. * 

Die normale Verteilung für p — $ kann in folgender Weise 
vorgenommen werden. Die A-Atome im Gitter p — 4 liegen auf 
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sich kreuzenden Seitendiagonalen einander folgender Würfelebenen, 
Œig. 16.) Je vier dieser Punkte sind die Ecken eines Tetraeders 


von der Seitenlänge + VE, jeder dieser vier Punkte gehôrt einem 


anderen (14-Pg), an. Die demselben (14-Pg), angehôrigen Punkte 
sind mit gleichen Ziffern von 1 bis 4 bezeichnet. Würde man 
ein Viertel der A-Atome, die alle zu einem der vier (14-Pgh, ge- 
hôren, ersetzen, so würde dadurch eines der vier (14-Pgh, vor 
den anderen drei ausgezeichnet werden, und die Verteilung künnte 
nicht normal sein. ÆErsetzt man aber je ein Viertel der vier Arten 
von A-Atomen, von denen jedes Viertel einer Art zu einem (8-Pgh, 
gehôrt, so ergibt sich die normale Verteilang. In Fig. 16 sind 
die zu ersetzenden Punkte mit « bezeichnet. 


Eine nur der Symmetrieforderung entsprechende Verteilung 
ergibt sich aus der für p — #%, wenn man auf abwechselnden 
Paaren sich kreuzender Seitendiagonalen je ein Paar A-Atome er- 
setzt, also bei einem Viertel der mit 4-Atomen besetzten Tetraeder 


mit der Seitenlänge Ve den Ersatz ausführt. Die Gruppen der 


Glieder gleicher Besetzung sind 
G G G 
in der normalen Verteilung B,3(4B); B,3(4B); B, (AB), (43B), (34, B) 
in der nur der Symmetrie- 
forderungentsprechenden B,3(4B); B,8(AB); 2B, 4,2(4B),(242B), 2 (438B). 
Man ersieht aus der Zahl und Besetzungsart der Gruppen G,, 
welche der beiden Verteilungen die normale ist. 

Im (14-Peg) und im (8-Pg), verhält sich die Punktzahl in 
gleichen Räumen wie 4 zu 1. Daher wird die Abbildungsweise, 
die zur Wiedergabe der Verteilungen im (8-Pg), benutzt wurde, 
für das (14-Pg), unübersichtlich, weil die Zahl der Punkte: 4. 64 
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.Zu gro wird. Beschränkt man sich aber auf die Abbildung eines 
Gitterteils mit 59 Punkten wie in Fig. 17, so wird die Übersicht 
über die Verteilang eine recht unvollständige und zwar schon für 
p — $& und &. 
Die vollständigste Übersicht über die Verteilungen geben 
Gitter-Modelle, oder ihre stereoskopischen Abbildungen, an deren 
Stelle hier nach Photographien von Modellen hergestellte Abbil- 


-dungen wiedergegeben sind. F ig. 18 bis 21. 
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Die Angabe der Verteilung im Elementarwürfel gibt nur dann . 
einen Überblick über die gesamte Verteilung, wenn diese durch 
Verschiebung des Elementarwürfels um seinen Parameter entsteht. 
Das trifft aber nur für gewisse Molenbrüche z. B. 4 und 2, Fig. 22 
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and 23, zu. Im Gitter p — #4 haben die Elementarwürfel dié in 
Fig. 24 angegebene Verteilung, aber sie wiederholen sich nicht in 


+ pP=$ psz+ 


Fig.22. Fig 23 Fig. 24. 


‘ derselben Stellang, sondern sind so zusammengestellt, daB sich 
kreuzende Seitendiagonalen aufeinander folgender Würfelebenen ab- 
wechselnd nur mit einer Atomart besetzt sind. Diese Regel des 
Gitteraufbaues aus Elementarwürfeln ist also komplizierter als die 
Teilgitterregel. Bei anderen Molenbrüchen ist mit der Angabe 
der Verteilung im Elementarwürfel noch weniger anzufangen. So 
müssen für p — à zwei verschiedene Besetzungen des Elementar- 
würfels Fig. 25 angegeben werden und dazu noch eine recht kom- 
plizierte Regel über den Gitterbau aus ihnen. 


Die normalen Verteilungen für p — <=. 


Es sind die normalen Verteilungen für p = 4%, 4%, x und 
5# Zu ermitteln. 

Die für p = ; erhält man durch Besetzung eines der 16 
(9-Pg) mit A-Atomen. 


Kgl. Ges, d. Wiss, Nachrichten, Math.-phys. Klasse, 1918, Heft 2, 16 
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Die normale Verteilung für p — ; kann durch Ersatz von 
B-Atomen aus der für p — + nicht abgeleitet werden, wohl aber 
aus der für p — 2. Im Gitter p — 2 sind die Punkte eïnes der 
vier (8-Pg), mit 4-Atomen besetzt, und da das (8-Pg) aus vier 
(9-Pg)x besteht, so kônnen in einem derselben die 4-Atome er- 
setzt werden. 


Aus der normalen Verteilung für p — ? kann die für p = ÿ, 
nicht abgeleitet werden, denn beim Ersatz der B-Atome eines der 
12 (9-Pg)., kommen die ersetzten Atome in der Richtung einer 
Würfelkante in die Mitte der Flächen der Elementarwürfel und 
in den Richtungen der beiden anderen Würfelkanten kommen sie 
vor oder hinter die Kantenmitte eines Elementarwürfels. 

Aus der normalen Verteilung für p — $ kann die für p — 
abgeleitet werden, aber nicht durch Ersatz der A-Atome eines 
(9-Pgha, da ein solches mit 4-Atomen besetztes Gitter in der Ver- 
teilung für p — $ nicht vorhanden ist. Ersetzt man in p — à 
in vier (8-Pghx die zu vier verschiedenen (14-Pg), gehôren, je 
die Hälfte der A-Atome, die vier (14-Pg)a bilden, so ergibt sich 
die normale Verteilung für p = +%. 

Zur Ausführung des Ersatzes verfährt man in folgender Weise. 
Um von p — à zu p — #; zu gelangen, mu die Hälfte der 
Seitendiagonalen mit den Besetzungen (43B) und (B34) in Gerade 
mit den Besetzungen B und (AB) verwandelt werden. Ersetzt 
man gewisse A-Atome, so werden zwei sich schneidende Gerade 
(43B) und (B34A) in Gerade B und (AB) verwandelt. In den 


Reïhen der Tetraeder mit den Seitenlängen SV, die in p = à mit 


Über die Verteilungen zweier Atomarten usw. 291 


drei À- und einem B-Atom besetzt sind, kommt dadurch in ab- 
wechselnde Tetraeder ein zweites B-Atom (Fig. 28). 

Zur Herstellang von p — -:} aus p — $ hat man in p = à 
die Hälfte der B-Atome, die bei Herstellung der normalen Ver- 
teilung p — 3 aus p — 4 ersetzten, durch 4-Atome zu ersetzen; 
diese bilden vier ineinander gestellte (14-Posx. 
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Die normalen Verteilungen für p — 


Die Herstellung der Verteilungen für p = 34, # und kann 
aus den für 4, 4 und ? durch Ersatz der 4-Atome je eines (8-Pgh, 
ausgeführt werden, da in diesen Verteilungen nur je ein mit À- 
Atomen besetztes Teiïlgitter vorhanden ist, 

Um die normale Verteilang p — # herzustellen, sind im 
Gitter p — 4 die B-Atome eines (8-Pg), zu ersetzen, nämlich die 
auf den Geraden der Würfelkanten, auf denen sich schon 4-Atome 
finden. 

Ersetzt man in der normalen Verteilung für p — $ einen 
Teil der A-Atome von vier (8-Pgu, die zu vier verschiedenen 
(14-Pgka gehôren, in der Weise, daB in jeder vierten Tetraeder- 


reihe mit der Tetraeder-Seitenlänge <V2 jedes vierte Tetraeder 


zwei B-Atome enthält, während in p — 3% jedes Tetraeder nur 

ein B-Atom hat, so entsteht die normale Verteilung für p — #4. 

Die normale Verteilung für p = 4$ entsteht in analoger Weiïse 

aus den für p — $ durch Ersatz eines Teils der B-Atome von 

vier (8-Pgu, die zu vier verschiedenen (14-Pg), gehôren. Hierbei 

wird in jedem vierten Tetraeder jeder vierten Tetraederreihe ein 
1% 
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B-Atom ersetzt. Es enthalten also von jenen Reiïhen drei auf- 
einander folgende Tetraeder 3 4- und 1 B-Atom und das vierte 
4 A-Atome. 

Ersetzt man in analogen Tetraederreihen der mit vier B- 
Atomen besetzten Tetraeder in p — ;% je ein B-Atom in jedem 
vierten Tetraeder der vierten Lo so entsteht die normale Ver- 
teilung für p = ?$. d 


Allgemeine Regeln über die normalen Verteilungen 
im (14-Pg. 


Der Zähler des Molenbruches p — . bestimmt auch im (14-P#), 
die Zahl der mit A-Atomen besetzten Teilgitter. Beispielsweise 
ist in den normalen Verteilungen der Molenbrüche p = F5 die 


Zahl der mit A-Atomen besetzten Teilgitter (8-Pg)4 gleich dem 
Zähler des Molenbruches, wenn nicht Teilgitter mit grôBerem Para- 
meter als 2a mit 4-Atomen besetzt sind. Wenn aber das der 
Fall ist, so gilt die Regel, nachdem die Zahl der mit 4-Atomen 
besetzten (8-Pg)4 auf die der ihnen äquivalenten (8-Pg2, reduziert 
ist. Vergleicht man die Anzahl der mit 4-Atomen besetzten Teil- 
gitter im (14-Pg), mit denen im (8-Pg), und im (9-Pg), Tab. 10, 7 
und 3, so ist zu ersehen, da bei gleichem Molenbruch die Zahl 
der mit A-Atomen besetzten Teilgitter (8-Pg), doppelt so groB 
als im (9-Pg), und vier mal so ‘groB als im (8-Pg), ist. Es ent- 
spricht das den Beziehungen der drei Gitterarten zu einander. 
Das (14-Pg), besteht aus vier (8-Pg#), und das (9-Pg), aus zwei 
(8-Pgk, das (14-Pg), ist aber bei gleichem Parameter nur seiner 
Punktzahl nach äquivalent zweien (9-Pg).. 

Diese allgemeine Regel gestattet allerdings die Herstellung 
der normalen Verteilungen für die Molenbrüche mit grôBeren Zäh- 
lern noch nicht, da die Stellungen der mit 4-Atomen besetzten 
Teilgitter noch anzugeben sind. Durch Zusammenfassung der Teil- 
gitter zu Gruppen von Teilgittern kleineren Parameters wird die 
Herstellung der normalen Verteilung ermôüglicht. Dementsprechend 
sind auch die Angaben der Tab. 10 eingerichtet. Die Pfeile weisen 
auf die Abstammungen der normalen Verteilungen für die mit 
grôfBeren Nennern der Molenbrüche aus den mit kleineren. Man 
ersieht, daB ihrer Abstammung nach die Verteilungen in drei Teile 
zerfallen; die der mittleren Molenbrüche von p = 4 bis $ stammen 
von der Vie für p = 4 ab, die der Molenbrüche von p = + 
bis # und 13 bis 12 von der für p — 3 und die der Molenbrüche 
von p — +, bis 4 und 1% bis 1$ von p —= 4 
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Der Nenner des Molenbruches _s bestimmt auch im (14-Pg), 


die Art der Teiïlgitter. Doch gelten für die Molenbrüche von 0 
bis 3 und $ bis 1 andere Regeln als für die Molenbrüche von 2 
bis $. Die für jene Molenbrüche geltenden Regeln sind analog 
den im (8-Pg), und (9-Pg), geltenden. Doch sind bei gleichen 
Nennern der Molenbrüche die Teilgitter in den drei Gitterarten 
verschieden, sie entsprechen den in den Tab. 1, 6 und 9 angege- 
benen Arten der Teilgitter. Für die Verteilungen von p = 2 bis 
$ gelten besondere Regeln, weil hier die Ableitung der Vertei- 
lungen eine andere ist. 


Tabelle 11. 


Gruppen der Gittergeraden gleicher Besetrung im 14-Punktgitter 
in den Richtungen 


der Würfelkanten der Kôrperdiagonalen der Seitendiagonalen 


? G; Ga à G3 

A 15B, (4B) 15, (4B) 73, (43B) 
ere 7B, (4B) 15B, 4 3B, (43B) 

& ‘13B, 3(4B) 13B, 3(4B) 6B, (AB), (48) 

# 4  8B, (4B) _ 3B, (4B) 3B, (AB) 

& 12B, À, 3(4B) 12B, 4, 3(4E) 5B, 2(4B), (43B) 
pet 6B, À, (AE) 13B, 34 2B, (AB), (43E) 

. 12B, 34, (4B) 12B, 34, (4B) 4B, 3(4B), (43B) 

& 4 3B, À 3B, À B, (AB) 

9 8B, 4(4B), (43B) .3B, 4(4B), (43B) 4B, 3(4B), (B34) 

49 4%  B,2(AB)(43B) B,2(4B) (43B)  3B, 3(4B), (43B), (B34) 
+ 2B, 5(4B) (43B) 2B, 5(4B), (43B) 4B, À, 2 (4B), (B34) 
32 ÿ B, 3(4B) B, 3 (4B) B, (4B), (43B), (B34) 
4 B, 6(4B), (43B) DB, G(AB), (43B)  B, 4(4B), 2(43B), (B34) 
44 Z  3(4B) (438) 3(4B), (43E) à 2B, 4, 3 (4B), (43B), (B34) 
nm 7 (48), (43B) 7 (48), (438) 2B, 4, 4(4B), (B34) 
4e 4 (AB) (4) B, 4;2(4B) 


Für das (8-Pg), galt der allgemeine Satz: In den normalen 
m 
25) 
gleich einer ganzzahligen Potenz von 2, und es kommen in den 
normalen Verteilungen der bezeichneten Molenbrüche nur Gerade 
mit den Besetzungen: À, B, (AB) (43B), (B34), (4, 7B), (B7A) 
u.s.w. vor. Dieser Satz gilt auch für das (14-Pg). 

Die Besetzung der Teilgitter, die Zahl der Geraden einer 


Verteilungen für p — ist die Zahl der Geraden einer Gruppe 
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Gruppe und ihre Besetzang sind für die Molenbrüche Gr WwO m 


eine ungerade Zahl ist, in der Tab. 12 zusammengestellt. 


Tabelle 12. 
j m m m om m m m 
à 8. HET ‘92 STE 128 256 512 
Art der mit A- 
Atomen besetz- 
ten Teilgitter  (8-Pg)s (8-Pghe (8-Paha |(8-Pghe (8-P&he (8-PShae (8-Pg)ae 
Za&hl der Geraden 
einer Gruppe 2u.4 4,8u 15 B8u.16|16u.32 16u.32 16 u.32 32 u. 64 
Besetzungen der neu hinzukommende neu hinzukommende 
Gittergeraden 4,B,(4B) (43B)  (B34) (47B). (TBA) (415B) (B154) 


Es folgt eine speziellere Übersicht über die Zahl der Geraden 
der drei Gruppen G,, G, und G, für die.Molenbrüche von p = 0 
bis 2 und von £ bis 1 unter a und für die von p = à bis $ unter b. 


8 
Tabelle 18. , 
Zahl der Geraden einer Gruppe. 
Am m 2m m m 
A PT CE 5/10 SR 
a b a d a b 
G 4 2 u. 4 8 4 16 8 
@ 4 2 u. 4 16 4 16 8 
Gas 2 u. 4 4 4 8 8 8 


Die Einwirkungsgrenzen chemischer Agentien auf 
die Mischkristallreihen mit normalen Atomver- 
teilungen. 

a. Einteilung der Verteilungen. 

Wie erwähnt, kôünnen vier Arten von Verteilangen zweier 
Atomarten in einem Raumgitter unterschieden werden. 

1. Die normalen Verteilungen, die sich bei Temperaturen, bei 
denen Platzwechsel der Atome eintritt, von selbst ‘herstellen. 

2. Abnorme Verteilungen, deren Symmetrie eine niedrigere 
ist als die des Gitters. Diese gehen bei hinreichend hoher Tem- 
peratur unter Ânderung des Gitters in die normalen über. 

3. Verteilangen, die der Symmetrie des Gitters entsprechen, 
in denen aber unwahrscheinliche Anhäufungen der Atome einer 
Art vorkommen. Da die Entstehung dieser Verteilungen umso 
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unwahrscheinlicher ist, je g16Ber in ibnen die Anbäufungen einer 
Atcmart sind, so werden sie, falls ein Mischkristall bei einer Tem- 
peratur unterhalb der des Beginns des Platzwechsels entsteht, nur 
in kleinen Gitterbezirken vorkommen künnen. 


4 Die ungeordnete Verteilung beider Atomarten, die sich bei 
Bildung von Miscbkristallen unterhalb der Temperatur des Beginns. 
des Platzwechsels im Gitter herstellen karn, wenn die beiden Atom- 
arten bei irgend einem Prozef zur Besetzung eines Gitters ge- 
zwungen wurden. Solche Prozesse sind, die Ausscheidung zweier 
Arten von Metallatomen bei der Elektrolyse und die Verdampfung 
des Lüsungsmittels zweier iscmorpher Kôürper. Da die normale 
Verteilung "nur unter Einwirkung des im Mischkristall bestehenden 
Kraftfeldes bei Diffusionsmëglichkeit der Moleküle oder Jonen sich 
herstellen kann, so wird bei Diffusionsbehinderung nicht die nor- 

_ male Verteilung, sondern wabrscheïnlich die regellose sich her- 
stellen. 

Von diesen Verteilungsarten ist bei Temperaturen statt- 
findenden Platzwechsels, und nur bei diesen kann von einem ïin- 
neren kinetischen Gleichgewicht die Rede sein, nur die normale 
beständig, absolut stabil. Über die Frage, ob die zweite Ver- 
teilungsart stabiler als die vierte ist, kann nur die Erfabrung 
entscheiden. 

Betreffs der Einwirkungsgrenzen chemischer Agentien auf 
Mischkristallreihen mit verschiedenen Verteilungsarten kann man 
- mit Sicherheit sagen, daf die Einwirkungsgrenzen bei ungeordneter 
Verteilung sich zu hüheren Gehalten der inaktiven Komponente 
als bei der normalen Verteilung erstrecken werden, und daf sie 
im Gegensatz zu den Einwirkungsgrenzen auf Mischkristallreihen 
mit normalen Verteilungen ganz unscharf und verwaschen sein 
werden. Betreffs der Beziehungen der Einwirkungsgrenzen auf 
Mischkristallreihen mit normalen und abnormen Verteilungen kann 
nur die Erfahrung Aufschlu geben. 


b Einwirkungsgrenzen eines in das Gitter dringenden 
Agens. 


Es handelt sich hier um die atomistische Deutung der Lôs- 
lichkeitsgrenzen des Wasserstoffs in Palladium-Legierungen. Da 
Pd mit Au oder Ag lückenlose Mischkristallreihen bildet, so mu 
das von seinen Atomen besetzte Gitter ein 14-Punktgitter wie das 
der Au- oder Ag-Kristalle sein. 
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Die Lôslichkeit des Wasserstoffs in den Mischkristallreihen: 
Pd-Au und Pd-Ag, reicht von 1.0 bis 0.5 Mol Pd ”). 

Beim Eindringen des Wasserstoffs in die Pd-reicheren Misch- 
kristalle spaltet sich das H2-Molekül in H-Atome, die ins Innere 
des Pd und seiner Mischkristalle dringen. Als Gründe hierfür 
sind anzuführen: 1. Der Gleichgewichtsdruck im System Wasser- 
stof-Palladium ist bei kleinen Wasserstoffkonzentrationen pro- 
portional dem Quadrate der Wasserstofkonzentration im Pd. 2. Die 
Lüsungsgeschwindigkeit des an einer Pd-Kathode entwickelten 
Wasserstoffs ist sehr viel grôBer als die des H2-Gases. 

Würden in den Mischkristallen des Pd die H-Atome beliebige 
Wege bei ihrem Ein- und Austritt wählen kônnen, so wäre die 
Existenz einer bestimmten Lôslichkeitsgrenze des Wasserstoffs in den 
Pd-Mischkristallen nicht verständlich. Beschränkt man aber diese 
Wege durch die Vorschrift, daB die H-Atome nur auf solchen 
Wegen sich ins Innere der Mischkristalle bewegen kônnen, auf 
denen sie von Pd- zu Pd-Atom gelangen, auf denen also fremde 
Atome fehlen, so kann man in folgender Weise zu einer Deutung 
der bestimmten Lôslichkeïtsgrenzen gelangen. 

Nennt man eine nur mit Pd-Atomen besetzte Gittergerade 
einen Faden und bezeichnet als Fadenquotienten die Zahl der Fäden, 
dividiert durch die aller Gittergeraden einer Richtung, so gibt die 
Tab. 14 eine Übersicht über die Fadenquotienten in den Richtungen 
der dichter mit Atomen besetzten Greraden für verschiedene Molen- 
brüche p der von Pd verschiedenen Mischkristall-Komponente, also 
auch eine Übersicht über die den H-Atomen zur Verfügung ste- 
henden Wege. 


. Tabelle 14. 
Quotienten einfacher Fäden im 14-Pg. À 

PERS $ $ $ à É ë 
1) Seitendiagonalen senkrecht (011) 0 0 + 4 + 3 î 
2) Wäürfelkanten senkrecht (001) (0) L 0 0 4 À î 

3) Kôrperdiagonalen durch die Ecken und 
Seitenmitten senkrecht (211) 0 0 4 “ + . 

4) Kôrperdiagonalen durch die Würfel- 
ecken senkrecht (111) 0 L 0 0 L + $ 


In den Richtungen 1) und 8) verschwinden die Fäden erst bei 
einem Pd-Gehalt von ? Mol; da die Lôslichkeitsgrenze bei 4 Mol Pd 
liegt, so kônnen diese Fäden nicht die Wege der H-Atome sein. 


1) Nachrichten d. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen 1918 S. 72 ff. 
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In den Richtungen 2) und 4) treten zwischen 3 und + Mol Pd 
wieder Fäden auf. Es treten also hier in einem Grebiete, in dem 
H-Atome nicht mehr in die Pd-Mischkristalle dringen kônnen, 
wieder Fäden auf, nachdem sie zwischen # und % Mol Pd ver- 
schwunden waren. Hieraus ist aber nicht zu schliefen, da die 
H-Atome sich längs den Fäden der Richtungen 2) und 4) in den 
Mischkristallen mit mehr als 4 Mol Pd nicht fortbewegen kônnen, 
sondern es ist die Umgebung der Fäden zwischen 4 und + Mol Pd 
mit der der Fäden zwischen #4 und 1 Mol Pd zu vergleichen und 
zu prüfen, ob nicht auf den Fäden zwischen 3 und 4 Mol Pd die 
H-Atome in ihrer Fortbewegung durch die Au- oder Ag-Atome 
behindert werden. 

Die Umgebungen je eines Fadens der Küôrperdiagonalen und 
der Würfelkanten in den normalen Verteilungen für » — à Mol Pd 
sind in den Fig. 80 und 31 dargestellt. Die Kreïse bezeichnen 
die Pd-Atome, die Kreuze Au- oder Ag-Atome. Würde ein H- 
Atom auf der Geraden ab, einem Faden der Kürperdiagonalen, 


Figur 80. 


Fig. 30, sich bewegen, so würde es, um vom ersten Pd-Atom zum 
zweiten zu gelangen, die von je drei Kreuzen: 2, 3 und 4, gebil- 
deten Engen je zweimal passieren müssen. Diese Kreuze besetzen 
die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks der Oktaederebene, 
auf die der Faden senkrecht gerichtet ist, und die Seite des gleich- 
seitigen Dreiecks, das die Kreuze 2, 3 und 4bilden, ist gleich dem 


geringsten Abstande zweïer Gitterpunkte É 


Würde ein H-Atom auf der mit lauter Pd-Atomen besetzten 
Geraden der Würfelkante, aa, Fig. 31, sich bewegen, so müfte es 
die Engen der Quadrate, deren Ecken mit Kreuzen besetzt sind, 
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passieren, und zwar müfte es, um vom ersten zum zweiten Pd- 
Atom zu gelangen, zwei um 90° gegen einander gedrehte Quadrate 
mit der Seitenlänge gleich dem Parameter « durchschreiten. 

Da die Mischkristalle mit ? bis 4 Mol Pd bei Temperaturen, 
bei denen ein Platzwechsel der Pd-Atome noch nicht stattfindet, 
H nicht aufnehmen, so folgt hieraus und aus dem Umstande, daf 
die beschriebenen Fadenumgebungen bei 4 Mol Pd nicht mehr vor- 
handen sind, da sie das Eindringen der H-Atome verhindern. 


Der Parameter des Pd-Gitters kann von dem des Cu-Gitters 
8,61.10° cm nicht sehr verschieden sein. Nach P. Debye ist der 
Durchmesser des Elektronenringes im H:2-Molekül 1,05.107 cm: 
Es würde also das jedenfalls noch kleinere H-Atom die beschriebenen 
Engen seiner GrôlBe nach passieren kônnen, wenn nicht Kräfte 
auftreten würden, welche es daran hindern. 

Überschreitet der Pd-Gehalt 4 Mol, so entstchen in den Rich- 
tungen der Würfelkanten und Kôrperdiagonalen Stücke von Fäden, 
auf denen das H-Atom in die Mischkristalle dringen kann. Bei 
sehr geringer Überschreitung des Pd-Gehalts von 4 Mol sind diese 
Fadenstücke lang, kommen aber selten vor, mit wachsendem Pd- 
Gehalt werden sie kürzer, aber häufger; auch entstehen für das 
H-Atom Môglichkeiten von einem Fadenstück zum andern zu ge- 
langen. 


c&.  Einwirkungsgrenzen von Agentien, die in die Misch- 
kristalle nicht eindringen. 


Bei den Mischkristallreihen des Au mit Cu oder Ag liegen 
die Einwirkungsgrenzen besonders häufñg bei 4 und ? Mol Au, sel- 
tener bei : Mol Au, welche Grenze für die Ag-Fällung aus Ag- 
haltigen Lüôsungen durch Cu-Au-Legierungen beobachtet wurde, 
und die vielleicht auch für die Fällung von Os aus einer Lüsung 
von OsClL gilt. Bei einem Oxydationsmittel mittlerer Stärke, 
einer schwefelsauren Lôüsung von Vanadinsäure, wurde die Ein- 
wirkungsgrenze auf die Cu-Au-Legsierungen zwischen 0.37 und 
0.43 Mol Au gefunden. Da eine genaue Bestimmung dieser Ein- 
wirkungsgrenze zur Zeit nicht vorliegt, so muB dahin gestellt 
bleiben, ob es sich hier um eine zufällige Inhomogenität des Plätt- 
chens mit 0.37 Mol Au handelt, oder ob dieses Agens die Grenze 
4 Mol Au wegen Beladung der Cu-Atome in der Oberfläche mit 
Sauerstoff nicht erreicht. 


Mit diesen Einwirkungsgrenzen im engsten Zusammenhange 
befindet sich der atomistische Aufbau dieser Mischkristallreihen. 
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Wie aus Tab. 10 zu ersehen, sind die Mischkristalle von 2 bis 
4 Mol Au der Abstammung ihrer normalen Verteilungen nach von 
denen mit weniger als 2 Mol Au scharf unterschieden. 

In der normalen Verteilung für 4 Mol Au besetzen die Au- 
Atome vier von den acht (14-Pg), des (14-Pg, in der für ? Mol Au 
besetzen sie eines der vier (8-Pg), des (14-Pg) und in der für 
1 Mol Au besetzen sie eines der acht (14-Pg). des (14-Pg All- 
gemeiner kann man auch sagen, dafi die drei bekannten Einwir- 
kungsgrenzen auf die Miscbkristallreihen des Au mit Cu oder Ag 
gerade bei den Au-Molenbriüichen: 4, ? und # liegen, bei denen 
4, 8 und 16 (8-Pg)x der 32 (8-Pg)x des (14-Pg), mit Au-Atomen 
besetzt sind. Siehe Tab.10. Ein Zusammenhang der Einwirkungs- - 
grenzen mit den normalen Verteilungen beider Atomarten ist also 
unverkennbar. 

Die Frage, warum für verschiedene Agentien die Einwirkungs- 
grenzen so verschieden sind, findet ihre Beantwortung in dem 
Hinweise auf die verschiedene Anzahl von aktiven Atomen des 
Mischkristalls, deren die Moleküle der Agentien bedürfen, um mit 
ihnen in Reaktion zu treten. 

Braucht ein Agens vier Cu-Atome, so kann es auf einer Würfel- 
ebene vier benachbarte Cu-Atome finden, wenn der Au-Gehalt des 
Cu-Au-Mischkristalls unter 4 Mol gesunken ist, In der normalen 
Verteilung für 1 Mol Au ist eine Würfelebene in der Weise besetzt, 


Fig. 32. Fig. 33 


wie Fig. 32 es angibt, und die folgende Würfelnetzebene ist nur 
mit Cu-Atomen besetzt. Man ersieht, daB vier Cu-Atome (Kreïse), 


deren Abstände von einander betragen, auf der Netzebene 


Fig. 32 nicht vorhanden sind. Erst wenn eines der Au-Atome 
“(Kreuze) durch ein Cu-Atom ersetzt wird, ist die Einwirkungs- 
bedingung des Agens erfüllt. In Folge der Einwirkung entsteht 
eine Bresche in der Netzebene Fig. 82 vom Flächeninhalt (24); 
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durch die das Agens Zutritt zur zweiten nur mit Cu-Atomen be- 
setzten Netzebene findet. Durch den Ersatz eines Au-Atomes 
wurden also 8 Cu-Atome der Einwirkung zugänglich. Auf einer 
Oktaeder- oder Rhombendodekaederebene würden die Verhältnisse 
ganz ähnlich sein, denn nach Tab. 11 sind die Gruppen der Ge- 
raden gleicher Besetzung in den auf ihnen senkrechten Richtungen 
dieselben wie in den Richtungen der Würfelkanten. 


Braucht ein Agens zwei Cu-Atome, so kann es auf einer Würfel- 


ebene zwei Cu-Atome mit dem Abstande VE erst finden, wenn 


der Au-Gebalt unter 2 Mol sinkt. In der normalen Verteilung 
für 2 Mol Au ist eine Würfelebene, wie es Fig. 33 angibt, besetzt 
und die ihr folgende Netzebene enthält nur Cu-Atome. Man er- 


. sieht, daB zwei Cu-Atome mit dem Abstande F auf der Netz- 


ebene Fig. 33 nicht vorhanden sind. Ersetzt man eines ihrer Au- 
Atome (Kreuze), so wird das Agens auf zwei Atome einwirken 
kônnen und sie dem Gitterverbande entziehen, wodurch die Môglich- 
keit der Einwirkung auf zwei Cu-Atome der folgenden Netzebene 
gegeben ist. Durch Ersatz eines Au-Atoms werden vier Cu-Atome 
der Einwirkung zugänglich. Auf den Rhombendodekaederebenen 
ist die Verteilung der auf den Würfelebenen ganz ähnlich. Auf 
den Oktaederebenen folgt einer mit Cu-Atomen besetzten Geraden 
eine Hits besetzte, und da die Abstände aller Cu-Atome 


von einander F betragen, so werden sie der Einwirkung unter- 
liegen. Wenn die Au-Atome mit den Abständen Ta ihre Plätze 
im Gitter behalten, so kônnen sie die Cu-Atome der folgenden 
Netzebene schützen. 

Ein Agens, das zu seiner Einwirkung nur eines Cu-Atomes 
bedarf, findet einzelne Cu-Atome auf den Oberflächen auch der 
Au-reichsten Mischkristalle. Wenn nach Entfernung der Cu-Atome 
die Au-Atome ihre Gitterplätze behalten, so werden die Moleküle 
des Agens durch sie verhindert, auf die Etes liegenden Cu-Atome 
einzuwirken. Da die Entfernung der wenigen Cu-Atome aus der 
Oberfläche nicht nachgewiesen werden kann, so erscheinem die 
Mischkristalle, in denen die Au-Atome der Oberfläche ihre Plätze 
beibehalten, résistent. Denkt man sich in der normalen Verteilung 
für p — # ein Au-Atom einer Würfelebene durch ein Cu-Atom 
ersetzt, so wird für das Agens der Weg zu den Cu-Atomen der 
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Ecken eines Tetraeders mit der Kante Fe erdffnet, und durch 
/ 


Einstürze von Au-Atomen, unter denen Cu-Atome fortgenommen 
wurden, wird sich die Bresche erweitern. 


Die Einwirkungsgrenzen von Agentien, die ein, zwei oder 
vier Cu-Atome zu ihrer Einwirkung brauchen, lassen sich also auf 
Grund der normalen Verteilungen im (14-Pg), recht wohl verstehen. 
Dazu kommt, daB die Zahl der Cu- oder Ag-Atome, deren die 
Agentien zu ihrer Einwirkung bedürfen, mit der Wertigkeit des 
Agens in der Regel übereinstimmt. Die Agentien, welche ein Cu- 
oder Ag-Atom erfordern, wie Salpetersäure, eine Au Cl- und Au Cls- 
haltige Lôüsung und eine Lüsung von FeCl: kônnen als einwertige 
Agentien betrachtet werden, während schwefel- und selenhaltige 
Lüsungen sowie schwache Oxydationsmittel, in denen S, Se und O 
als Agentien zwei Cu- oder Ag-Atome brauchen, bekannte zwei- 
wertige Agentien sind. Um so überraschender ist die Wirkung 
von Silbersalzen, für die die Emwirkungsgrenze einwertiger Agentien 
zu erwarten wäre, die aber wie vierwertige Agentien (OsCl) 
wirken. 


Den Mischkristallen des Au mit Cu oder Ag wird durch Sal- 
petersäure das Cu oder Ag bis # Mol Au vollständig entzogen, von 
3 Mol Au an aber bleibt eine mit wachsendem Au-Gehalt zuneh- 
mende Cu- oder Ag-Menge im Mischkristall zurück, die bis 4 Mol Au, 
bis zu seinem maximalen Betrage, der ursprünglich vorhandenen 
Menge zunimmt. Der Grund dafür, daf von 3 Mol Au alles Cu 
oder Ag den Mischkristallen entzogen werden kann, ist darin zu 
suchen, da eine Reihe von je drei aufeinander folgenden Au- 
Atomen der Seitendiagonalen der Würfelebenen ihre Plätze nicht 
behalten, sondern aus dem Gitterverbande aussscheiden; dadurch 
werden die Netzebenen parallel den Würfelebenen vôllig abgebaut. 
In der Verteilung für p — 4 sind abwechselnde Seitendiagonalen 
der Würfelebenen nur mit Au- oder nur mit Cu-Atomen besetzt; 
sinkt der Au-Gehalt auf » — 3, so ist in den Reïhen der Au- 
Atome jedes vierte Au-Atom durch ein Cu-Atom ersetzt; werden 
hier durch Salpetersäure alle Cu-Atome der/Würfelebene entfernt, 
so künnen sich die je drei aufeinander folgenden Au-Atome auf 
ihren Plätzen nicht mehr halten und die Einwirkung des Agens 
auf die folgende Netzebene mit gleicher Besetzung beginnt u.s. w. 
Bei einem Au-Gehalt zwischen # und 4 Mol bleiben noch Reïhen 
von Au-Atomen mit mehr als drei Au-Atomen stehen und schützen 
Teile des Gitters vor der Einwirkung. Sehr äbnlich liegen die 


LT 
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Verhältnisse auf den Flächen des Rhombendodekaeders und ähnlich 
auf denen des Oktaeders. 

Die geschilderte Art und Weise des Gitter-Abbaues unter- 
scheidet sich von den früher angegebenen vor allem darin, daf 
jetzt den aktiven Atomen des Mischkristalls nicht bestimmte Aff- 
nitätsvektore zugeschrieben werden; die Frage nach den Affinitäts- 
vektoren wird jetzt offen gelassen. | 

Für ein Agens, das wie die H-Atome in das Gitter ein- 
dringen kônnte, ist die Vorstellung von den Ursachen der Lôs- 
lichkeïtsgrenzen mit der früheren, die den aktiven Atomen 
Affinitätsvektore zuschreibt, sehf nahe verwandt, denn die Grund- 
annabme, da die H-Atome nur auf Pd-Fäden parallel den 
Würfelkanten oder den Kôrperdiagonalen sich bewegen künnen, 
läuft auf die Annahme von Affnitätsvektoren der Pd-Atome 


. hinaus. 


Die früber?) versuchte Bestimmung der Richtungen der Aff- 
nitätsyektore der aktiven Atome ist nicht haltbar. Sie gründete 
sich darauf, daf in den Richtungen der Würfelkanten die Zahl 
der einfachen Fäden bei p — ? und p — -# dieselbe ist, während 
in den Richtungen der Kôrperdiagonalen ihre Zahl bei p = &, 
grôBer ist als bei p — 3%. Daher kônnen, so wurde geschlossen, 
wenn p kleiner als 2 wird, in den Richtungen der Würfelkanten 
keine Doppelfäden auftreten, wohl aber in den der Kôrperdiago- 
nalen. Eine eingehendere Untersuchung zeigte aber, da auch 
in den Richtungen der Kôrperdiagonalen die Zahl der einfachen 
Fäden nicht proportional mit abnehmendem p von p — 2 wächst. 
Wie in Tab. 11 ersichtlich, ist die Zahl der nur mit aktiven B- 
Atomen besetzten Gittergeraden der Kôrperdiagonalen bei p — À 
und p — 3! dieselbe. 

Zur Entscheidung der Frage, ob auch bei der Einwirkung von 
Agentien, die nicht in die Mischkristalle eindringen, die Affinitäts- 
vektore eine Rolle spielen, müfite die Einwirkung chemischer 
Agentien in der Nähe der Einwirkungsgrenzen auf Kristallebenen 
verschiedener und bekannter Orientierung bekannt sein, da aber 
bei den untersuchten Kristallitenkonglomeraten die Orientierung 
der Kristallitenebenen unbekannt ist, so fehlen wesentliche Be- 
stimmungsstücke zur Beantwortung jener Frage. 

Die neuere Auffassung des Abbaues von Mischkristallen mag 
nur eine von mehreren noch môglichen sein. Denn obwohl die 


1) Nacbr. d. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen 1916 $S. 262. 


e 
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atomistische Struktur der Kristallebenen von Mischkristallen der 
regulären Gitter für normale Atomverteilangen bekannt ist, so 
bestehen doch bezüglich der Art und Weise der Einwirkung der 
Agentien auf diese Wände bekannter atomistischer Struktur manche 
Môglichkeiten. Je mehr man diese übersieht, desto eher wird man 
zwischen ihnen zu entscheiden lernen. 


Invariante Variationsprobleme. 


(F. Klein zum fünfzigjäbrigen Doktorjubiläum.) 
Von 


Emmy Noether in Gôttingen. 
Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 26. Juli 19181). 


Es handelt sich um Variationsprobleme, die eine kontinuier- 
liche Gruppe (im Lieschen Sinne) gestatten; die daraus sich er- 
gebenden Folgerungen für die zugehôrigen Differentialgleichungen 
finden ïhren allgemeinsten Ausdruck in den in $ 1 formulierten, 
in den folgenden Paragraphen bewiesenen Sätzen. Über diese aus 
Variationsproblemen entspringenden Differentialgleichungen lassen 
sich viel präzisere Aussagen machen als über beliebige, eine Gruppe 
gestattende Differentialgleichungen, die den Gegenstand der Lieschen 
Untersuchungen bilden. Das folgende beruht also auf einer Verbin- 
dung der Methoden der formalen Variationsrechnung mit denen der 
Lieschen Gruppentheorie. Für spezielle Gruppen und Variations- 
probleme ist diese Verbindung der Methoden nicht neu; ich er- 
wähne Hamel und Herglotz für spezielle endliche, Lorentz und 
seine Schüler (z. B. Fokker), Weyl und Klein für spezielle unend- 
liche Gruppen?). Insbesondere sind die zweite Kleinsche Note und 
die vorliegenden Ausführungen gegenseitig durch einander beein- 


1) Die endgiltige Fassung des Manuskriptes wurde erst Ende September 
eingereicht. 5 

2) Hamel: Math. Ann. Bd. 59 und Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. 50. 
Herglotz: Ann. d. Phys. (4) Bd. 36, bes. $ 9, S. 511. Fokker, Verslag d. Amster- 
damer Akad., 27./1. 1917. Für die weitere Litteratur vergl. die zweite Note von 
Klein: Gôttinger Nachrichten 19. Juli 1918. 

In einer eben erschienenen Arbeït von Kneser (Math. Zeitschrift Bd. 2) handelt 
es sich um Aufstellung von Invarianten nach ähnlicher Methode. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math-phys. Klasso. 1918. Heft 2. 174 
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flufit, wofür ich auf die Schlufbemerkungen der Kleinschen Note 
verweisen darf. 


$ 1. Vorbemerkungen und Formulierung der Sätze. 


Alle im folgenden auftretenden Funktionen sollen als ana- 
lytisch oder wenigstens als stetig und endlich oft stetig differen- 
tieerbar, und im betrachteten Bereich eindeutig angenommen werden. 

Unter einer ,Transformationsgruppe“ versteht man bekanntlich 
ein System von Transformationen derart, daB zu jeder Transfor- 
mation eine im System enthaltene Umkehrung existiert, und daf 
die Zusammensetzung irgend zweier Transformationen des Systems 
wieder dem System angehüren. Die Gruppe heiBt eine endliche 
kontinuierliche G,, wenn ïibre Transformationen enthalten 
sind in einer allgemeinsten, die analytisch von 9 wesentlichen 
Parametern s abhängt (d.h. die e Parameter sollen sich nicht als 
eo Funktionen von weniger Parametern darstellen lassen). Ent- 
sprechend versteht man unter einer unendlichen kontinuier- 
lichen G,, eine Gruppe, deren allgemeinste Transformationen von 
e wesentlichen willkürlichen Funktionen p(x) und ihren Ableitungen 
analytisch oder wenigstens stetig und endlich oft stetig differen- 
tüerbar abhängen. Als Zwischenglied zwischen beiden steht die 
von unendlich vielen Parametern, aber nicht von willkürlichen 
Funktionen abhängende Gruppe. Schliefilich bezeichnet man als 
gemischte Gruppe eine solche, die sowohl von willkürlichen 
Funktionen, als von Parametern abhängt!). 

Es seien +,,...,«, unabhängige Veränderliche, w, (x), ..., u, (x) 
von diesen abhängige Funktionen. Unterwirft man die + und « 
den Transformationen einer Gruppe, so müssen wegen der voraus- 
gesetzten Umkehrbarkeit der Transformationen unter den trans- 
formierten GrôBen wieder genau % unabhängige — y,, ..., y, — ent- 
halten sein; die übrigen davon abhängigen seien mit v,(y), ..., vu (y) 
bezéichnet. In den Transformationen kônnen auch die Ableitungen 


1) Lie definiert in den ,Grundlagen für die Theorie der unendlichen kontinuier- 
lichen Transformationsgruppen“ (Ber. d. K. Sächs. Ges. der Wissensch. 1891) [zitiert 
»Grundlagen“] die unendliche kontinuierliche Gruppe als Transformationsgruppe, 
deren Transformationen durch die allgemeinsten Lôsungen eines Systems partieller 
Differentialgleichungen gegeben sind, sobald diese Lôsungen nicht nur von einer 
endlichen Anzahl von Parametern abhängen. Badurch erhält man also einen der 
oben angegebenen, von der endlichen Gruppe verschiedenen Typen; während um- 
gekehrt der Grenzfall von unendlich vielen Parametern nicht notwendig einem 
Differentialgleichungssystem zu genügen braucht, 
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du Ou 

or Tor | 
heift eine Invariante der Gruppe, wenn eine Relation besteht: 


Où Ou Ov O0?v 
P(x, M er gr) — Ps, v ETL Sn) 


der w nach den x, also auftreten!). Eine Funktion 


Insbesondere wird also ein Integral Z eine Invariante der Gruppe 
wenn eine Relation besteht: 


of fere te 
eee 


integriert über ein beliebiges reelles x-Gebiet und das ent- 
sprechende y-Gebiet *). 

Anderseits bilde ich für ein beliebiges, nicht notwendig inva- 
riantes Integral Z die erste Variation 01 und forme sie nach den 
Regeln der Variationsrechnung durch partielle Integration um. 
Es kommt bekanntlich, sobald man 0% mit allen auftretenden Ab- 
leitungen am Rande als verschwindend, sonst aber beliebig an- 
nimmt: 


@) a — f:.. faraz =f-fE4( , Le 


wo + die Lagrangeschen Ausdrücke bedeuten; d.h. die 
linken Seiten der Lagrangeschen Gleichungen des zugehôürigen 
Variationsproblems 01 — 0. Dieser Integralrelation entspricht 
eine integralfreie Identität in Ôw und seinen Ableitungen, die 
dadurch entsteht, daB man die Randglieder mit anschreibt. Wie 


1) Ich lasse — soweit môüglich auch bei Summationen — die Indices weg; 
also etwa Es für ga u. S. W 
Ôx? dx, êx ASE 


. 2) Ich schreibe her de, dy für da, ...dx,, dy …. dyy. 

8) Alle in den Transformationen auftretenden Argumente x, 4, &, p(æ) 
sollen als reell angenommen werden, während die Koeffizienten komplex sein dürfen. 
Da es sich aber in den SchluBresultaten um Identitäten in den x, w, Para- 
metern und willkürlichen Funktionen handelt, gelten diese auch für komplexe 
Werte, sobald nur alle auftretenden Funktionen als analytisch angenommen werden. 
Ein grofer Teil der Resultate läBt sich übrigens integralfrei begründen, sodaf 
hier die Beschränkung auf das Reelle auch bei der Begründung nicht notwendig 
ist. Dagegen scheinen die Betrachtungen am Schlusse von $ 2 und Anfang von 
$ 5 nicht integralfrei durchführbar zu sein. 


1e 
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die partielle Integration zeigt, sind diese Randglieder Integrale 
über Divergenzen, d.h. über Ausdrücke 


‘64, oA 


Div A — ox, Der 


wobei À linear in 0% und seinen Ableitungen ist. Somit kommt: 
(3) D'vdu, — df + Div À. 


Enthält f insbesondere nur erste Ableitungen der , so ist im 
Fall des eïnfachen Integrals die Identität (3) identisch mit der 
von Heun sogenannten ,Lagrangeschen Zentralgleichung“ : 


AO 7 
(4) D v,du, — (ES di 3) C = Te) 
während für das »-fache Integral (83) übergeht in: 


5) mare de js Le (5 te L*) 
0%, _ 


Für das einfache Integral und x Ableitungen der « ist (3) gegeben 
durch: 


1 D v,0u, — 0 — 
a |E(( (EE PO A (5) au on + “+ (75 RE 
#\ Ô 
] ou 


6 (0) PA 
as (On + Des. +() 2 our] + 


= p0ée) 


und eine entsprechende Identität gilt beim #-fachen Integral; À 
enthält insbesondere du bis zur (x—1)ten Ableitung. Daf durch (4), 
(5), (6) tatsächlich die Lagrangeschen Ausdrücke w, definiert sind, 
folgt daraus, daf durch die Kombinationen der rechten Seiten alle 
hôheren Ableitungen der ôw eliminiert sind, während andererseits 
die Relation (2) erfüllt ist, zu der die partielle Integration ein- 
deutig fübrt. 

Es handelt sich nun im folgenden um die beiden Sätze: 

I. Ist das Integral I invariant gegenüber einer 
G,, so werden ç linear-unabhängige Verbindungen 
der Lagrangeschen Ausdrücke zu Divergenzen — um- 


+1} 
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gekehrt folgt daraus die Invarianz von I gegenüber 
einer &,. Der Satz gilt auch noch im Grenzfall von 
unendlich vielen Parametern. 

II. Ist das Integral I invariant gegenüber einer 
G, in der die willkürlichen Funktionen bis zur oten 
Ableitung auftreten, so bestehen 9 identische Re- 
lationen zwischen den Lagrangeschen Ausdrücken 
und ihren Ableitungen bis zur çcten Ordnung; auch 
hjer gilt die Umkehrung). 

Für die gemischten Gruppen gelten die Aussagen beider Sätze 
es treten also sowohl Abhängigkeiten wie davon unabhängige 
Divergenzrelationen auf. 

Geht man von diesen Identitäten zu dem zugehôrigen Va- 
riationsproblem über, setzt also # — 0*), so sagt Satz I im ein- 

- dimensionalen Fall — wo die Divergenz in ein totales Differential 
übergeht — die Existenz von o ersten Integralen aus, zwischen 
denen allerdings nichtlineare Abhängigkeiten bestehen künnen °); 
im mehrdimensionalen Fall erhält man die neuerdings oft als ,Er- 
haltungssätze“ bezeichneten Divergenzgleichungen; Satz IT sagt aus, 
daf eo der Lagrangeschen Gleichungen eine Folge der übrigen sind. 

Das einfachste Beispiel zu Satz II — ohne Umkehrung — bildet 
die WeïerstraBsche Parameterdarstellung; hier ist das Integral 
bei Homogenität erster Ordnung bekanntlich invariant, wenn man 
die unabhängige Variable + durch eine willkürliche Funktion von 
x ersetzt, die u ungeändert läBt (y — px); v(y) = u,(x)). Es 
tritt also eine willkürliche Funktion, aber ohne Ableitungen auf; 


und dem entspricht die bekannte lineare ane de zwischen den 


Lagrangeschen Ausdrücken selbst: Eh are — 0. Ein weiteres 


Beispiel bietet die ,allgemeine Relativitätstheories der Physiker; es 
handelt sich hier um die Gruppe aller Transformationen der 
æ: y, = p;(x), während die « (als g, und qg bezeichnet) den da- 
durch für die Koeffizienten einer quadratischen und linearen Dif- 
ferentialform induzierten Transformationen unterworfen werden, 
Transformationen, die die ersten Ableitungen der willkürlichen 
Funktionen p(x) enthalten. Dem entsprechen die bekannten # Ab- 
hängigkeiten zwischen den Lagrangeschen Ausdrücken und ihren 
ersten Ableitungen +). 

1) Für gewisse triviale Ausnahmefälle vergl. $ 2, 2. Anmerkung. 

2) Etwas allgemeiner kann man auch w; — T; setzen, vergl. $ 8, erste An- 
merkung. 

3) Vergl. den SchluB von $ 5. 

4) Vergl. etwa die Kleinsche Darstellung. 


240 Emmy Noether 


Spezialisiert man insbesondere die Gruppe dadurch, daB man 
keine Ableitungen der w(x) in den Transformationen zuläft, und 
auferdem die transformierten unabhängigen Grôfen nur von den 
x, nicht von den « abhängen läfit, so folgt (wie in $ 5 gezeigt 
wird) aus der Invarianz von 1 die relative Invarianz von X ,0w,!} 
und ebenso der in Satz I auftretenden Divergenzen, sobald die 
Parameter geeigneten Transformationen unterworfen werden. 
Daraus folgt noch, daf auch die oben erwähnten ersten Integrale 
die Gruppe gestatten. Für Satz II ergibt sich ebenso die relative 
Invarianz der mittelst der willkürlichen Funktionen zusammen- 
gefaSten linken Seiten der Abhängigkeiten; und als Folge davon noch 
eine Funktion, deren Divergenz identisch verschwindet und die Gruppe 
gestattet — die in der Relativitätstheorie der Physiker den Zusammen- 
hang zwischen Abhängigkeiten und Energiesatz vermittelt?). Satz IT 
gibt schlieflich noch in gruppentheoretischer Fassung den Beweis 
einer hiermit zusammenhängenden Hilbertschen Behauptung üb:r 
das Versagen eigentlicher Energiesätze bei ,allgemeiner Relativität*. 
Mit diesen Zusatz-Bemerkungen enthält Satz I alle in Mechanik 
u.s. w. bekannten Sätze über erste” Integrale, während Satz II 
als grôftmôgliche gruppentheoretische Verallgemeinerung der ,all- 
gemeinen Relativitätstheorie“ bezeichnet werden kann. 


$S 2. Divergenzrelationen und Abhängigkeiten. 


Es sei @ eine — endliche oder unendliche — Kkontinuierliche 
Gruppe; dann läft sich immer erreichen, dafi der identischen 
Transformation die Werte Null der Parameter s, bezw. der will- 
kürlichen Funktionen p(x) entsprechen *). Die allgemeinste Trans- 
formation wird also von der Form: 


Ou 

Vi — Az, U, Fra æ) — T,+ AR, +... 
Ou 

v:(y) FE B,(x, U, ©æ! …) = + du+::: 


1) D.h. Xy,ôu; nimmt bei Transformation einen Faktor an. 
2) Vergl. die zweite Kleinsche Note. 
8) Vergl. etwa Lie: ,Grundlagen‘, S. 331. Handelt es sich um vwillkürliche 
Funktionen, so sind die speziellen Werte a° der Parameter durch feste Funk- 
a 
_ ,--. zu ersetzen; und entsprechend die Werte a° + e durch p° + p(x), 


tionen p°, 
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wo Ax, du, die Glieder niedrigster Dimension in s, bezw. p (x) 
und seinen Ableitungen, bedeuten; und zwar sollen sie linear 
darin angenommen werden. Wie sich später zeigen wird, ist das 
keine Einschränkung der Allgemeinheit. 

Sei nun das Integral Z eine Invariante gegenüber G, also die 
Relation (1) erfüllt. Insbesondere ist dann I auch invariant gegen- 
über der in & enthaltenen infinitesimalen Transformation : 


Yi, = %+ A%;; vi(y) = di + Au; 
und dafür geht die Relation (1) über in: 


mo 21=f.fvu a 


-[-f1(e u@), Sn ve) de, 


wo das erste Integral über das dem x-Gebiet entsprechende æ + 4x- 
Gebiet zu erstrecken ist. Diese Integration läft sich aber auch 
in eine Integration über das 4-Gebiet verwandeln vermôüge der für 
infinitesimale 4x geltenden Umformung 


(8) f-frte v(y), nn LL 
= [fe oc 2) a+ fe frive ae) d 


Führt man somit an Stelle der infinitesimalen Transfor mation AU 
die Variation ein: 


(9) du; — vi(x)— u(x) = au >D 4e, 
À 

so geht (7) und (8) über in: 

(10) 0 = ff \6f+ Div. 4x) dx. 


Die rechte Seite ist die bekannte Formel für gleichzeitige Va- 
riation der abhängigen und unabhängigen Variabeln. Da die Beziehung 
(10) bei Integration über jedes beliebige Gebiet erfüllt ist, so 
muB der Integrand identisch verschwinden; die Lieschen Diffe- 
rentialgleichungen für die Invarianz von I gehen also über in die 
Relation: 


(1) 8f+ Div(f. da) = 0. 

Drückt man hierin nach (3) of durch die Lagrangeschen Ausdrücke 
aus, so kommt: 

(12) D'udu = DivB  (B— A-f.4dx) 
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und diese Relation stellt also für jedes invariante Integral I 
eine Identität in allen auftretenden Argumenten dar; es ist die 
gesuchte Form der Lieschen Differentialgleichungen für 11. 

Sei nun vorerst G als endliche kontinuierliche Gruppe 
G, angenommen; da nach Annahme Zu und Zx linear in den 
Parämeterh &,-. y 80 gilt nach (9) das gleiche für du und seine 
Ableitungen ; con sind À und B linear in den s. Setze ich 
daher 


P— BP FETE Dies du — dus, + + OuPe,, 


de 


wo also Ôu . Funktionen von x, 4, _ -., so folgen aus (12) 


die gesuchten Divergenzrelationen : 
(13) D À ous DIV BP > p, du — Div B®. 


Es werden also glinear-unabhängige Verbindungen 
der Lagrangeschen Ausdrücke zu Divergenzen; die li- 
neare Unabhängigkeit folgt daraus, daf nach (9) aus ÿ4 — 0, 

— 0 auch Zu — 0, x — 0 folgen würde, also eine Abhän- 
gigkeit zwischen den infinitesimalen Transformationen. Eine solche 
ist aber nach Voraussetzung für keinen Parameterwert erfüllt ; 
da sonst die aus den infinitesimalen Transformationen durch Inte- 
gration wieder entstehende @, von weniger als © wesentlichen 
Parametern abhinge. Die ie Môglichkeit du — 0, Div(f2x) = 0 
war aber ausgeschlossen. Diese Schlüsse gelten auch noch im 
Grenzfall von unendlich vielen Parametern. 

Sei nun Geine unendliche kontinuierliche Gruppe 
G,,; dann werden wieder ou und seine Ableitungen, also auch B, 
linear in den willkürlichen Funktionen p (x) und ihren Ableitungen ?); 
sei durch Einsetzen der Werte von dw, noch unabhängig von (12): 


x did u; —= 


6 nd) 
PAC u, ...)p® (x) + D (x, VER Ne F0 (x, Us tn) | 


1) (12) geht über in 0 — O0 für den trivialen Fall — der nur auftreten 
kann, wenn 4x, du auch von Ableitungen der # abhängen — wenn Div(f. 4x) = 0, 
Ôu —= 0; diese infinitesimalen Transformationen sind also stets von den Gruppen 
abzuspalten; und nur die Anzahl der übrigen Parameter oder willkürlichen Funk- 
tionen bei den Formulierungen der Sätze zu zählen. Ob die übrigen infinitesi- 
malen Transformationen noch stets eine Gruppe bilden, muB dahingestellt bleiben. 


2) DaB es keine Einschränkung bedeutet, die » von den 4, _— . frei an- 


zunehmen, Foie die Umkehrung. 


L 4 
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Nun lassen sich, analog der Formel der partiellen Integration 
nach der Identität: 


) 9° LS — (— D 


mr Use. -p(x) mod Divergenzen 


die Ableitungen von p ersetzen durch p selbst und durch Diver- 
genzen, die linear in p und seinen Ableitungen werden; somit 
kommt: 


(14) D % du; SE 
Z fe) 5 0Pv) ++ (193 
und in one mit (12): 


(1) DCE FE = CP 4) +. +(— 1y ec _(P Ÿ: )? ® = Div(B—T). 


> (2 v)}2®+Divr 


Ich bilde nun das #-fache Integral über (15), erstreckt über irgend 
ein Gebiet; und wähle die p(x) so, da sie mit allen in (B—1) 
auftretenden Ableitungen am Rande verschwinden. Da das Inte- 
gral über eine Divergenz sich auf ein Randintegral reduziert, 
verschwindet also auch das Integral über die linke Seite von (15) 
für willkürliche, nur am Rande mit genügend vielen Ableitungen 
verschwindende p(x); und daraus folgt nach bekannten Schlüssen 
das Verschwinden des Integranden für jedes p(x), also die o Re- 
lationen: 


(16) E {a 6) CP) ++ DEC #)|=0 UT 


Das sind die gesuchten Abhängigkeiten zwischen den 
Lagrangeschen Ausdrücken und ihren Ableitungen 
bei Invarianz von I gegenüber G.,; die lineare Unabhän- 
gigkeit zeigt sich wie oben, da die Umkehrung auf (12) zarück- 
führt; und da man Hidden von den infinitesimalen Transforma- 
FR auf die endlichen zurückschliefen kann, wie in $ 4 näher 
ausgeführt wird. Danach treten also bei einer G,, schon in den 
infinitesimalen Transformationen immer @ willkürliche Transfor- 
mationen auf. Aus (15) und (16) folgt noch Div(B—1) — 0. 

Setzt man entsprechend einer ,gemischten Gruppe“ Zx und Zu 
linear in den s und den p(x) an, so sieht man, indem man einmal 
die p(x), einma] die s Null setzt, daf$ sowohl Divergenzrelationen 
(13), wie Abhängigkeiten (16) bestehen. 
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83. Umkehrung im Fall der endlichen Gruppe. | 


Um die Umkebrung zu zeigen, sind zuerst im wesentlichen 
die vorhergehenden Überlegungen in umgekehrter Reihenfolge zu 
durchlaufen. Aus dem Bestehen von (13) folgt durch Multipli- 
kation mit den s und Addition das Bestehen von (12); und ver- 
môge der Identität (3) daraus eine Beziehung: Ôf + Div(4— B) — 0. 


Setzt man also: 7x — + (4 — B), so ist man dadurch zu (11) ge- 


langt; daraus folgt durch Integration schlieflich (7): ZI = 0, 
also die Invarianz von 1 gegenüber der durch Zx, Au bestimmten 
infinitesimalen Transformation, wobei die Zu sich vermüge (9) aus: 
Az und Ôw bestimmen, und Zx und Zu linear in den Parametern 
werden. 41 — 0 zieht aber in bekannter Weïse die Invarianz 
von Î gegenüber den endlichen Transformationen nach sich, die: 
durch Integration des simultanen Systems entstehen: 


dax . du; S J jy —= Y ee EX 
(17) re —= AT; ; sn —= d;; ne ee für 4 — 0). 
Diese endlichen Transformationen enthalten 9 Parameter a, .. a 
nämlich die Verbindungen fe,, ...,{e. Aus der Annahme, daf es 


e und nur o linear unabhängige Divergenzrelationen (13) geben. 
soll, folgt ferner, daf die endlichen Transformationen, sobald sie: 


die Ableitungen nicht enthalten, stets eine Gruppe bilden. Im 


entgegengesetzten Fall wäre nämlich mindestens eine durch den 
Lieschen KlammerprozeR entstehende infinitesimale Transformation 
keine lineare Verbindung der @ übrigen; und da 1 auch diese Trans- 
formation gestattet, würde es mehr als @ linear-unabhängige Di- 
vergenzrelationen geben; oder diese infinitesimale Transformation 
wäre von der speziellen Form, daf du—0, Div(f.4x)—0, dann aber 
wäre x oder Ju gegen Voraussetzung von Ableïitungen abhängig. 
Ob dieser Fall eintreten kann, wenn Ableitungen in Zx oder Zu auf- 
treten, mu dahingestellt bleiben; es sind dann dem oben bestimmten 
4% noch alle Funktionen Zx hinzuzutügen, für welche Div (f.2Z/x) = 0, 
um wieder Gruppeneigenschaft zu erhalten; die dadurch hinzu- 
tretenden Parameter sollen aber nach Verabredung nicht mitgezählt 
werden. Damit ist die Umkehrung bewiesen. 
Aus dieser Umkehrung folgt noch, daf tatsächlich Zx und Zu 
-Jinear in den Parametern angenommen werden dürfen. Wären 
nämlich Zu und Zx Formen hôheren Grades in s, so würden wegen 
der Linearunabhängigkeit der Potenzprodukte der s ganz ent- 
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sprechende Relationeu (13), nur in grôferer Anzahl folgen, aus 
denen nach der Umkehrung Invarianz von Z folgt gegenüber einer 
Gruppe, deren infinitesimale Transformationen die Parameter linear 
enthalten. Soll diese Gruppe genau op Parameter enthalten, so 
müssen zwischen den ursprünglich durch die Glieder hôheren Grades 
in e erhaltenen Divergenzrelationen lineare Abhängigkeiten be- 
stehen. 

Es sei noch bemerkt, daf in dem Fall, wo Zx und Zu auch 
Ableitungen der « enthalten, die endlichen Transformationen von 
unendlich vielen Ableitungen der w abhängen kônnen; denn die 
Integration von (17) führt in diesem Fall bei der Bestimmung von 

2 2 
Ps onto) = ts D, 50 daf die An- 
zahl der Ableitungen von w im allgemeinen bei jedem Schritt 
. wächst. Ein Beispiel bietet etwa: 


[= AN; 4=—"#; vs = T(u— wa); du = %.8; 
de = Ps; au = (-%).e 


Da die Lagrangeschen Ausdrück einer Divergenz identisch: 
verschwinden, zeigt die Umkehrung schliefilich noch das folgende : 
Gestattet I eine G, so gestattet jedes Integral, das sich von I 
nur um ein Randintegral, d.h. ein Integral über ein Divergenz: 
unterscheidet, ebenfalls eine @, mit denselben du, deren infinitesi- 
malen Transformationen im allgemeinen Ableitungen der « ent- 
halten werden. So gestattet etwa entsprechend dem obigen Beispiel: 


2 
— be (5) die infinitesimale Transformation Au = xe, 
Az — 0; während in den f entsprechenden infinitesimalen Trans- 


formationen Ableitungen der « auftreten. 

Geht man zum Variations problem über; d.h. setzt man 
Yi — 0), so geht (13) über in die Sn Div Br 0e 
Div B® = 0, die vielfach als ,Erhaltungssätze“ bezeichnet arr 
Im eindimensionalen Fall folgt daraus: B° — const; ..., B® — const; 
und hierbei enthalten die B hôüchstens (24— 1)te APlettngen den 
w (nach (6)), sobald Zu und Zx keine hôheren Ableïtungen als die 
in f auftretenden x-ten enthalten. Da in y im allgemeinen 24-te 


1) +; — 0 oder etwas allgemeiner w; — 7;, wo T; neu hinzutretende Funk- 
tionen sind, werden in der Physik als ,Feldgleichungen“ bezeichnet. Im Fall 
v; = T, gehen die Identitäten (13) in Gleichungen: Div B® — ST;ou® über, die 
in der Physik auch noch als Erhaltungssätze bezeichnet werden. 
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Ableitungen auftreten'), hat man also die Existenz von @ 
ersten Integralen. Daf unter diesen nicht-lineare Abhängig- 
keiten bestehen kônnen, zeigt wieder das obige f. Den linear-un- 
abhängigen Au — s,, Ax — €, entsprechen die linear-unabhän- 


: d 
gigen Relationen: uw” — Lw; WW == a (u)*; während zwi- 
schen den ersten Integralen uw’ — const.; w* — const. eine nicht- 


lineare Abhängigkeit besteht. Dabei handelt es sich um den 
elementaren Fall, daf Zu, Ax keine Ableitungen der « ent- 
halten?). 


$ 4 Umkebrung im Fall der unendlichen Gruppe. 


Vorerst sei gezeigt, dafi die Annahme der Linearität von 4x 
und Au keine Eïinschränkung vorstellt, was sich hier schon oline 
Umkehrung aus der Tatsache ergibt, da8 G,., von e und nur 
willkürlichen Funktionen formal abhängt. Es opt sich nämlich, daf 
im nichtlinearen Fall bei Zusammensetzung der Dans foraine 
wobei die Glieder niedrigster Ordnung sich addieren, die Anzahl 
der wilkürlichen Funktionen zunehmen würde. In der Tat, sei 
etwa 


Ou à Æ ôp 
LÉ A ir pr rs ) = æ+Xa(x,u,..….)p'+b(x, u, ….)p dr 


0: 14 
+o( . si +a(e ++ (= (2°)... (pe)*); 


und entsprechend v — B (x, u, 22 5 v) so kommt durch Zu- 


sammensetzung mit z — A :4) für die Glieder nie- 


Ov 
v; y ; 
drigster Ordnung: 


DB 
4 = 2+Da(+0)+0l0 +0 + 


+ er 


Ist hier irgend ein von a und à verschiedener Koeffizient von Null 


verschieden, kommt also ein Term: (à) +a7(52) wirklich 


1) Sobald f nichtlinear in den #-ten Ableitungen ist. 
2) Sonst hat man noch w? — const. für jedes 1, entsprechend : 


ul. (a) — _ PA (u!}. 
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für 61 vor, so läBt sich dieser nicht als Differentialquotient 
einer einzigen Funktion oder Potenzprodukt eines solchen schrei- 
ben; die Zahl der willkürlichen Funktionen bat also gegen die 
Voraussetzung zugenommen. Verschwinden alle von « und b ver- 
schiedenen Koeffizienten, so wird je nach den Werten der Expo- 
nenten »,...v, der zweite Term der Differentialquotient des ersten 
(wie z. B. immer für eine @.,), so daB also tatsächlich Linearität- 
eintritt; oder aber die Anzahl der willkürlichen Funktionen nimmt 
auch hier zu. — Die infinitesimalen Transformationen genügen also 
wegen der Linearität der p(x) einem System linear partieller 
Differentialgleichungen; und da die Gruppeneigenschaft erfüllt ist, 
bilden sie eine ,unendliche Gruppe infinitesimaler Transformatio- 
nen“ nach der Definition von Lie (Grundlagen, $ 10). 

Die Umkehrung ergibt sich nun ähnlich wie im Fall der 
endlichen Gruppe. Das Bestehen der Abhängigkeiten (16) führt 
durch Multiplikation mit p* (x) und Addition vermôüge der identischen 
Umformung (14) auf D v,ôu, — Divl'; und daraus folgt wie in. 
$ 3 die Bestimmung von 4x und Au und die Invarianz von 1 gegen- 
über diesen infinitesimalen Transformationen, die tatsächlich linear 
von © willkürlichen Funktionen und ibren Ableitungen bis zur 
6-ten Ordnung abhängen. DaB diese infinitesimalen Transforma- 


tionen, wenn sie keine Ableitungen _. .. enthalten, sicher eine 
Gruppe bilden, folgt wie in $ 3 daraus, daf sonst durch Zusammen- 
setzung mehr willkürliche Funktionen auftreten würden, während 
es nach Annahme nur @ Abhängigkeiten (16) geben soll; sie bilden 
also eine ,unendliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen“. 
Eine solche besteht aber (Grundlagen, Theorem VII, S. 391) aus 
den allgemeinsten infinitesimalen Transformationen einer gewissen 
dadurch definierten im Lieschen Sinne ,unendlichen Gruppe G von 
endlichen Transformationen“. Jede endliche Transformation wird 
dabei aus infinitesimalen erzeugt (Grundlagen, $ 7)!), entsteht also 
durch Integration des simultanen Systems: 


dx; ENTRE CE LAN er le es À 
F PRRSQE A%;; SN oN A; ( ; fur 0), 


1) Daraus folgt insbesondere, daB die aus den infinitesimalen Transformationen 
Ax, Au einer 6, erzeugte Gruppe 6 wieder auf Ge zurückfübrt. Denn 6, 
enthält keine von 4x, du verschiedenen, von villkürlichen Funktionen Fee 
infinitesimalen Transformationen, und kann auch keine davon unabhängigen, von . 
Parametern abhängenden enthalten, da es sonst eine gemischte Gruppe wäre. 
Durch die infinitesimalen Transformationen sind aber nach dem obigen die end-- 
lichen bestimmt. : 
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wobei es aber nôtig sein kann, die willkürlichen p(x) noch von # 
abhängig anzunehmen. @ hängt also tatsächlich von e will- 
kürlichen Funktionen ab; genügt es insbesondere, p(x) von 
t frei anzunehmen, so wird diese Abhängigkeit analytisch in den 
willkürlichen Funktionen q(x) = t.p{x)') Treten Ableitungen 
OU 
êx 
formation du — 0, Div(f.Zx) — O0 zuzufügen, ehe man die- 
selben Schlüsse ble 

Es sei im Anschluf an ein Liesches boishial (Grundlagen, $ 7) noch 
-ein ziemlich allgemeiner Fall angegeben, wo man bis zu expliziten 
Formeln vordringen kann, die zugleich zeigen, da8 die Ableitungen 
der willkürlichen Funktionen bis zur 6-ten Ordnung auftreten; 
wo die Umkehrung also vollständig ist. Es sind das solche Gruppen 
infinitesimaler Transformationen, denen die Gruppe aller Trans- 
formationen der + und dadurch ,induzierter“ Transformationen 
der « entspricht; d. h. solche Transformationen der «, bei denen 
Au und folglich w nur von den in 4x auftretenden willkürlichen 
Funktionen abhängen; wobei noch angenommen sei, daf die Ab- 


. auf, so kann es nôtig sein, noch infinitesimale Trans- 


leitungen + … in Zu nicht auftreten. Man hat also: 


n (( 0 m4 
A, = pa); du = ZX la (æ, u)p°+ pa 4... 4m Ê 22, 
TU Ôx ob 
Da die infinitesimale Transformation 4x — p(x) jede Transfor- 
mation æ — y+g(y) mit willkürlichem g(y) erzeugt, 1äft sich ins- 
besondere p(x) so von { abhängig bestimmen, daf die eingliedrige 
Gruppe erzeugt wird: 


(18) a = Yité.gi(y), 
die für &é — 0 in die Identität, für é — 1 in die gesuchte x = y 
+ g(y) übergeht. Durch Differentiation von (18) folgt nämlich: 


(13) D = qu) = 26,0, 


wo sich p(x,t) aus g(y) durch Umkehrung von (18) bestimmt; und 
umgekehrt entsteht (18) aus (19) vermôüge der Nebenbedingung 
x, = y, für é — 0, durch die das Integral eindeutig festgelegt ist. 
Vermôüge (18) lassen sich in Au die æ durch die ,Integrations- 
konstanten“ y und durch & ersetzen; dabei treten die y(y) genau 


1) Die Frage, ob etwa immer dieser letztere Fall eintritt, ist in anderer 
Formulierung von Lie aufgeworfen worden (Grundlagen, $ 7 und $ 13 Schluf). 
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(o) 
bis zur 6-ten Ableitung auf, indem man in 2 D — 07 4e die 


0 0y, ox 
S MAC : : 
SU durch a ausdrückt, allgemein Ë durch seinen Wert in 
Ôx 0y OX 
ôg Ôx ox 


ni ont HAraur ersetzt. Zur Bestimmung der w ergibt sich 


also das Gleichungssystem: 
du, es Ôg à 0° 9 = 1 = 
D = E(oo) mt) = à fr t= 0 
in dem nur # und « Variable sind, die g(y),... aber dem Koeffi- 
zientenbereich angehôren, sodaf die Integration ergibt : 


99 9 
U = 0, + B(e, g(), êy" es ôy° ; Et 

also Transformationen, die genau von 6 Ableitungen der 
willkürlichen Funktionen abhängen. Die Identität ist 
darin nach (18) für g(y) — 0 enthalten; und die Gruppeneigen- 
schaft folgt daraus, daB das angegebene Verfahren jede Trans- 
formation + — y+g(y) liefert, wodurch die induzierte der « ein- 
deutig festgelegt ist, die Gruppe & also erschôpft wird. 

Aus der Umkehrung folgt noch nebenbei, daf es keine Ein- 
schränkung bedeutet, die willkürlichen Funktionen nur von den 2, 


nicht von den w, , .. abhängig anzunehmen. In letzterem Falle 


würden nämlich in der identischen Umformung (14), also auch in 


@ 
(15), aufer den p° noch _. AT —%°_ uftreten. . Nimmt man 


@) 


ù : . du 
nun sukzessive die p® als nullten, ersten, ... Grades in , HE 


an, mit willkürlichen Funktionen von x als Koeffizienten, so kommen 
wieder Abhängigkeiten (16), nur in grôferer Anzahl; die aber nach 
der obigen Umkehrung durch Zusammenfassang mit nur von x ab- 
bängigen willkürlichen Kunktionen auf den früheren Fall zurück- : 
führen. Ebenso zeigt man, daB gleichzeitigem Auftreten von Ab- 
hängigkeiten und davon unabhängigen Divergenzrelationen ge- 
mischte Gruppen entsprechen ?). 


1) Wie in $ 3 folgt auch hier aus der Umkehrung, da neben Z auch jedes 
um ein Integral über eine Divergenz verschiedene Integral Z* ebenfalls eine un- 
endliche Gruppe gestattet, mit denselben du, wobei aber 4x und Au im allge- 
meinen Ableitungen der « enthalten werden. Ein solches Integral I* hat Einstein 
in die allgemeine Relativitätstheorie eingeführt, um eine einfachere Fassung der 
Energiesätze zu erhalten; ich gebe die infinitesimalen Transformationen an, die 
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$ 5. Invarianz der einzelnen Bestandteile der Relationen. 


Spezialisiert man die Gruppe @ auf den einfachsten, gewôhn- 
lich betrachteten Fall dadurch, daB man in den Transformationen 
keine Ableitungen der « zuläBt, und daf die transformierten un- 
abhängigen Variabeln nur von den x, nicht von den « abhängen, 
so kann man auf Invarianz der einzelnen Bestandteile in den For- 
meln schliefen. Vorerst ergibt sich nach bekannten Schlüssen die 
are von Les s (Sy; du,) dx; also die relative Invarianz von 
Sv,du,'), unter à irgend eine Variation verstanden. Man hat 
Hat einerseits : 


Ou Ov | 
ôT re 4, 0x’ «de = J...ferte v, IL 


anderseits für am Rande verschwindendes Ô4, d ee +, dem wegen 

der linearen, homogenen Transformation der Ôw, ue -. auch am 
2 Ô : 

Rande verschwindendes dv, AS . entspricht: 


Ôy 


A fer æ; 4, _. Ja = fŒvts. .) du.) dx ; 
[fer < ie = [... fŒute 024, 


dieses I* gestattet, indem ich mich in der Bezeichnung genau an die zweite 
Kleinsche Note halte. Das Integral TI — f...f Kdo — [...f RdS gestattet die 
Gruppe aller Transformationen der w und die dadurch induzierte für die g,,; 
dem entsprechen die Abhängigkeiten ((30) bei Klein): 
tv 
SM 0 

Nun wird: I* — [...f R*dS, wo R* — À + Div, und folglich wird: RE, — À, 
wo R%, À jeweils die Lagrangeschen Ausdrücke bedeuten. Die angegebenen Ab- 
bangigkeiten sind also auch solche für R#,; und nach Multiplikation mit p° und 
Addition ergibt sich durch die Umformungen der Produktdifferentiation rückwärts: 


D Ruypl +2Div(S go Rp) = 0; 
) af 
OR* + Div (5 2 g"9 Roux D° — nr 2) = 0. 


Durch Vergleichen mit der Lieschen Differentialgleichung: OR* + Div (R* 4w) = © 
folgt daraus : 

s ç ose* AE Vo — v uv (3 

Sdiene _ (5 @s"° Ru D — qu pe); ag = p +2 gs Aw 
als infinitesimale Transformationen, die I* gestattet. Diese infinitesimalen Trans- 
formationen hängen also von den ersten und zweiten Ableitungen der g“* ab, und 
enthalten die willkürlichen p bis zur ersten Ableitung. 

1) D.h. S y; du, nimmt bei Tansformationen einen Faktor an, was in der 
algebraischen Invariantentheorie immer als relative Invarianz bezeichnet wurde. 
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folglich für am Rande verschwindendes ôw, es AC 


JfŒvte dou) de = [ f(Œute, 00) d 


= fut.) 00) SE) de 


Drückt man -im dritten Integral y, v, dv durch x, , du aus, und 
setzt es dem ersten gleich, so hat man also eine Relation 


ff Œxt ….) ou) dr = 0 
für am Rande verschwindendes, sonst willkürliches 0%, und hieraus 


folgt bekanntlich das Verschwinden des Integranden für beliebiges 
du; es gilt also identisch in Ôw die Relation: 


M (Ste, …) 00), 


0%, 
die die relative Invarianz von > #;ôu; und folglich die 
Invarianz von /:..f(S' v:0u) dx aussagt?. 

Um dies auf die abgeleiteten Divergenzrelationen und Ab- 
hängigkeiten anzuwenden, ist zuerst nachzuweisen, daf das aus 
den Au, Ax abgeleitete ôw tatsächlich den Transformationsgesetzen 
für die Variation 0 genügt, sobald nur die Parameter, bezw. 
willkürlichen Funktionen in 0v so bestimmt werden, wie sie der 
ähnlichen Gruppe der infinitesimalen Transformationen in y, v ent- 
sprechen. Bezeichnet Æ, die Transformation, die x, « überführt in 
y, v; Ÿ, eine infinitesimale in «, w, so ist die dazu ähnliche in y, v 
gegeben durch T = &,?,2?,', wo also die Parameter, bezw. will- 


> UACA QU ) du; = 


q ) 


1) Diese Schlüsse versagen, wenn y auch von den « abhängt, da dan 
0f (ue, se …) auch Glieder DEL enthält, die Divergenzumformung also 


nicht auf die Lagrangeschen Ausdrücke fübrt, ebenso wenn man Ableitungen der 
Ou 

ô it 
fübren also erst nach einer weiteren Divergenzumformung auf eine Identität 
JS... SC xilu,...)0u) dx — 0, sodaB rechts wieder nicht die Lagrangeschen Aus- 
drücke auftreten. 

+ Die Frage, ob aus der Invarianz von f'.../ (Sy; 0u;) dx auch schon auf das. 
Bestehen von Divergenzrelationen geschlossen werden kann, ist nach der Um- 
kehrung gleichbedeutend damit, ob daraus auf die Invarianz von IT geschlossen 
werden kann gegenüber einer Gruppe, die nicht notwendig auf dieselben Au, 4%, 
wohl aber auf dieselben ôw führt. Im Spezialfall des einfachen Integrals und 
nur erster Ableitungen in f kann man bei der endlichen Gruppe aus der Invarianz 
der Lagrangeschen Ausdrücke auf die Existenz erster Integrale schliefen (vergl. 
z. B. Engel, Gôtt. Nachr. 1916, S. 270). 

Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. KI. 1918. Heft 2, 18 


w zuläBt; dann werden nämlich die dv lineare Kombinationen von du, 
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kürlichen Funktionen 7 sich aus » und g bestimmen. In Formeln 
drückt sich das so aus: 

,:t É = 2+dx(a, p); = + Ju (x, u, p); 

Z;: Je À (x, q); UE B (x, u, Q); 
LT: n = A(z+ dx(x, p), 9); vd = B(x+ 4x(p), u + Au(p), 0). 
Hieraus entsteht aber %, — &,%,?,', also 

= y+dy(r); = v+4v(r), 


indem man vermôüge der Umkehrung von %, die « als Funktionen 
der y betrachtet und nur die infinitesimalen Glieder berücksichtigt; 
also hat man die Identität: 


ÔB(x, u,q) 
Ox 


ET aol); 


= v+ Ao(r) = v+Y (0 +3 Ed 
Ersetzt man hierin £ — x+ 4x durch £— JE, wodurch also Ë 
wieder in æ übergeht, also 4x verschwindet; so geht nach der 
ersten Formel (20) auch  wieder in y = 9— An über; geht durch 
diese Substitution Au(p) über in ôu(p), so geht also auch Æv(r) 
über in 0v(r), und die zweite Formel (20) gibt: 


ôB _ U, 


o+ 80(, 0.0 = +Z D Fu (p) 


dv (y, PRES à des ET u, P), 


so daB also tatsächlich die Transformationsformeln 
für Variationen erfüllt sind, sobald nur 0 von den 
Parametern, bezw. willkürlichen Funktionen r ab- 
hängig angenommen wird). 

Es folgt also insbesondere die relative Invarianz von Xw; du; 
also auch nach (12), da die Divergenzrelationen auch in y, v erfüllt 
* sind, die relative Invarianz von Div B; und weïter nach (14) und 
(13) die relative Invarianz von Div r und der mit den p® zu-: 
sammengefaften linken Seiten der Abhängigkeiten, wo immer in 
den transformierten Formeln die willkürlichen p(x) (bezw. die 
Parameter) durch die r zu ersetzen sind. Daraus ergibt sich noch 
die relative Invarianz von Div (B— T”), also einer Divergenz eines 


1) Es zeïigt sich wieder, daB y von w unabhängig angenommen werden muñ 
usw., damit die Schlüsse gelten. Als Beispiel seien etwa die von Klein ange- 
gebenen dg#” und ôq, genannt, die den Transformationen für Variationen genügen 
sobald die p einer Vektortransformation unterworfen werden. 
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nicht identisch verschwindenden Funktionensystems B— I, dessen 
Divergenz identisch verschwindet. 

Aus der relativen Invarianz von Div B läft sich im eindimen- 
sionalen Fall und bei endlicher Gruppe noch ein Schluf auf die 
Invarianz der ersten Integrale ziehen. Die der infinitesimalen 
Transformation entsprechende Parametertransformation wird nach 
(20) linear und homogen, und wegen der Umkehrbarkeïit aller 
Transformationen werden auch die & linear und homogen in den 
transformierten Parametern &*. Diese Umkehrbarkeïit bleibt sicher 
erhalten, wenn man  — 0 setzt, da in (20) keine Ableitungen 
der w auftreten. Durch Gleichsetzen der Koeffizienten der #* in 


Div B(& 4...) = Div B(y,v,.….s*) 


werden somit auch die Lis B°(y, v, .…) lineäre, homogene Funktionen 
J dy 


der a PC u, .…), sodaB aus 2 Be a) 0cder B°(r,4) 


— const. auch folgt: £ ue v,..….) = 0 oder B°(y,v) — const. 


Die e ersten eau die einer @, entsprechen, ge- 
statten also jeweils die Gruppe, so da sich auch die 
weitere Integration vereinfacht. Das einfachste Beispiel hierzu 
ist, daB f von æ oder einem w frei ist, was den infinitesimalen 
Transformation Ax — &, Au = O bezw. Ax — 0, Au = s& ent- 


spricht. Es wird du = — 7 bezw. s, und da B sich aus f und 


ou durch Differentiation und rationale Verbindungen ableitet, ist 
es also auch frei von æ bezw. # und gestattet die entsprechenden 
Gruppen !). 


$ 6. Eine Hilbertsche Behanptung. 


Aus dem Vorhergehenden ergibt sich schlieflich noch der Be- 
weis einer Hilbertschen Behauptung über den Zusammenhang des. 


1) In den Fällen, wo schon aus der Invarianz von /(S 4, du) dx die Exi- 
stenz erster Integrale folgt, gestatten diese nicht die vollständige Gruppe 6 ,; 
z. B. gestattet J'(u” Ou) dx die infinitesimale Transformation: 4x — &,; dw — … 
axe; während das erste Integral #—wx — const, das dx = 0, Au = xes 
entspricht, die beiden andern infinitesimalen Transformationen nicht gestattet, da 
es sowohl « wie æ explizit enthält. Diesem ersten Integral entsprechen eben 
infinitesimale Transformationen für f, die Ableitungen enthalten. Man sieht also, 
daB die Invarianz von /...f (D; du;) dx jedenfalls weniger leistet als die Inva- 
rianz von I, was zu der in einer vorangehenden Anmerkung aufgeworfenen Frage 
zu bemerken ist. 


en a 
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Versagens eigentlicher Energiesätze mit ,allgemeiner Relativität“ 
(erste Kleinsche Note, Güttinger Nachr.4917, Antwort, 1. Absatz), 
und zwar in verallgemeinerter gruppentheoretischer Fassung. 

Es gestatte das Integral 1 eine G.,, und G, sei irgend eine 
durch Spezialisieraung der vilielichén Funktionen entstehende 
endliche Gruppe, also Untergruppe von &@,. Der unendlichen 
Gruppe G., entsprechen dann Abhésgigkeiton (16), der endlichen 
G, Divergensrelationen (18); und umgekehrt folgt aus dem Be- 
stehen irgend welcher Divergenzrelationen die Invarianz von -I 
gegenüber einer endlichen Gruppe, die dann und nur dann mit G, 
identisch ist, wenn die 0% lineare Kombinationen der sich aus G, 
ergebenden sind. Die Invarianz gegenüber @, kann also zu keinen 
von (13) verschiedenen Divergenzrelationen führen. Da aber aus 
dem Bestehen von (16) die Invarianz von Z gegenüber den infini- 
tesimalen Transformationen Au, 4x von G,, bei beliebigem p(x) 
folgt, so folgt daraus insbesondere schon die Invarianz gegenüber 
den daraus durch Spezialisierung entstehenden infinitesimalen Trans- 
formationen von &,, und folglich gegenüber G,. Die Divergenz- 
relationen Eviôu? — — Div BŸ® müssen also Folgen der Abhängig- 
keiten (16) sein, welch letztere sich auch schreiben lassen: D'y;af? 
— Div, wo die 4Ÿ lineare Verbindungen der Lagrangeschen 

Auüsdrücke and ïhrer Ableitungen sind. Da die # sowohl in (18) 
wié in (16) linear eïngehen, müssen die Divergenzrelationen also 
insbesondere lineare Kombinationen der Abhängigkeiten (16) sein; 
somit kommt Div BŸ = Div(Zu.y"”); und die B° selbst setzen 
sich also linear aus den y, d.h. den Lagrangeschen Ausdrücken 
und ibren Ableitungen zusammen, und aus Funktionen, deren Di- 
vergenz identisch verschwindet, wie etwa die am Schluf von $ 2 auf- 
tretenden B— 17 für welche Div (B— 1") = 0, und wo die Divergenz 
zugleich Invarianteneigenschaft hat. Divergenzrelationen, bei denen 
sich die B% auf die angegebene Art aus den Lagrangeschen Aus- 
drücken und ibren Ableitungen zusammensetzen lassen, will ich 
als ,uneigentliche“, alle übrigen als ,eigentliche“ bezeichnen. 
Sind umgekebrt die Divergenzrelationen lineare Verbindungen 
der Abhängigkeiten (16), also ,uneigentliche“, so folgt die Inva- 
rianz gegenüber G, aus der gegenüber @,,; S wird Untergruppe 
von G,. Die einer endlichen Gruppe G, entsprechenden 
Divorsodrrelationerr werden also dann und nur dann 
uneigentliche, wenn @, Untergruppeeinerunendlichen 
Gruppe ist, der gegenüber JZ invariant ist. 

Durch Spezialisierung der Gruppen ergibt sich hieraus die 
ursprüngliche Hilbertsche Behauptung. Unter ,Verschiebungs- 
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gruppe“ sei die endliche Gruppe verstanden: 
= ha; (y) = w(x); 
also: 


CIA 
A ê: 


_ Die Invarianz gegenüber der un. sagt bekannt- 


lich aus, daB in ZI — f- f “à (ou, à A — ,) de die + nicht explizit 


in f auftreten. Die zugehôrigen D a on 


AT; — é;, AM; = 0, du; = — 2 


Eng = Divs? (= 1,2,...n) 


seien als , Energierelationen“ bezeichnet, da die dem Variations- 
problem entsprechenden ,Erhaltungssätze“ Div B? — O0 den 
»Energiesätzen“, die BŸ® den ,Energiekomponenten“ entsprechen. 
Dann gilt also: Gestattet I die Verschiebungsgruppe, so 
werden die Energierelationen dann und nur dann un- 
eigentliche, wenn I invariant ist gegenüber einer un- 
endlichen Gruppe, die die Verschiebungsgruppe als 
Untergruppe enthält!). 

Ein Beispiel von solchen unendlichen Gruppen ist gegeben 
durch die Gruppe aller Transformationen der x und solcher 
induzierter Transformationen der w(x), in denen nur Ableitungen 
der willkürlichen Funktionen p(x) auftreten; die Verschiebungs- 
gruppe entsteht durch die Spezialisierung p°(x) = &;; doch muf 
unentschieden bleiben, ob damit — und durch die durch Abänderung 
von Z um ein Randintegral entstehenden Gruppen — schon die 
allgemeinsten dieser Gruppen gegeben sind. Induzierte Trans- 
formationen der angegebenen Art entstehen etwa, indem man die 
u den Koeffiziententransformationen einer ,totalen Differential- 
form“ unterwirft, d.h. einer Form Sad ax;,+ bd x;dx,+..., 
die aufer den dx noch hôühere Differentiale enthält; speziellere 
induzierte Transformationen, bei denen die p(x) nuï in erster Ab- 
leitung auftreten, sind durch die Koeffiziententransformationen ge- 
wühnlicher Differentialformen Ycdx, ...dz; gegeben, und diese 
hat man gewôhnlich nur betrachtet. : 

Eine weitere Gruppe der angegebenen Art — die wegen des 
Auftretens des logarithmischen Gliedes keine Koeffiziententrans- 


1) Die Energiesätze der klassischen Mechanik und ebenso die der alten : 
»Relativitätstheorie“ (wo Ÿ dx? in sich übergeht), sind ,eigentliche“, da hier 
keine unendlichen Gruppen auftreten. 
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formation sein kann — ist etwa die folgende: - 


; d 
y=a+p@) à = &+lg(+p (a) = m+le 2; 


Ax = px); du = p'(x)!); du; = p'(x) —u!p(x). 
Die Abhängigkeiten (16) werden hier: 
nl di 42 
Z(uu+ TE) = 0, 
die uneigentlichen Energierelationen werden: 


,, d(g;+ const.) KE 
D (rue + SERRE) =-0, 


Ein einfachstes invariantes Integral der Gruppe ist: 


Das allgemeinste Z bestimmt sich durch Integration der Lieschen 
Differentialgleichung (11): 


ad 
ôf + (f. de) = 0, 


die durch Eïinsetzen der Werte für 4x und 0%, sobald man f als 
von nur ersten Ableïtungen der « abhängig annimmt, übergeht in 


ro + {3 u+ nr + {5 Er = 0 


_(identisch in p(x), p'(x), p”(x)). Dieses Gleichungssystem besitz} 
 schon für zwei Funktionen w(x) Lüôsungen, die die Ableitungeu 
wirklich enthalten, nämlich: 


— VW; 


es 
2 Le Gui) D[u, —u, a 


wo ® eine willkürliche Funktion der angegebenen Argumente be- 
deutet. | 
Hilbert spricht seine Behauptung so aus, daB das Versagen 
eigentlicher Energiesätze ein charakterisches Merkmal der ,allge- 
meinen Relativitätstheorie“ sei. Damit diese Behauptung würtlich 
gilt, ist also die Bezeichnung ,allgemeine Relativität“ weiter als 


1) Aus diesen infinitesimalen Transformationen_berechnen sich die endlichen 
rückwärts nach der in $ 4, SchluB angegebenen Methode. 


DS 
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gewôhnlich zu fassen, auch auf die vorangehenden von # willkür- 
lichen Funktionen abhängenden Gruppen auszudehnen ’). 


1) Hiermit ist wieder die Richtigkeit einer Bemerkung von Klein bestätigt, 
daf die in der Physik übliche Bezeichnung ,Relativität“ zu ersetzen sei durch 
»Invarianz relativy zu einer Gruppe“. (Über die geometrischen Grundlagen der 
Lorentzgruppe. Jhrber. d. d. Math. Vereinig. Bd. 19, S. 287, 1910; -abgedruckt 
in der phys. Zeitschrift.) 


Über das meteorische Nickel-Eisen und den Polymor- 
phismus von Kohtenstoff-Eisen. 


Von 
G. Tammann. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 18. Oktober 1918. 


Im Kohlenstoff-Eisen tritt bei Umwandlung der y-Kohlenstoff- 
Eisen-Mischkristalle in die «-Mischkristalle die Trennung in ein 
kohlenstoffreiches Strukturelement (Fes C) und in fast reines Eisen 
ein. Dadurch bilden sich bei dieser Umwandlung in den Stählen 
bis 0.9 Kohlenstoff Eisenkristallite, umgeben von dem eutekti- 
schen Perlit (Fe + Fes C). In Analogie hiermit deuteten Osmond !) 
und Bakhuis Roozeboom die Struktur des meteorischen Nickel- 
Eisens, und nahmen eine Entstehungsgeschichte derselben an, die 
durch das Diagramm Fig. 1 erläutert wird. 

Die aus der Schmelze gebildeten. homogenen Fe-Ni-Mischkri- 
stalle sollen dieser Auffassung gemäB, wenn ihr Ni-Gehalt 6—30°/0 
Ni beträgt, bei einer nicht näher bekannten Temperatur in dem 
Mischkristall mit 6°% Ni und den mit 30° Ni sich spalten. 

Die nickelarmen Meteoreisen mit weniger als 6°/o Ni bestehen, 
abgesehen von fremden Einschlüssen aus einer homogenen Grund- 
substanz (Kamazit). Wächst der Ni-Gehalt über 6°/ Ni, so tritt 
der Ni-reichere Taenit auf, der die Balken des Kamazites mit 
etwa 6°/o Ni als dünne Lamelle umhüllt, und neben dem Taenit 
erscheint der Plessit, der aus Kamazit mit Taenitfäden und -La- 
mellen besteht. Dazu kommt, daB die Balken des Kamazites, um- 
kleidet mit Taenit, nach den Ebenen eines Oktaeders angeordnet 
sind, sodaB auch grüfere Meteorblôcke einen Kristall darstellen. 


1) F. Osmond und G. Cortand Revue de Metallurgie 1904 $S. 69. (Briefliche 
Mitteilung von Roozeboom an Osmond). 
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In polyedrischen Räumen zwischen den Kamazitbalken befindet 
sich der Plessit, der von Osmond und Roozeboom als das Eutek- 
tikum der beiden gesättigten Mischkristalle, des Kamazits und des 
Taenits angesprochen wurde. 


780K 


Hier istalle 


Taenit 
Ptessit 


O 30 40 50 60 %o 80 Ge400 


0% î ë 
Fe SO Fe Gewichtsproiente Ni Ni 
Figur 1. Figur 2. 


Als das Zustandsdiagramm der Fe-Ni-Legierungen bekannt 
wurde, zeigte sich, da$ die Umwandlungskurven der ferromagne- 
tischen «-Ni-FeLegierungen in die paramagnetischen Legierungen 
des 8-Ni und des y-Fe ganz anders verlaufen als nach der Hypo- 
these von Osmond und Roozeboom zu erwarten war. 

Bei den eïisenreicheren Legierungen unterscheiden sich die 
Temperaturen des Verlustes der Magnetisierbarkeit (des Ferromag- 
netismus) von denen der Wiederkehr der Magnetisierbarkeit sehr 
erheblich. Die Temperaturen des Gleichgewichtes der ferromagne- 
tischen Mischkristalle und der paramagnetischen y-Mischkristalle 
müssen jedenfalls zwischen den Kurven des Verlustes und der 
Wiederkehr der Magnetisierbarkeit liegen, dann kann aber eine 
zwischen diesen beiden Kurven liegende Gleichgewichtskurve, die 
der reversibeln Umwandlung von «- in y-Ni-Fe nicht zwischen 
6 und etwa 25°/o Ni bei Temperaturen, bei denen im Fe Ni noch 
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merkliche Diffusion besteht, schneiden, was nach jener HYpoRee 
der Fall sein sollte. 

Auferdem ist im technischen Fe-Ni beim Auftreten seiner 
Magnetisierbarkeit keine Entmischung zu beobachten. 

Verlegt man mit W. Guertler die hypothetische, eutektische 
Temperatur des Kamazites und Taenites zu tieferen Temperaturen, 
etwa 0°C, so steht man vor der Schwierigkeit, daB bei einer s0 
tiefen Temperatur der Platzwechsel der Ni und Fe-Atome im Gitter 
nicht mehr merklich ist, und daher eine Entmischung auch nicht mehr 
stattfinden kann. Allerdings kann durch Zuhilfenahme geologischer 
Zeiten dieser Annahme ins Unkontrollierbare gerettet werden. 

Zu diesen Schwierigkeiten kommt noch eine weitere Tatsache. 

Versuche von F. Berwerth!), W. Fränkel und dem Verfassers *) 
haben gelehrt, daf die grofen Kristalle des meteorischen Ni-Fe, 
des Kamazit, beim Erhitzen in das technische Ni-Fe sich umwan- 
deln, indem sie in mikroskopische Kôrnchen zerfallen. Das Auftreten 
einer solchen Kürnung ist im technischen Ni-Fe weder beim Ver- 
lust noch bei der Wiederkehr des" Ferromagnetismus zu erkennen. 
AuBerdem beginnt die Kôrnung im Kamazit schon bei 400° sichtbar 
zu werden, sie tritt, wie besondere Versuche zeigten, unterhalb 
der Temperatur des Verlustes und auch unterhalb der der Wieder- 
kehr des Ferromagnetismus auf, also im ferromagnetischen a-Ni-Fe. 

Die im Kamazit schon bei 400° sichtbar werdende Kôrnung er- 
innert an die Umwandlung von Mischkristallen mit anomaler Doppel- 
brechung, die beim Erhitzen unter Trübung und dauerndem Verlust 
ihrer Doppelbrechung eiïntritt. Auch hier handelt es sich um eine 
nicht reversibele Umwandlung, die nur in den Mischkristallen nicht 
aber in den Kristallen der reinen Komponenten auftritt. 

Osmond und Roozeboom haben den Taenit als eine besondere 
Phase angesprochen, weil er sich besonders nach dem Âtzen mit 
scharfer Begrenzung vom Kamazit abhebt. Ob diese Auffassung 
berechtigt ist, soll im Folgenden untersucht werden. 

1. Die vorliegenden Analysen der Strukturelemente des me- 
. -teorischen Ni-Fe sprechen mehr dafür, daf der Taenit als Schlieren 
im Kamazit zu betrachten ist, als daB der Kamazit und der Taenit 
zwei im Gleichgewicht befindliche Phasen sind. Der Ni+Co-Ge- 
halt im Kamazit schwankt in verschiedenen Meteoriten von 4.85 
bis 7.16°/ und der des Taenites von 23.6 bis 35.5 0/05). 


1) Sitzungsberichte d. Wiener Akad. 114 $. 345. 1905. 
2) Zeitschr. f. anorg. Chem. 60 $S. 416. 1908. 
8) E. Cohen, Meteoritenkunde Heft 1. S. 97 u. 108. 
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Die Gleichgewichtshypothese spricht den Plessit als Eutek- 
tikum von unveränderlicher Zusammensetzung an. Über seine 
Zusammensetzung sind wir aber wegen der Schwierigkeit der Îso- 
lierung des Plessites wenig unterrichtet. Davison gibt für zwei 
verschiedene Formen des Plessits im Ni-Fe von Welland ganz ver- 
schiedene Ni+Co-Gehalte an, in einer Kamazit reichen Form 
6,97+0.191/o und in einer Plessit reichen Form 25,87 + 0.83 0/0. 
Darnach kônnen die Mengen von Taenit und Kamazit im Plessit 
sogar in demselben Stück auBerordentlich verschieden sein. 

Bemerkenswert ist, daf die Plessitfelder in ein und demselben 
Stück Damara-Eisen sich sehr verschieden beim Âtzen verhalten: 
ein Teil derselben wird sehr stark angegriffen, sowohl von Sal- 
petersäure als auch vom Tl: SOu-, Ni-Cl:- oder Cd Cl-Lôsung, eim 
anderer, wird nicht stärker als der benachbarte Kamazit ver- 
ändert. Dieses verschiedene Verhalten der Plessitfelder spricht 
nicht für ihre eutektische Natur. 

2. Nach den neueren Erfahrungen über die Einwirkungs- 
grenzen chemischer Agentien auf Mischkristallreihen darf man nicht. 
zwei sich%sehr verschieden gegen chemische Agentien verhaltende 
Teile eines Konglomerates als besondere Phasen ansprechen. 

Schmilzt man eine Ag-Au-Legierung mit 0.5 Mol. Au zusammen 
und läft sie in gewôhnlicher Weïise abkühlen, so sind die zuerst. 
entstandenen Kerne der Kristallite Au-reicher als die peripheren 
Teïile der Kristallite. Walzt man das Schmelzstück zu einem 
dünnen Bande aus, und bringt es in eine Lôsung von AuC}:, so 
entstehen im Laufe einiger Stunden braune Streifen auf unver- 
färbtem Grunde. Die lang gewalzten Kerne der Kristallite ent- 
halten ein wenig mehr als 0.5 Mol. Au während die peripheren 
Teile ein wenig weniger als 0.5 Mol. Au enthalten, während jene 
Au aus der AuCl:-Lôüsung nicht fällen, schlägt sich auf diesen 
das Au als braunes Pulver nieder. Die Grenzen zwischen den 
hellen und braunen Streifen simd auferordentlich scharf, und doch 
handelt es sich hier nicht um zwei verschiedene Phasen. Schon 
nach kurzem Tempern verschwinden die Au-reichen oder Ag-reichen: 
Schlieren und das Plättchen fällt, je nachdem sein Au-Gehalt unter 
oder über 0.5 Mol. Au liegt, entweder überhaupt kein Au oder es 
bedeckt sich gleichmäfig mit braunem Au-Pulver. 

Es liegt also die Môglichkeit vor, da8 der Taenit ungeachtet 
seiner scharfen Umrisse nicht eine besondere Phase ist, sondern 
nur nickelreichere, flache Schlieren im Kamazit bildet, ähnlich 


1) ibid. S. 106. 
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wie salzreichere Schlieren in einer Salzlôsung nicht als besondere 
Phase anzusprechen sind. Auch wenn in Wirklichkeit die Ânde- 
rung des Ni-Gehaltes an der Grenze von Taenit und Kamazit 
nicht eine diskontinuierliche ist, so würde sie doch nach dem‘Âtzen 
eine sebr scharfe sein kônnen, wenn nämlich die Einwirkungs- 
grenze des Âtzmittels zwischen dem Ni-Gehalt des Kamazits und 
des Taenits liegt. 

Die Einwirkungsgrenze von Agentien, die pui Fe nicht aber 
auf Nickel wirken, sollte bei dem technischen Ni-Fe der Analogie 
nach mit die EinwirkungSgrenze der Fe-Si-Mischkristalle 1/4 Mol 
Si oder mit den der Fe-V-Mischkristalle !/: Mol V zusammenfallen. 
Agentien, die auf Fe, nicht aber auf Ni einwirken, sind die Lô- 
sungen von Cd-, Fe-, Co- und Ni-Salzen, denn, da diese Metalle 
in der galvanischen Spannungsreihe zwischen Fe und Ni stehen, 
so sollten ihre Lôüsungen durch Fe nicht aber durch Ni gefällt 
werden. Beim meteorischen Ni-Fe kônnte die Einwirkungsgrenze, 
wegen abnormer Atomverteilung im Gitter verschoben sein. 

Die Bestimmung der Einwirkungsgrenze auf technisches Ni- 
Fe wird aber durch die Gegenwart von Sauerstof unmôglich ge- 
_ macht. Bringt man polierte Stücke vom technischen Ni-Fe in eine 
_ gesättigte Lüsung von Tle SO4, so sind nach 24 Stunden, die blanken 
Flächen der Stücke mit 10 und 20° Ni ganz matt geworden, 
während die mit 80, 40 und 60° Ni nicht merklich verändert 
sind. Die Einwirkungsgrenze ‘/4 Mol Ni würden 25.96°/ Ni ent- 
sprechen. Aber nach 48 Stunden haben sich durch die Einwirkung 
des Luftsauerstoffes auf allen Stücken Fe(OH); und Ni(OH} ab- 
geschieden. 

Die Einwirkung der Tl: SO4-Lôsung auf das meteorische 
Ni-Fe ist eine ganz ähnliche. Taenit, isoliert aus Tolucca-Eisen 
durch Salzsäure blieb 24 Stunden in der Lôsung blank, während 
der Kamazit des Damara-, Tolucca- und Buttler-Eisens angegriffen 
wurde. 

Ob der Taenit in sich homogen ist, erscheint fraglich. Ron 
falls kann man beobachten, daB Taenitstreifen auf der ungeätzten 
Schlifffäche nicht selten breiter sind als nach dem Âtzen mit Sal- 
petersäure oder Tl: SO:-Lôsung, und daf aus einem Taenitstreifen 
gleichmäfiger Breite Teile desselben schneller verschwinden. 

Nach der Gleichgewichtshypothese sollten der Kamazit der 
Taenit und der Plessit in allen meteorischen Ni-Fe gleiche Zu- 
sammensetzung haben, diese Forderung ist aber nur für den Ka- 
mazit einigermaBen erfüllt. Sowohl der Taenit als der eutektische 
Plessit haben eine recht variabele Zusammensetzung. Fafñt man 
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den Taenit nicht als besondere Phase auf, was entsprechend der 
neueren Erfahrung über die chemischen Einwirkungsgrenzen auf 
Mischkristallreihen nicht notwendig ist, so fallen alle Schwierig- 
keiten fort, welche sich dem Verständnis der meteorischen Struktur 
auf Grund des bekannten Zustandsdiagramms der Ni-Stähle bieten, 
und man dürfte sich vorstellen, daf die meteorische Struktur bei 
der Kristallisation der betreffenden Schmelzen entstanden ist. 
Hierbei würde sich aber nicht die normale und stabile Vertei- 
lung der Ni- und Fe-Atome herstellen, die im Raumgitter des 
technischen, homogenisierten Ni-Fe besteht, sondern eine von ihr 
abweichende instabile. 

Die Struktur des Meteoreisens weist darauf hin, in welcher 
Weise die Verteilung beider Atomarten im Kamazit von der nor- 
malen abweicht. Die-von Taenitlamellen umgebenen hexaedrischen 

* Kamazitbalken sind den Oktaederflächen parallel gelagert. Der 
ganze Meteorit bildet einen Kristall, in dem die Ni-reichen Taenit- 
lamellen parallel den Oktaederebenen verlaufen. 

Die Atome im Raumgitter des Meteoriten besetzen wir in 
dem des technischen Ni-Fe wahrscheinlich die Punkte eines 14- 
Punktgitters, dessen Gitterelement ein Würfel mit Atomen an den 
Ecken und in den Seitenmitten ist. Die Atome in den Seiten- 
mitten besetzen die Ecken eines in den Elementarwürfel eing'e- 
schriebenen Oktaeders. Nimmt man an, da im meteorischen Ni- 
Fe die Gittergeraden, parallel den Oktaederkanten, mit abnorm 
vielen Ni-Atomen besetzt sind, mit mehr als bei gleicher Zusam- 
mensetzung sich auf diesen Geraden in der normalen Atomver- 
teilung des technischen Ni-Fe finden, so künnte hierdurch der 
Unterschied im Kamazit und dem technischen Ni-Fe bedingt sein. 
Da ferner bei der Kristallisation aus der Schmelze entsprechend 
dem Verlauf der Schmelzkurve die Tenéenz einer Anreicherung 
von Ni an die Oberfläche des wachsenden Oktaeders besteht, so 
kônnen sich auf seinen Ebenen periodisch nickelreichere Lamellen 
mit abnorm dichter Ni-A tombesetzung auf den ihm parallelen Gitter- 
geraden absetzen. 

Die Anreicherung des Nickels an den Kristallitengrenzen wird 
auch beim technischen Nickeleisen entsprechenden Nickelgehaltes 
beobachtet. Man kônnte also vom technischen Nickeleisen sagen, 
daB jeder Kern desselben von einer Taenithülle umgeben ist. Es 
ist leicht zu zeigen, da diese Hüllen beim Tempern verschwinden 
und beim Auftreten der Magnetisierbarkeit keine merklichen Kon- 
zentrationsdifferenzen in den Kristalliten des technischen Ni-Fe 
entstehen. 
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Betreffs ihres Zustandsdiagramms wären dann das technische 
und meteorische Ni-Fe nur sehr wenig verschieden, die Gleichge- 
wichtskurven des stabileren technischen Ni-Fe würden dann bei 
ein wenig hôheren Temperaturen verlaufen als die des weniger 
stabilen Kamazites und Taenites. Dieser Unterschied wäre aber 
so gering, daf$ er experimentell schwer festzustellen wäre. Die 
Bestimmung des Schmelzpunktes des meteorischen Eisens stôft auf 
Sehwierigkeiten, weil die Umwandlung des Kamazites schon vor 
Beginn der Schmelzung vollendet oder weit vorgeschritten ist. 
Die Temperatur des Verlustes und der Wiederkehr des Ferromag- 
netismus wird beim Damara-Eisen in viel grôBeren Temperatur- 
intervallen schwankend gefunden als beim technischen Ni-Fe. 

Wenn das meteorische Ni-Fe und das technische in der Be- 
ziehung vom Raumgitterisomeren zueinander stehen, so erhebt 
sich die Frage, wie es müglich ist, daB eine beim Erhitzen so 
schnell sich umwandelnde Form, bei 1400 ist die Umwandlung in 
wenigen Minuten beendigt, sich erhalten kann, wenn sie aus dem 
Schmelzfluf entstanden sein sollte. 

Âhnliche Verhältnisse trifft man bei unterkühlten Schmelzen 
. in denen zuerst mit wachsender Unterkühlung sehr wenige Kristalli- 
sationszentren entstehen, erst wenn eine gewisse Unterkühlung 
überschritten ist, entstehen sie in grofer Zahl. Man kann also 
eine relativ wenig unterkühlte Schmelze lange Zeit unterkühlen, 
ohne daB bei ihrer Wiedererwärmung Kristallisation eintritt. Erst 
wenn die Unterkühlung zu tief getrieben wurde, wird bei der Wieder- 
<erwärmung die Kristallisation bestimmt eintreten. 

AuBerdem sind Fälle bekannt, bei denen nach sehr starker 
Abkühlune unterkühlter Schmelzen und ihrer Wiedererwärmung 
die Zahl der Kristallisationszentren eine viel grôfiere wird, als 
wenn die Schmelze direékt auf die bei der Wiedererwärmung er- 
reichte Temperatur abgekühlt wird. Beim Piperin!) tritt diese 
Erscheinung sehr deutlich auf, und auch bei manchen Betolpräpa- 
raten macht sie sich bemerkbar. Wenn ähnliche Verhältnisse im 
Kamazit vorliegen, so kôünnte derselbe nach seiner Entstehung aus 
dem Schmelzfluf auch bei hohen Temperaturen sehr viel beständiger 
sein, als wenn er nach seiner Abkühlung wieder erhitzt wird. 

Der meteorischen Struktur ähnliche sind im Kohlenstoffeisen 
von Osmond, Arnold und Belajew?) und in einer Fe-Ni-Al-Le- 


1) Zeïitschr. f. phys. Chem. Bd. 25. $. 453. 1898. 
2) Anm. d. Kais. Russ. Techn. Vereins Aug. Sept. 1909 und Revue de Me- 
tallurgie 1910. 
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gierung von Benedicks ) beobachtet worden. Es kônnte sich hier 
ebenfalls um die Entstehung von Mischkristallen mit abnormer 
Atomverteilung im Gïtter handeln. Bei den Fe-Ni-Legierungen 
mit 2—3°/o Al babe ich ähnliche der von Benedicks beschriebenen 
Strukturen auch bei schneller Abkühlung kleiner aluminothermisch 
hergestellter Stücke beobachtet. 

Zusammenfassend kann man sagen: Der Kamazit ist ein Misch- 
kristall, in dem die Verteilung der Ni- und Fe-Atome nicht die 
normale ist, sondern von niederer Symmetrie ähnlich der in den 
Mischkristallen mit anomaler Doppelbrechung, die Taenitblätter 
sind Schlieren, geordnet nach den Oktaederebenen und der Plessit 
stellt Schlierenreichere Teïle dar. 


In den Kobhlenstoffstählen finden sich instabile Formen, die 
wahrscheinlich- ebenfalls als Raumgitterisomere aufzufassen sind. 
Das langsam abgekühlte C-Fe enthält Kristalle des «-Fe und 
Graphit oder Fe:C, oder Graphit und Fe:C. Beim Abschrecken 
der C-haltigen Mischkristalle des y-Fe mit 15 bis 2°%C erhält 
man diese im unterkühlten Zustande, aber wenn das Fe nicht 
etwa 4°/o Mn enthält, so ist diesen Mischkristallen des -Fe, dem 
Austenit noch eine andere ebenfalls instabile Form, der Mar- 
tensit, beigemengt. Austenit ist nicht ferromagnetisch, dagegen 
ist es der Martensit, der also ein Mischkristall des «-Fe ist, und 
aus dem die abgeschreckten Stähle mit 0.3 bis 15°C häufig be- 
stehen. Neben dem Martensit befinden sich in diesen Stählen noch 
zuweïlen kugelfôrmige Gebilde, der Osmondit, von dem es nicht 
sicher ist, ob er ferromagnetisch ist. Wenn der Osmondit ferro- 
magnetisch ist, sc hat man zwei Mischkristallreihen des ferro- 
magnetischen &«-Fe mit demselben Raumgitter aber verschiedener 
Verteilung der C- und Fe-Atome im Gitter. Sollte der Osmondit 
nicht ferromagnetisch sein, so wäre er als ein Mischkristall des 
7-Fe mit abnormer Verteilang der Fe- und C-Atome anzusprechen, 
da dem Austenit, der im y-Felde stabil ist, die normale Vertei- 
lang zukommen muf. - 

Auch in den Kohlenstoffstählen kommt wie bei Ni-Fe der Fall 
vor, daB es mehr Kristallarten gibt, als dem Zustandsdiagramm 
noch zu erwarten sind. Die Verhältnisse liegen hier also ganz 


1) Internationaler KongreB Düsseldorf 1910. Abt. IL Vortrag N. 24 siehe 
auch Nova Acta R. Soc. Scient. Upsalensis Sa. IV Vol. 2. N. 10. 1510. 
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analog den bei Mischkristallreïhen von Salzen, bei denen zwei 
Reïhen von Mischkristallen existieren kônnen, eine Reïhe mit nor- 
malen optischen Eigenschaften der Komponenten und eine zweite 
Reihe mit abnormen optischen Verhalten, und es liegt nahe, hier 
wie dort die bestehenden Unterschiede auf verschiedene Vertei- 
lungen beider Atomarten in demselben Gitter zurückzuführen !). 


1) Nachr. d. Kônigl. Ges. d. Wiss. zu Güttingen 1917. S. 226. 


Über die Wirkung farbigen Lichtes auf Puppen und 
Falter von Pieris brassicae und die Beschaffenheit 
der unbeeinflussten Nachkommen. 


Vorläufige Mitteilung. 
Von 


Bernhard Dürken, Gôttingen. 
Vorgelegt von E. Ehlers in der Sitzung vom 18. Oktober 1918. 


Im Jahre 1916 habe ich eine Untersuchung verôffentlicht über 
die Wirkung verschiedenfarbiger Umgebung auf die Variation der 
Pieris-Puppe !) Das Hauptergebnis war ganz kurz folgendes. 

Die Färbung und Zeïichnung der Puppen von Pieris brassicae 
ist abhängig von der Farbe der Umgebung. Für jede Umgebungs- 
farbe ïist eine bestimmte Hauptvariante charakteristisch. Die 
Varianten unterscheiden sich durch die ungleiche Ausbildung des 
schwarzen und wéifen Pigments; jenes hat seinen Sitz in den 
oberflächlichsten Chitinschichten, dieses in den Zellen der Hypo- 
dermis. Auf neutralem Untergrund werden beide Pigmente gut 
entwickelt, während in grüner und besonders in orangener Um- 
gebung diese Pigmente reduziert werden. Eine geringere Reduk- : 
tion tritt auf gelbem und blauem Untergrund ein, und auf rotem 
wird die Variationsrichtung gegenüber dem Verhalten in grauer 
Umgebung fast gar nicht verschoben; jedenfalls ist in beiden Fällen 
die Hauptvariante die gleiche. 

Infolge des Ausfalls des opaken weifien Pigments ist das In- 
tegument der Hauptvarianten auf grünem und orangenem Unter- 


1) Über die Wirkung verschiedenfarbiger Umgebung auf die Variation von 
Schmetterlingspuppen. Versuche an Pieris brassicae. Zeitschr. f. wiss. Zool. 
Bd. 116. H. 4. 1916. 

Kgl. Goes. d. Wiss. Nacbrichton. Math.-phys. Klasse. 1918. Heft 2. 19 
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grund durchscheïnend, und daher zeigen diese Puppen, vor allem 
die aus orangefarbener Umgebung stammenden eine grüne Grund- 
farbe, da das tiefer liegende grüne Kôrpergewebe der Puppe be- 
merkbar wird. 

Die Reaktion der Puppenfärbung auf die Umgebung, deren 
Wesen nicht in der Schaffung einer sogenannten Schutzfärbung 
besteht, beruht auf zwei Momenten, nämlich auf dem Helligkeits- 
wert und auf dem Farbwert der Umgebung; vor allem ausschlag- 
_ gebend ist aber der letztere. Der Helligkeitswert beeinfluft nur 
im allgemeinen die Tônung der Puppenfärbung, und zwar gleich- 
sinnig mit-seinem eigenen Grade. Die Reaktion auf den Farbwert 
verläuft jedoch keineswegs gleichsinnig mit der Färbung der Um- 
gebung. Offenbar liegt also hierin eine spezifische Abhängigkeïit 
der Pigmentbildungsvorgänge von verschiedenen Wellenlängen des 
Lichtes vor. 

Das letztere führte mich zu folgenden Überlegungen. Von 
Schanz!) wurde nachgewiesen, daB Eiweifkôrper durch Licht 
verschiedener Wellenlänge eine spezifische Veränderung erfahren. 
So ist es auch von vornherein wahrscheinlich, da die Abänderung 
der Pigmentbildung der Puppen etwa in orangefarbener Umgebung, 
in der extrem grüne Puppen entstehen, den Chemismus der Puppe 
in spezifischer Weise beeinflufit. Wenn diese Beeinflussung sich 
auch in erster Linie in den Zellen der Hypodermis geltend macht, 
so besteht doch die hohe Wahrscheinlichkeit, daf ein Eingriff in 
deren Chemismus sich der Hämolymphe mitteilen wird Wenn nun 
aber in der experimentellen Beeinflussung der Pigmentbildung ein 
Mittel gegeben ist, den Chemismus der Puppe spezifisch abzuändern, 
so müssen dadurch zugleich die Gonaden und also die Fortpflan- 
zungszellen in ein chemisch abgeändertes Medium gebracht werden. 
Es mu daher von Interesse sein, die Nachkommen der in farbiger 
Umgebung aufgezogenen Puppen zu untersuchen. 

Es war ursprünglich meine Absicht, Nachkommen jener Puppen 
aufzuziehen, welche auf farbigem Untergrund gezogen waren und 
meiner oben erwähnten' Arbeit zugrunde lagen. Diese Puppen 
hatten lediglich unter der Wirkung reflektierten farbigen Lichtes 
gestanden bei gleichzeitigem Zutritt von Tageslicht. Da aber die 
Zahl der für das Fortpflanzungsexperiment in erster Linie in Be- 
tracht Kommenden grünen Puppen absolut genommen ziemlich ge- 
ring war, entschlof ich mich, an einem reichlicheren Material die 


1) F. Schanz, Die Lichtreaktion der EiweiBkôrper. Pflügers Arch. f. d, 
ges. Physiol. Bd. 164. 1916. 
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Wirkung farbigen Lichtes zu überprüfen und damit zugleich eine 
günstigere Ausgangsgeneration für das Fortpflanzungsexperiment 
zu gewinnen. Diese neuen Zuchten, die ich in den Sommern 1916 
und 1917 vornahm, wurden nun nicht bloB einer farbigen Um- 
gebung ausgesetzt, sondern unter AusschluB des weiñen Tages- 
lichtes unter farbigen Lichtfiltern gehalten, so daf an Stelle der 
blofen Reflektion farbigen Lichtes eine Bestrahlung mit solchem 
trat. ; 
Die Versuche wurden nicht auf die Puppen beschränkt, son- 
dern auch auf die Falter ausgedehnt. Die Flügelzeichnung des 
KohlweïBlings wird ja hauptsächlich durch ein weifes und ein 
schwarzes Pigment gebildet. Indem Puppen bis zum Schlüpfen 
des Falters und darüber hinaus diese letzteren bis zur erreichten 
Flugfähigkeit dem farbigen Lichte ausgesetzt wurden, ergab sich 
‘die Môglichkeit einer Prüfung, ob auch die Pigmentbildung des 
Falters in spezifischer Weïse vom Lichte abhängt. 

Von den so erhaltenen Puppen bezw. Faltern wurde nun ein 
bestimmter Teil zur Fortpflanzung gebracht. Die Raupen bezw. 
Puppen dieser zweiten Versuchsgeneration wurden zum Teil un- 
beeinfluft aufgezogen, zum Teil wieder unter die nämlichen Ver- 
suchsbedingungen gebracht wie ihre Eltern. FKerner wurden Ver- 
suche begonnen mit speziellerer Anordnung der Bedingungen; doch 
soll von diesen letzteren in dieser vorläufigen Mitteilung noch 
nicht die Rede sein. 

Als die oben genannten Wersuche schon vorbereitet und zum 
Teil schon angesetzt waren, erschien eine Untersuchung von Leo- 
nore Brecher, welche zufällig gleichzeitig mit mir auch Ver- 
suche über die Wirkung farbigen Lichtes auf die Puppenfärbung 
von Pieris brassicae angestellt hatte. In dieser Abhandlung !) 
brachte die Verfasserin den Nachweïs, da den verschiedenen Fär- 
bungstypen der Puppen tatsächlich ein verschiedener Chemismus 
zukommt. So erhielt die meinen Fortpflanzungsversuchen als. 
Voraussetzung zu Grunde liegende Vermutung einen sicheren Rück- 
halt; für mich ein vermehrter Anlaf, die zum Teil mit erheblichen 
Schwierigkeiten verbundenen Experimente weiterzuftühren. 

Diese vorläufige Mitteilung einiger Ergebnisse betrifft einer- 
seits die Beschaffenheit der direkt vom farbigen Licht beeinfluften 
Generation [P:-Generation], andrerseits die Beschaffenheit von 


1) Leonore Brecher, Die Puppenfärbung des KohlweiïBlings, Pieris 
brassicae L. Arch. f. Entw. Mech. Bd. 43. 1917. Ganz kurze vorläufige Mittei- 
lung 1916. 

19* 
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deren erster Nachkommen-Generation [P:-Generation], von der, 
wie gesagt, ein Teil unter Beibebaltung, ein Teil unter Fortfall 
der Versuchsbedingungen aufgezogen wurde. 


A. Die Beschaffenheit derP1-Generation. 


I. Die Wirkung farbigen Lichtes auf die Puppen. 


Versuchszuchten wurden ausgeführt in rotem, orangenem und 
blauem Licht. Die dem Licht zugekehrte Vorderseite und der 
Deckel der Zuchtkästen, die innen weif ausgekleidet waren, be- 
standen aus entsprechenden Lichtfiltern. Für das Rotfilter wurde 
verwandt: Säure-Rhodamin + Kristallponceau ; für das Orangeñilter : 
Naphtolorange + Naphtolgrün; für das Blauflter Patentblau + 
Kristallviolett. 

Als Kontrollen wurden benutzt verschiedene Zuchten in dif- 
fusem Tageslicht in neutraler, weifer und schwarzer Umgebung. 
Für alle ist also charakteristisch die Nichtfarbigkeit der Umgebung. 
Ferner wurden dazu herangezogen Zuchten in verdunkelten Be- 
hältern. Der LichtabschluB bewirkt, da die Puppen im ganzen 
etwas heller werden, als bei Zutritt von Licht, da die kleïnsten 
schwarzen Zeichnungselemente, die über die ganze Puppe als win- 
zige Pünktchen verteilt sind — es handelt sich um pigmentierte 
Hôfe an der Basis feiner Haare — eine Tendenz zur Reduktion 
zeigen. Im übrigen aber stimmt ihre Variation mit der der Hell- 
zuchten überein. Mischt man alle diese Zuchten zusammen, so 
dürfte man ein treffliches Bild von der Variation der Puppen- 
färbung erhalten, wie sie sich ohne den Einfluf einer farbigen 
Umgebung oder farbiger Bestrahlung darbietet. Jede der genannten 
Einzelzuchten hat übrigens die nämliche Hauptvariante. 

Um die Variation der Färbung und Zeichnung bestimmen und 
sie bei verschiedenen Zuchten mit einander vergleichen zu kôünnen, 
empñehlt sich die Aufstellung von Färbungsklassen, wie ich das 
in meiner früheren Abhandlung (1916) durchgeführt habe, indem 
alle Puppen auf die fünf Klassen a bis e verteilt wurden. Die 
Variationsklassen d und e umfassen diejenigen Puppen, welche 
eine sehr weitgehende Reduktion des schwarzen und weiïfen Pig- 
mentes aufweisen. Sie finden sich in neutraler Umgebung wenig 
oder gar nicht, dagegen sehr zahlreich auf bestimmtem farbigen 
Untergrund. Es sind also diejenigen Puppen, welche extrem von 
der Beschaffenheit in nichtfarbiger Umgebung abweichen. Statt 
die umständlichere Verteilung auf fünf Variationsklassen anzu- 
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wenden, genügt es daher für den Rahmen der vorliegenden Mit- 
teilung, für die einzelnen Zuchten den Prozentsatz dieser extrem 
abweïchenden Puppen anzugeben, um einen hinreichenden Mafstab 
für die Wirkung des farbigen Lichtes zu haben. 


Demnach teile ich im folgenden die Puppen in zwei Gruppen. 
Die Gruppe À umfaft die früheren Färbungsklassen a, b und c. 
Für sie ist kennzeichnend, daB entweder alle schwarzen Zeich- 
nungselemente vorhanden sind, oder, wenn eine gewisse Reduktion 
eingetreten ist, diese doch niemals so weit geht, daf die in der 
dorsalen Medianlinie des Thorax vorhandenen grofien schwarzen 
Punkte (vel. 1916 Fig. 1) sämtlich restlos verschwunden sind. Ins- 
besondere ist stets noch wenigstens eine deutliche Spur des von 
mir so genannten thorakalen Hauptflecks vorhanden, der sich auf 
der hôchsten dorsalen Erhebung des Thorax findet. Das weife 
Pigment ist entweder gar nicht oder nur so weit reduziert, daf 
von einer eigentlichen Grünfärbung der Puppen noch nicht ge- 
sprochen werden kann, wenn bei manchen auch schon eine grün 
liche Tônung vorhanden ist. Die Gruppe B enthält die früheren 
Färbungsklassen d und e. Vor allem charakteristisch für diese 
Gruppe ist die starke Reduktion des Schwarz im allgemeinen und 
das vôllige Fehlen dér dorsalen medianen Fleckenreihe des Cepha- 
lothorax einschliefilich des thorakalen Hauptflecks im besonderen. 
Das Weif ist ferner ebenfalls weitgehend bis vôllig reduziert, so 
daB wenigstens die vorwiegende Grundfärbung dieser Puppen grün 
ist. Der Anteil der Gruppe B, in Prozenten ausgedrückt, an der 
Gesamtzahl der Puppen bildet den oben bezeichneten Mafstab für 
die Wirkung der farbigen Bestrahlung. 


Ich lasse nun zunächst eine derartige Aufzählung der einzelnen 
Zuchten folgen. : 


a) Kontrollzuchten in nichtfarbiger Umgebung. 
À — 358 
B'=":27 
Gesamtzahl — 385 


B = 7,018 % 


b) Versuchszuchten in rotem Licht. 

A — 46 
B...:7 
Gesamtzahl — 103 


B = 55,340 0 
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c) Versuchszuchten in orangenem Licht.. 


A 60 a ; 
B — 243. B — 77,884 


Gresamtzahl — 312 


d) Versuchszuchten in blauem Licht. 

A — 148 

B 26 
Gresamtzahl — 174 


B — 14,843 % 


| 


Was die vorstehenden Zahlen bedeuten, ist ohne weiteres er- 
sichtlich. Während die Färbungstypen der Gruppe B in nicht- 
farbiger Umgebung nur ziemlich selten sind, gehürt ihnen in rotem 
Licht mehr als die Hälfte aller Puppen an. Vor allem bewirkt 
orangenes Licht die Reduktion der weifen und schwarzen Pig- 
mente und vergrôBert dadurch den Umfang der Gruppe B noch 
ganz erheblich gegenüber der Wirkung des roten Lichtes. In 
blauem Licht bildet die Gruppe B wiederum die Minderheit, wenn 
ihr Auftreten auch häufiger ist als in nichtfarbiger Umgebung. 

Auffallen muf unter anderem daf hier rotes Licht die Grün- 
färbung der Puppen begünstigte, während in den früheren Ver- 
suchen [1916] rote Umgebung vorwiegend Puppen der Gruppe A 
erzeugte. Indessen môüchte ich in dieser vorläufigen Mitteilung 
von einer näheren Diskussion dieser und anderer Erscheinungen 
absehen und es mit den einfachen Tatsachen bewenden lassen, wie 
ich auch eine Anzahl anderer Versuche unerwähnt lasse. 


IT. Das Verhalten der Färbung der Falter unter der 
Einwirkung farbigen Lichtes. 


Von den hierher gehôrenden Versuchen erwähne ich nur die- 
jenigen, welche mit den oben angegebenen und mit den später 
noch anzuführenden im unmittelbaren Zusammenhange stehen. Die 
Flügelzeichnung ist bekanntlich in den beiden Geschlechtern ver- 
schieden. Um ein gutes Ma für die Variation der Falter ohne 
Rücksicht auf das Greschlecht zu haben, ist es daher angebracht, 
die Aufmerksamkeit auf eine bei beiden gleichartige Bildung zu 
richten. Eine solche liegt vor in der schwarzen Spitze des Vor- 
derflügels. Wenn das farbige Licht auf die Pigmentbildung des 
Falters von Einfluf ist, so darf man diesen erwarten auch in dem 
Entwicklungsgrad des schwarzen Pigments. 
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Nun gibt es Weiïflinge, deren Vorderflügelspitze tief schwarz 
ist in der ganzen Ausdehnung, welche diesem Zeichnungsteil über- 
haupt zukommt; andrerseits finden sich solche, bei denen dieses 
»Schwarze“ Spitzenfeld in seiner ganzen Fläche so viel weife 
Schuppen enthält, daB es nur noch hellgrau erscheint, bei denen 
also viel weniger schwarzes Pigment entwickelt ist. Zwischen 
diesen beiden Extremen gibt es vermittelnde Übergänge, die man 
zweckmäBigerweise in zwei Stufen zusammenfafit. So bekommt 
man vier Variationsklassen. Die erste [a] hat tiefschwarze Flügel- 
spitzen; in der zweiten [b] wird das ,Spitzenfeld“ aufen von einem 
Saum weiBer Schuppen umgeben; in der dritten [e] findet sich nur 
noch an der Innenseite ein rein schwarzes Grebiet, das keine weifen 
Schuppen enthält; und endlich in der vierten [d] ist das ganze 
. Feld gemischt aus schwarzen und weifien Schuppen. 

Die oben besprochenen Puppen der Rot-, Orange- und Blau- 
Zuchten verblieben nun bis zum Schlüpfen des Falters unter den 
betreffenden Lichtfiltern. Die auf die Variation der Flügelspitze 
bezüglichen Zahlen geben in Kürze das beste Bild von dem Er- 
gebnis. 


a) Kontrollzuchten in nichtfarbiger Umgebung bei 
diffusem Tageslicht. 


a: 46 — 33,09 °h 


b: 69 — 4964, 

c: 22 — 15,86, 

dura 136. 
139 


b) Versuchszuchten in rotem Licht. 
a: 10 — 22,224 - 


bz : 814 168,88:; 

és. d'="S08 

LOU A0UQS 
45 


c) Versuchszuchten in orangenem Licht. 
a: 12 — 33,33 % 


b: 18 — 80,00 , 
c: 6 — 16,66 , 
d 0 000, 


36 
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d) Versuchszuchten in blauem Licht. 


a: 42 — 33,87) 

b: 61 — 49,9, 

ce: 19 = 16,82, 

CR RER 5 RS 
124 


Wie man ohne weiteres sieht, hat das farbige Licht gar keine 
Einwirkung auf die Beschaffenheit des schwarzen Spitzenfeldes 
ausgeübt. Am ersten springt das für das blaue Licht in die 
Augen, aber auch in den beiden anderen Versuchszuchten zeigt es 
sich deutlich, wenn wegen der geringeren Anzahl der zur Beur- 
teilung gekommenen Falter die Anteile der einzelnen Variations- 
klassen auch etwas von der Kontrollzucht abweïichen. Die stärk- 
sten Abweichungen zeigen die Zuchten in rotem Licht; aber es 
handelt sich nur um eine Verstärkung der Klasse der Haupt- 
variante; von einer Verschiebung der Variationsrichtung kann also 
keine Rede sein. Hôchstens kann man eine gewisse Beschränkung 
der Variabilitä£ herauslesen, so da die für die unbeeinfluften 
Zuchten charakteristische Klasse b hier auf Kosten der benach- 
barten Klassen noch häufger vertreten ist. Da die Klasse d in 
den Rot- und Orangezuchten gar nicht enthalten ist, liegt nur an 
der etwas geringeren Zahl der hier zur Verfügung stehenden In- 
dividuen; ich sah sie sonst in solchen Zuchten auch gelegentlich 
vorkommen. 

Auch wenn man andere Teile der Flügelzeichnung ins Auge 
faft, wie etwa die Flecken auf der Unterseite der Vorderflügel 
oder bei den £9 diejenigen auf der Oberseite oder die Tônung der 
weifen Schuppen, stets ergibt sich das gleiche Bild: in den Ver- 
suchszuchten herrschen die gleichen Hauptvarianten vor wie in 
den Vergleichszuchten. Eine spezifische Verschiebung der Flügel- 
färbung und -Zeichnung [etwa analog den Verhältnissen bei der 
Puppe] ist nirgends zu erkennen. 


B. Die Beschaffenheit der P2-Generation. 


Bei der starken Einwirkung, welche farbiges Licht auf die 
- Puppenfärbung ausübt, interessiert naturgemäB bei den Nachkom- 
men vor allem wieder die Beschaffenheit eben ihres Puppenzu- 
standes. 
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Falter aus Puppen der Gruppe B der P:-Generation, welche 
unter dem EïinfluB von rotem und orangenem Licht gestanden 
hatten, wurden zur Fortpflanzung gebracht. Ein Teil der so er- 
zielten Raupen [P2:-Generation] wurde abermals der Einwirkung 
des orangenen Lichtes ausgesetzt; ein anderer Teil verpuppte sich 
ohne eine solche Beeinflussang bei diffusem Tageslicht oder in ver- 
duankelten Behältern. Das Ergebnis drückt sich in folgenden Zahlen 
aus. 


I. Versuche mit Fortdauer der Versuehsbedingungen ; 
Puppenfärbung. 

A 5 Le 

B 93 B — 94,897 % 
Gesamtzahl 98 


IL. Versuche mit Fortfall der Versuchsbedingungen ; 
Puppenfärbung. 
: 5 à B — 42812%, 
Gesamtzahl 96 
Die Bedeutung dieser Zahlen erhellt, wenn man sie mit denen 
der Kontrollzuchten und der P:-Generation zusammenstellt : 


Eh Fontrolltachbin. 2 a Lee COR = ANS 
2) einmalige Wirkung von 
aan Lacht (Pi) 2%. MIE OUEN ES B = A0 
b) orangenem Lücht (Pi) . . . .. . B — 778841) 


3) zweimalige Wirkung von ion Licht (P:) B — 94,897 
4) einmalige Wirkung von rotem oder orangenem 
Licht (P:); Nachkommen (P2) nicht beeinfiuft B — 42,812 


Wenn also durch rotes und in stärkerem Mafe durch oran-. 
genes Licht grüne Puppen erzeugt werden, so wird die Wirkung 
des orangenen Lüchtes bei abermaliger Anwendung in der Nach- 
kommengeneration erheblich gesteigert. Wächst aber diese Nach- 
kommengeneration unbeeinfluft auf, so entsteht in ihr ein viel 
grôBerer Prozentsatz grüner Puppen als in den Vergleichszuchten, 
deren Vorfahren nicht unter den Versuchsbedingungen gestanden 
haben. 

Durch diese Ergebnisse wird eine ganze Anzahl von Fragen 
angerührt, wie z. B. diejenige nach dem Wege, auf dem die Wir- 
kung des farbigen Lichtes in der unbeeinfluften Nachkommen- 
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generation zustande kommen mag, oder die Frage nach der Be- 
deutung gerade des Puppenstadiums für diese Versuche oder nach 
der Bewertung, welche die Wirkungslosigkeit des farbigen Lichtes 
auf den Falter in diesem Zusammenhange erfahren muf, und an- 
dere mehr. Ich verzichte in dieser vorläufigen Mitteilung darauf, 
diese Punkte näher zu erôrtern, und werde in einer ausführlichen 
Abbandlung, in der auch die einschlägige Literatur herangezogen 
wird, eingehend darauf zurückkommen. Ferner behalte ich mir 
ausdrücklich vor, durch besondere Versüche, welche bereïits seit 
einiger Zeit im Gange sind, die Ergebnisse zu präzisieren und 
für eine fruchtbare Erôrterung auszugestalten. 


Über imaginär-quadratische Zahlkôrper mit gleicher 
Klassenzahl. 
Von 
Edmund Landau. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 15. November 1918. 
$ 1. Bemerkung von Herrn Remak zu einem klassischen 


Dirichletschen Beweise. 


Es sei Æ eine positive ganze rationale Zahl, y(n) ein Charak- 
ter!) mod.#, L(s) — L(s,z) die zugehôrige Dirichletsche Reihe 


OT 
n=1 ? 
wo beim Hauptcharakter s = 1, sonst s — 0 ist. Die ganze Schwie- 
rigkeit bei Dirichlets”Beweise des Satzes vom Vorhandensein 
unendlich vieler Primzahlen = / (mod.#), wo (k, 1) = 1 ist, be- 
steht bekanntlich darin, für jeden reellen Nicht-Hauptcharakter 


@) L(1) + 0 
zu zeigen. Für jeden nicht reellen Charakter pflegt man?) (1) 
mühelos aus der Identität 


(2) Il L (s, %) 1e p" = 1 (mod. ) mp (s + 1), 


wo 4 alle Charaktere durchläuft, so zu schliefen: Aus ZL(1, 4) — 0 
würde für den konjugiert-komplexen Charakter L(1, ;) — 0 folgen; 


1) Vergl. $ 99 meines Handbuchs der Lehre von der Verteilung der Prim- 
zahlen [Leipzig und Berlin (Teubner), 1909]. 
2) Handbuch, $ 105. ’ 
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wenn ZL,(s) dem Hauptcharakter, Z,(s) und L,(s) jenen beiden 
Charakteren und L,(s), ... den übrigen Charakteren entsprechen, 
würde also wegen 


IL (D = (6-1). 12,0-20.20. jo... 


die linke Seite von (2) bei zu 1 abnehmendem s gegen 
0... r(D.L(D. Le = 
streben, während nach (2) für s —1 


(8) IIZ(, 2) >1 


ist. 

Aber für einen reellen Nicht-Hauptcharakter versagt diese 
Beweismethode, da das Verschwinden eines Faktors der linken 
Seite von (2) für s — 1 nicht das Verschwinden eines zweiten 
mit sich zieht. 

Andererseits folgt bekanntlich, wenn die Ungleichung (1) für 
jeden eigentlichen*) reellen Nicht-Hauptcharakter (bei jedem #) 
bewiesen ist, ihre Giltigkeit ohne weiteres für jeden uneigentlichen 
reellen Nicht-Hauptcharakter 7(#) mod. k, wegen der Gleichung {) 


Or - Xe) + EC 

wo X(n) der zugehôrige eigentliche Charakter mod. X ist (X/k). 

Herr Remak teilte mir nun kürzlich die folgende hübsche 
Bemerkung mit: Aus der obigen klassischen Ungleichung (3), in 
der ja links auch nicht zwei reelle Faktoren für s — 1 ver- 
schwinden kônnen, folgt (1) für jeden eigentlichen reellen Nicht- 
Hauptcharakter mit etwaiger Ausnahme eines einzigen nach einem 
einzigen Modul # Herr Remak schlieft nämlich so: Es sei 
k, +k,; es gebe mod. #, bezw. k, je mindestens einen eigentlichen 
reellen Nicht-Hauptcharakter X,(n) bezw. X,(n) Dann môgen 
a, (n) und %,(#) die beiden folgendermaBen erklärten uneigentlichen 
reellen Nicht-Hauptcharaktere mod. 4, k, sein: 


l(n) = X, (ne), 4: (n) Ge ZX, (n) für (n, k, k,) = 1, 
4 (®) = 40) = 0 für (2,44) > 1. 


3) Handbuch, $ 125. 
4) Handbuch, S. 482, Z. 1 v. u. 
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Die beiden Charaktere y,(n) und 4,(n) sind verschieden”). Wäre nun 


+ AG) _ 5j + À) 
Û ee 
also nach (4) 
Q Pi ne . 


so folgte aus der für den Modul Z, 4, aufgeschriebenen Ungleichung 
(8) nach dem obigen ein Widerspruch. 

Diese Remaksche Bemerkung lehrt u. a, daf der Dirich- 
letsche Satz für alle Primzahlmoduln bis auf hôchstens einen un- 
mittelbar aus dem klassischen Beweisanfange folgt. Leider ist 
hiermit die etwaige Ausnahmeprimzahl nicht abgefangen und un- 
schädlich gemacht. 


$ 2. Modifizierte Ungleichung. 


Für das folgende ist es von ausschlaggebender Bedeutung, 
da ich den Remakschen Gedanken etwas abändere und statt 
der Ungleichung (3) die folgende verwende, die links nicht eine 
unbeschränkte, sondern die absolut feste Anzahl von 4 Charakteren 
enthält. Es sei ,(7) der Hauptcharakter mod. 4 k,, y,(n) der Cha- 
rakter Y,(n) 4,(n), der von y,(n), ÿ,(n) und y,(n) verschieden ist. Es 
werde für v = 0, s => 1 und für » — 1,2,3, s—0 


1,6 = + æ® 


n=1 ?* 


5) Denn ohne Beschränkung der Allgemeïnheit sei 4, =. Ich setze (k,,k,) 
— d, so daB d<%; und d/k, ist. Da X;(n) ceigentlicher Charakter mod. #; ist, 
gibt es ein »:, so daf 


Mm=Il (mod.d), (nm, k) = 1, X(n) Æ1 


ist. (Denn wäre für nr, = 1 (mod. d), (m:,k;) = 1 stets X{(m:) = 1, so wäre 
stets für n: = n3 (mod. d), (ne, k1) = 1, (m3, 1) = 1, wenn n, aus m = ns, (mod. K;) 
bestimmt wird, wegen (n,, k,) — 1 nebst », = 1 (mod. d) 


Xi) = Ans) Lin) = A (n3)) 
Alsdann wähle ich »n, so, daf 
Ms = M (mod. k:), 5 = 1 (mod. Xk:) 
ist (was wegen d/n, — 1 geht). Dann ist (n;, k k>) = 1, also 
us) = Mn) = Au) +1, 
dns) = ZLifns) = X2(1) = 1 Æ yi(n). 
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gesetzt. Dann ist für s>1 


: 2, (p") 2,4 (p") 
(7) L, (s) L, (s) L, (s) L, (s) — ni. e? m MP p,m mp _ 1, 
de © 607) = 4 im Falle (9) = (0) = 1, sonst aber 


= En sb). Aus (7) folgt offenbar, wenn (6), also (6) gilt, der 
Widerspruch so wie oben. 


$ 3 Hauptsatz. : 


Es sei —% eine negative Fundamentaldiskriminante, h(k) die 
Anzahl der Idealklassen des imaginär - quadratischen Kôrpers 
P(V-%). Bekanntlich weiB man nicht, ob k(k) mit k ins Unend- 
liche wächst; nicht einmal, ob es nur endlich viele imaginär-qua- 
dratische Kôrper mit der Klassenzahl 1 gibt (in denen also alle 
Ideale Hauptideale sind). Ich kann diese Fragen nicht beantworten, 
werde aber zum ersten Mal u. a. beweisen: 

Wenn die Gleichung h(k) = 1 unendlich viele Lüsungen hat, nämlich 


(8) OURS OR 
so gilt 
+9 19 = co, 
sogar von einer Stelle an 
AUDE ES À ses 


Allgemeiner: Wenn die Gleichung h(k) — m für irgend ein m 
unendlich viele Lüsungen (8) hat, so ist für jedes reelle © von einer 
Stelle v, = v,(m,o) an 
9) Ron = po. 

Noch allgemeiner: Wenn die Ungleichung h(k) < B— 8 für ir- 
gend ein à — 0 unendlich viele Lüsungen (8) hat, so gilt (9) von einer 
Stelle v, = v,(d, ©) an. 

Beim Beweise ($ 4—5) verwende ich aufer der Ungleichung 
(7) noch die folgenden beiden bekannten Tatsachen: 

Erstens die für 4 > 4 giltige Klassenzahlformel ?) 


* 6) Natürlich liegt eben eine Untergruppe vierter Ordnung der Gruppe der 
Charaktere mod. #4, 4, vor. 
7) Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, 4. Auf. [Braun- 
-schweig (Vieweg), 1894], S. 638. 
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| To 
BST, 

A | 

wo das Kroneckersche Symbol (=) ein eigentlicher reeller 


Nicht-Hauptcharakter y(n) mod. k ist; anders geschrieben: 


(10) RG) — de VAE) 


für das zugehôrige 


LG = S 22. 


Zweiïtens die bei jedem TN mod. g giltigen 
Abschätzungen ) 
(11) e IL(s)| <âlogg für sZ1, 
(12) IL'(s1<2log g für sZ 1. 


$ 4 Relation zwischen zwei Klassenzahlen. 
Ich beweise nunmehr die neue und.wichtige Ungleichung: 
Es seien —k, und —Kk, verschiedene negative Fundamentaldiskri- 
minanten. Es werde h(k,) = h,, h(k,) = h, gesetat. Dann ist 
h, h, e Lu 
VE log &, © VEbgh,  SlGE) 
Beweis: Ich darf mich auf #, — 4, k,=—4 beschränken, da 
z. B. für 4, — 3 oder 4 bereits 
Sn D de SR Le 
VE, log k,  2log°k, ” blog'(k,k,) 


(13) 


ist. 


Ich setze X,(n) se (=) X, (x) = (=) erkläre y,(n), x,(n), 
(0), 4(n), L,(s) wie in $ 2 und gehe von der Ungleichung (7) aus: 
(14) L, (s) Z,(s) Z, (s) L,(s) > 1 (s > 1). 

Hierin ist, wenn noch für s > 0 

A, (n) 


A6= 3 20, 40=S 


8) Vergl. S. 74—75 meiner Arbeit Über das Nichtverschwinden der Dirichlet- 
schen Reihen, welche komplexen Charakteren entsprechen Eten Annalen, 
Bd. LXX (1911), $. 69—78]. 


X, (x) 
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gesetzt wird, nach (10) 


(15) e = 41) 
und 
(16) de = 4, (1) 


ferner *) für s—1 


LA Le 
_Æ(»)\ ,k 
LO = I (1-2) 40 
und 
5 PE 
LG = I (1 35)0 


Nun ist für s > 1 und alle p/k,k, 
G- 2) n RQ <1+, 
DETQ D ? 
weil mindestens eine der beiden Zahlen X,(p), X,(») verschwindet. 


Aus (14) folgt also für s—1 (mit Rücksicht darauf, daf £(s), 
A,(s), 4, (s) und Z,(s) positiv sind) 


1< I i-+) II L+)0404020 


VILA 
1 
Q7) = (1-35) 0 404020 <10 404020): 
ferner ist nach (11) 
(18) L,(5) <8 log (1,7, 


nach (12) und (15) 


F7 Te AQ+ f° Pie rude 


VE, 


+ 2(s — 1) log* k.. 
Für 1—<s—<2 ist ferner 


(20)  £(s) = Du ct+f de Ces 


9) Handbuch, $. 482, Z. 1 v. u. 
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1 zh, ‘ 
Ich setze nun s — À POVE ge —= 5. Es ist 1<s,<2, 
weil nach (15) und (11) und mit Rücksicht auf log #, = log 7 = 8 


a < 3 log k, < 2 log* x, 
VE 
ist. Aus (19) folgt, da beide Glieder rechts gleich werden, 
(21) A, (5,) < #(8, — 1) log” k.. 
(17), (18), (20) und (21) ergeben 


L< . 4(s, — 1) log” 4, À, (s,) 8 log (4, k,) 
qe 
— 24 log‘ log (E A) A, (s, 
1 
RESTE EL) 
nunmebhr liefern (12), (16) und (22) 


ah, 3 a So 1 (3 
= 40 = 46) [AG 


(22) 


1 k 
7 DAlos' k log (4,4) —2(s,—1) log k, 
1 __sh log’k, : 
24log" 4, log (k,4,) VX, log'k? 
h, h 1 


—— + —— = ; 5 
VE, log’ %,  Vk, log’ k, 24x log” k, log” 4, log (4, k,) ? 


2 S/T OT 
womit (13) wegen log k, log 1, < (RENTE) Be log FA 


Pr = Sa<5 bewiesen ist. 


$ db. Beweis des Hauptsatzes. 
ô 
Æ | Ü 
Es sei 0 0, &, <k, < TA also log (k,k,) <k°. Dann folet 
aus (13) 
(23) LR nee 
; VE, log #4, BA VE log'k, . 


Es sei (für obiges 0) unendlich oft 


ds 
D) <FT", 


Kgl. Ges, d. Wiss, Nachrichten, Math.-phys. Klasse, 1918, Hoft 2. 20 


284 Edmund Landau, Über imaginär-quadratische Zahlkôrper usw. 


nämlich für die Zahlen (8). Dann ist für jedes etwa im Intervall 
Ô æ# 


ES 
9 LE, < - gelegene k, nach (23) 
ni ee Pen 
VA, log k, — Ba VE” log” yo \B log’ # } 
also für v = », 
PRE A EEE 
VE, log", 64% 6k? 
h, > _ Blog #,, 
folglich für v = », 
(24) ES < 
A 


Falls 4° <<, <H°° ist, gilt also wegen lim 2°: — 0 
& — CO 

für » Z v,(0,«) die Ungleichung (24); d. h. für » = v, (0, ) ist 

(9) po) — n° 


q. e. d. 


Über die Klassenzahl imaginär - quadratischer Zahl- 
kôrper. 


Von à 
Edmund Landau. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 29. November 1918. 


In meiner Abhandlung Über imaginür-quadratische Zahlkôrper 
mit gleicher Klassenzahl [diese Nachrichten, Jahrgang 1918, $S. 277— 
284] habe ich mit verhältnismäBig einfachen Mitteln bewiesen : 

Es gebe zu einem 0 0 unendlich viele negative Fundamental- 
diskriminanten 


y” KP 0 —..., 


so daff die Anzahl h(X%) der Idealklussen des Kôrpers x — P(V—Kk) 
für alle k — K° der Ungleichung : 


@) | h() <k 7° 
genügt; dann ist bei jedem © 1 für vZv, = v, (0, «) 
(8) Mégies È 


Andererseits war seit 5 Jahren bekannt: 
Unter der (für alle Fundamentaldiskriminanten # von einer 
Stelle an unbewiesenen!) Annahme, daff die Zetafunktion &,(s) des 


Kürpers x — P(V—%) keine Wurzel auf der reellen Strecke 4 <s <1 
a 


log k 
Æs<1 hat, wo a irgend eine absolute positive Konstante ist, hat (2) 
bei jedem 0 — 0 nur endlich viele Lüsungen; zu jedem a — 0 gibt es 


hat?) oder auch nur keine Wurzel auf der reellen Strecke 1 — 


1) Insbesondere also, wenn &,(s) in der Halbebene 6 => 4 nicht verschwindet 
(verallgemeinerte Riemannsche Vermutung). 


20* 


- 
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nämlich ein b = b(a) => 0, so daf für jedes k, bei dem £,(s) + O auf 


der Strecke 1—-<5s<1 is, 
log k 
(4) k(k) > db PRE 
log k (log log k)? 
ist. 
Dieser Wortlaut kommt zwar nicht in der Literatur vor, ist 
aber implizit in einer wichtigen Arbeit von Herrn Gronwall?) 
bewiesen worden. Denn erstens ist 


ù) 6, (5) eo) © re Gr È pe > 10), 


wo (x) der Charakter (55) mod. # ist; zweitens ist für k = 4 


10 = À S 20, 


LA 


2) Sur les séries de Dirichlet correspondant à des caractères complexes 
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXXV (1913), S. 145—159]. 
Ich mache allerdings darauf aufmerksam, daf Herr Gronwall zwar in den 
$$ 1—2 für jeden komplexen Charakter die Ungleichung 


OO 


4 (n) 
2, 


n—= 1 


ce 
log & (log log b)* 


mit absolut konstantem c >= 0 richtig bewiesen hat, aber in $ 3 die Ungleichung 
(7) meines Textes für reelle Charaktere irrtümlich auch mit & (statt 4) im letz- 
[en Exponenten ausspricht, als angeblich unmittelbare Folge der Beweismethode 
aus &$ 1—2. Tatsächlich hatte er in $ 2 von der Annahme, daB ÿ komplex ist, 
nicht nur bei dem in $ 1 fcestgestellten -Nichtvorhandensein reeller Wurzeln auf 


s=1— as Gebrauch gemacht (wofür ja bei reellem y das Postulat (6) eintritt), 


sondern auBerdem auf S.157, Z. 8 v. u. Immerhin führt sein Weg zu der oben 
angegebenen Abschätzung (7). Da er noch an einer zweiten Stelle, auf S. 156, 
Z. 2 v.u., die Annahme, daB y komplex ist, benutzt, ist. unerheblich; hier hat er 
übersehen, daB (mag y komplex oder reell sein) die /auf $. 156, Z. 6 v. u. bis 
$. 157, Z.2 v. o. durch tiefere Betrachtungen hergeleitete Abschätzung 


DEC )<e lo << z 
—— g k Vlog log X Lo 2} 
Fe end en 0 1 V ï ( 


sogar ohne À links, durch die primitivste Majorantenabschätzung 


Futpls-ratn<e 620 


unmittelbar folgt. 
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drittens hat Herr Gronwall à. a. O. gezeigt: Bei passender Wahl 
von b, = b,(a) 0 gilt bei jedem reellen Nicht-Hauptcharakter 
4(n) mod. % mit 


CO 
x (n) D D Da Le 
(6) “2 = US IUTISE Te 
die Abschätzung 2e 
CO 
(7) D 40) = = naaitg Pas ogg ct 
n=1 ? log 4 (log log k)° 


Herr Hecke teilte mir nun im vorigen Jahre folgenden 
schônen und kürzeren Beweis für (4) und zugleich für die schär- 
fere Behauptung mit: 

_. Es ist 

| 2 
(8) TO E 
wo a tirgend eine absolute positive Konstante ist, das betreffende 
£,(s) + 0 für 1 PEER Æs< 1 vorausgesetet wird und ein positives 
b, — b,(a) passend wählbar ist. 

Herr Hecke gestattet mir freundlichst, seinen Beweis dieses 
Satzes, den ich anwenden werde, einstweilen hier zu publizieren ; 
er selbst will auf die Beweismethode in pese ern Rahmen 
später zurückkommen. 

Beweis: Es ist erlaubt, alsbald 4 — 4 anzunehmen, so daf der 
Kôrper x genau zwei Einheiten enthält. Für jede Idealklasse 8 
werde 


1 
6(s; À) Be NE (s>1) 
gesetzt, so daf 
(9) &(s) = ZE (6: &)  (s>1) 


ist. Es bezeichne a ein festes Ideal der Klasse R''; «,, «, irgend 
pes Basis von a; Ax°+ Bxy+Cy" bedeute die quadratische Form 


. —— (a, 2 +a,y)(a x +, y) und ‘a+ B'xy + C'y* die reziproke 
Form. Dann ist bekanntlich®) 


3) Man pflegt (10) so zu beweisen. Durchläuft b die Klasse R, so durch- 
läuft ab alle durch a teilbaren Hauptideale; je zwei Zahlen £ +0 des Ideals a 
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VE 1 
. he TOGO = TS 
(10) + [7 2571 2 — n(Aa + Bay + ya g, 
+ 1 DS RTE PRIT ESS 
UE &,y 


wo «,y in >) alle ganzzahligen Wertepaare exkl. x = y = 0 
durchlaufen. (10) liefert die Fortsetzung von £(s; &) in der ganzen 
Ebene. 


Aus (10) folgt für reelle s, da alle Glieder in beiden 3 po- 
sitiv sind, 


entspricht ein solches Hauptideal; für s => 1 ist also 


PT 1 a 1 1 
AR EE À Ds +ag) (x) Z Aa + Bay + CÿY? 


T's) 


VE .R = 5" 
11) Fe) ER) À (z (Az? + Bay + Cy°)} 


CO 
= > e— TA + Bxy + CP) 2 5-1 qe 
X,YY0 


=f" Xe End + Bey + Ou = (4 [°° 
0 DIRE N 1 0 


4 Fe. ag} E 4 EE, fees 
HRAVE ax (it 25 LH CR D &) = Far (8 Fa 


Wegen 


= Se L A (a, &) = A 


ist nach einer klassischen Thota formel für 20 


/ 0 12 JL 
14 ser A+ Bay + Oÿ)e (+5 > (d'a + Bay + 0?) «) 
&,y 
also 

14 fes Se #48 + Bay + C2, 

{ 0 Ty 


l 
1 — x (A? + Bay + C'y?) — 
1 + f #3 Se MT 
t D, y 

2 ÿ 1 mn Ze — nm (4 + Bay + Ce 


En 
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VEY es 
(11) FO: 
für die Hauptklasse R, speziell schärfer, da a — 0 und hierzu 
«, — 1 gewählt werden kann, also die Form A+ Bxy+ Cy 
für &æ = 1, y — 0 die Zahl darstellt, 
6 


(12) 2) roces: brel ét We de. 


Durch Addition der Ungleichung (12) und der h(k)—1 auf die 
übrigen Klassen bezüglichen Ungleichungen (11) entsteht nach (9) 


27 
LE T'(s) 6, (5) > — 0, 5 + fee es 


Ist also £,(s) für ein bestimmtes s, der Strecke 0  s < 1 negativ, 
so folgt 


CO Fr < 
1® > (8) f AT UE da; 
1 


hierin ist 


Le CO sa tel (Se SRMERE a 
a (V)" [ ART M Les (vE)* [ aim rie 
1 1 
wo a, (desgl. nachher a,, a, ...) eine absolute positive Konstante 
1 8 P 
bezeichnet; also ist 
S 


(13) er ET 
Wenn nun 6,(s) für 1— TE £< s<1 nicht verschwindet, wo ohne 


Beschränkung der Allgemeinheit 0<a—<dlog7 sei, so setze ich 
el Le dann ist €,(s,) negativ, da 6,(s) beim Durchgang 


durch den Pol erster Ordnung s — 1 sein Vorzeichen wechselt, 
also nach (13) 
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a | 
1b=aft- Ter PAU 
4 43 VE 
(1 a 2 2 

- or) Ter . 0% log k ? 
womit (8) bewiesen ist. 

Soweit Herrn Heckes Mitteilung. = 

Unter Benutzung dieses Heckeschen Satzes, zweier Gedanken 
von Hetrn Gronwall*) und des Ansatzes meiner oben genannten 
Abhandlung werde ich nun beweisen: 

Es gibt zu jedem © > 1 ein c = c(œ) > 0 mit folgender Eïgen- 
schaft: Wenn unendlich viele negative Fundamentaldiskriminanten 
(1) mit 


(14) h(#) < c ; 


vorhanden sind, so ist für alle v=1 
(3) ARE À Ciel 
Vorbemerkungen: 1) Dies enthält natürlich meinen Anfangs 
zitierten Satz. Denn wenn (2) bei einem 0 0 für die 4 = k° 
gilt, schliefe ich so: Bei gegebenem © = 1 ist », — »,(d,œ) so 
wählbar, da8 für » =», 
1 (”) 
M? 
k < € (&) log 


ist; für v = », ist also 


PO) 
log 4° ? 
also nach dem neuen Satz (3) für » = », erfüllt. 

2) Der neue Satz besagt für jedes 1: Wenn —# alle 
negativen Fundamentaldiskriminanten mit etwaiger Ausnahme einer 
gewissen Folge (die ich aber nicht angeben kann!), welche (3) er- 
füllt, durchläuft, ist 


lim inf (r @: cie —0. 
k— co log k 
8) Aus der Ungleichung (13) meiner vorigen Arbeït 
h() __h@) 1 
VE, log* k, Vi log, log” #, RE log” (4, k,) 


4) Ich meine die Formel (18) meines Textes und den Nachweis seines $ 8, 
daB L(s, x) — kurz gesagt — nicht zwei reelle Wurzeln allzu nahe an 1 haben kann. 


h(4®) < CCE 


(15) 
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(wo —k, und —%#, verschiedene Fundamentaldiskriminanten sind) 
hätte ich nur das entsprechende Ergebnis bei der Relation 


(statt (14)) ableiten kônnen. Dies Ergebnis bei (16) kommt aus 
(15) so heraus: Für k, <k,Z<K? wäre nach (15), wenn 


UE RP 
RO < Go +1 Dog A ") < 16 +1ÿ og A 
wäre, 

1 ( 1 ESA à }> 1 «2 À 1 
10(œ +1) \ log” 4, F log” k, blog” (4)  B(o+1) log°#, ’ 
also ; 

se 2 9 + 1 a 
10 (+1) log#, — 5(o+1) log,’ 
és : à. ÿ $ me: 2 1 : 
während beide Seiten gleich sind. Für ç — 10€ +1ÿ ist also 
die Strecke 4° <4k<K"" frei von einer Lôüsung von (16); also 
gilt (3). 


Beweis: Es sei 7(x) ein eigentlicher reeller Nicht-Haupt- 
charakter mod. #, 


L(s) — 5 x 4) (s>0). 


Nach der bekannten°) Weierstrafischen Produktzerlegung 


as s 
spa. 2 s+a FAN 
= (| rio = 4#nf 2 
(wo a — 0 im Falle 7(—1) = 1, a = 1 im Falle 3(—1) = —-1 


und À, B von k, 4 abhängige Konstanten sind, während © die. 
nicht der Halbgeraden s < 0 angehôrigen Wurzeln von L(s) durch- 
läuft), ist . 

L’ k 1 lI'fs+a i' 1 
TO -B+ples te pl) arr) 
wo die Reïhe rechts absolut konvergiert. Zufolge der Funktional- 

gleichung ‘) 


— 5) Handbuch, $. 506, Z. 10. 
6) Handbuch, $S. 497, Z. 12. 


292 Edmund Landau, 


also, s — 1 eingesetzt, 
1 1 
Br +2) = — B, 
> ho re 


folglich, wenn die 9 nach absolut wachsender Ordinate geordnet 
werden (weil 1—o dieselben Zahlen in entsprechender Anordnung 
durchläuft), 


: l 1 
BEBE EP Er 0) 
CAS ASE Tes 
L 
B+>—=—=.0, 
e © k 
L’ 1 RS OEUINTS à 1 
Lo = ste rte) 2 
e 
Für reelle s ist also, e — B+yi gesetzt, wenn in der letzten 
Gleichung der reelle Teil genommen wird, 
TL’ EME k LS HR sS—pB 
UD T6 = SL lsi+s F{ : ]-> Bee 


Aus (17) folet zunächst für 1<s—<2, da jedes Glied der 
letzten Summe positiv ist, 


L' 1 1 1 I'fs+a 1 
TO <zlgk-slgr+. il 9 ]< 08 #+a, 
(13) < 4, log k. 


Nan sei y(n) ein uneigentlicher reeller Nicht-Hauptcharakter 
mod. 4 Dann gilt in den Bezeichnungen von S. 482-483 des 
Handbuchs (X(n) der zugehôrige eigentliche Charakter mod. XK, 


CO n OQ X 
6,9 = > 40, 16x = ÿ 20 
an] n = 1 n 
z X(p)logp !L; 
DS Ne I PR ET CR 
D ( 4) FT p—X(p) L, (s, ) 
also für 1<s—<2 nach (18) 
(6,9 < 2 LEP +a,log KE Z log p + a, log À 
pk P— FT ARE 


(19) — log [I » + a, log k < log + a, log k. 
; pl 
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Aus (18) und (19) folgt für jeden reellen Nicht-Hauptcharakter 
mod. # und 1<s<2 


(20) = (<a log 


Jetzt seien x, und x, verschiedene negative Fundamental- 
diskriminanten, und es môügen 4,(#), 4,(n), x,(n), %:(#), L(s), L,(s), 
L, (s), L,(s), À,(s), A,(s) die Bedeutung aus $ 4 meiner verigen Ar- 
beit haben. Für s => 1 ist 


L' ! ! 4 
ED) -FO-TO-TO-É0 = EE 5 24 > 0, 


weil v 42”) = 4 im Falle a") = 12") = 1, sonst = 0 
. ist. Hicrin ist für 1<s<2 nach (20) 
En : (s) <a, log (&, k,), 
ferner 


RER ES | logn 0 1 
» pe L, (s) Fe me p°— 1 Free re LR +4; 


daher ist nach (21) 


L, 1 
(22) ee ROM Er o 2) Sat ri + a,+ a, log (4, LA Msn à _ + a, log (k, k,). 


. 
A; L Æ,(p)log p 
(SN No 
OS A en te) 
folgt 
A} L, L; 
—(s) <= = (s) + log p = ——(s) + log (4, k,); 
PAS nr 8P=T, (6)+le (A); 
ebenso ist 
4, L, 
2,9) in + log (4, k,). 
Daraus folgt nach (22) 
A, A, 1 
AUS ESS Te RER MER) 


(28) = - 


h,). 


Nun wende ich (17) auf 4,(s) und 4,(s) an. Es sei, wenn 
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überhaupt sowohl 4,(s) als auch 4,(s) eine positive Wurzel hat, 
®, bezw. 9, die grôBte Wurzel von A,(s) bezw. 4,(s). Dann ist 
nach (17) für 1<s<2, wegen 


s—$p 1 


2 = +7 — 59, 
1 A} 1 k, 1 I'fs+a à 
Sortir ane +5 “| ) )< A, (s)+ a, log k,, 
ebenso 
L A, 
ns nr BC A Ce k, 
also nach (23) 
1 1 1 
s—#, HS nr te LPS ne 


10 


Ich setze Min. (8,,9,) — ®; dann ist 
2 1 
(24) TS Ca ee + C2 log (k, k,). 
Hierin werde für s der Wert 
| 1 


Tag) 


eingesetzt; wegen a, > a, > 2 ist 1 <5, 2. (24) ergibt 


10 1 a 


2 1 1 1 

3 alog(,k) 2 a,log(k,k,) 
ms 1 #5 de 

a 6 do log (k, k,) +; log (CA k) ; 


1-9 = (5—-9)—-(s—-1) > — 


In jedem Falle hat also (wregen 1—- 0 auf 
ed Co ei : 
sZ=1 Le (5) mindestens eine der beiden Funktionen 4, (5) 
und 4,(s) keine Wurzel. 
Es sei nun © — 1 gegeben und #4, <k,Æ<Æ?. Dann hat ent- 
weder A,(s), also nach (5) die zu P(V—X,) gehôrige Zetafunktion 


Eu (s) = E(s) (9) h 
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SP DS MER sn cu 
og (4, k , ire (œ + 1) log 4, ? 
A, (s), also die zu P(V—K,) gehôrige Zetafunktion 6,,(s) hat keine 


a; a; 
Wurzel auf sZ= 1— Te) ar Nach dem 


: a, 
Heckeschen Satz ist also, c(œ) — o, (tu 


keine Wurzel auf s = 1 — oder 


) gesetzt, mindestens 
eine der beiden Relationen 

Vr, 

log k, 


A (8) = 0(0) . ACL 


erfüllt. - Wenn also für 4 = &°, » — 1,2, ... 


h(k) < c(o) _. 


ist, so ist auf der Strecke 4° = & = K°° 


1 > (0): 
d. b. es ist für alle v = 1 
(3) ESS ia 
d: ed 


Über den atomistischen Aufbau nichtmetallischer 
Mischkristalle. 


Von 


G. Tammann. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 29. November 1918. 


Scharfe Einwirkungsgrenzen in Mischkristallreihen schliefen 
einerseits merkliche Diffusion bei der Einwirkungstemperatur aus, 
andererseits deuten sie auf die normale Atomverteilung im Raum- 
gitter, die nur im Temperaturgebiete lebhafter Diffusion sich her- 
stellen kann. - 

In der Schmelze eines binären Mischkristalles sind im Ver- 
gleich zum Mischkristall mit normaler Verteilung beider Atom- 
arten die Atome in doppelter Weise ungeordnet. Erstens schwingen 
sie nicht um Punkte, deren Raumkoordinaten unter einander durch 
ein Gesetz verknüpft sind, und zweitens sind die beiden Atom- 
arten regellos verteilt. Auch wenn bei der Kristallisation einer 
solchen Schmelze keine Aenderung der Zusammensetzung, wie 
im Maximum oder Minimum ïhrer Schmelzkurve, auftritt, so 
werden bei der Kristallisation die Atome oder Moleküle nur in 
regelloser Weise die Punkte des Raumgitters besetzen künnen, 
die normale Verteilung wird sich im ersten Momente nicht 
berstellen künnen. Hierzu ist die Wirkung des Kraftfeldes im 
Raumgitter des Kristalls notwendig, welches die Moleküle auf 
die der normalen Verteilung entsprechenden Gitterplätze treibt. 
Je lebhafter die Diffusion in der Nähe der Schmelztemperatur 
ist, um so schneller wird die Verteilung sich der normalen 
Verteilang nähern, und um so stärker wird die wirkliche Ver- 
teilung um die normale schwanken. Mit sinkender Temperatur 
nimmt die Häufigkeit des Platzwechsels beider Atom- oder Mole- 
külarten im Gitter ab und mit ihr die Schwankungen um die nor- 


Über den atomistischen Aufbau nichtmetallischer Mischkristalle. 297 


male Verteilung, bis sie schliefilich unmerklich werden und die 
normale Verteilung in fast fehlerloser Weise besteht. 

Wenn bei der Einwirkungstemperatur eines Agens, das nur 
auf eine Komponente der Mischkristallreihe wirkt, Diffusion in den 
Mischkristallen besteht, so werden die inaktiven Atome die aktiven 
wegen des beständigen Platzwechsels im Gritter nicht schützen 
kôünnen, und scharfe Einwirkungsgrenzen kônnen dann nicht auf- 
treten. Solche Einwirkungsgrenzen kônnen nur bei fehlender Dif- 
fusion und der normalen Verteilung beider Atomarten bestehen. 
Die Diffusion bei hôherer Temperatur führt zur normalen Vertei- 
lung und damit auch zu scharfen Enwirkungsgrenzen bei tieferen 
Temperaturen. Wenn aber die Mischkristallbildung in einem Tem- 
peraturbereich fehlender Diffusion sich vollzogen hat, so wird die 
Molekularverteilung eine regellose sein und die Folge hiervon ist 
das Fehlen von Einwirkungsgrenzen. 

Aufer der normalen und der regellosen Verteilung, welche 
die Symmetrie der vektoriellen Eigenschaften eines Mischkristalls 
nicht stôren, sind noch Verteilungen môglich, durch die diese Sym- 
metrie verringert wird. Solche Verteilungen würden eine anomale 
Doppelbrechung regulärer Kristalle bedingen. Es wäre aber auch 
môglich, da in den bekannten Kristallen mit anomaler Doppel- 
brechung die Verteilung sich von der regellosen nicht wesentlich 
unterscheide, indem in der Hauptmasse die Verteilung eine regel- 
lose ist, aber von geordneten Anhäufungen (Fäden oder Schlieren) 
durchzogen wird !). 

Das Auftreten scharfer Einwirkungsgrenzen gestattet bei feh- 
lender anormaler Doppelbrechung die normale Verteilung von der 
regellosen zu unterscheiden. 

Hiervon wird im Folgenden Gebrauch gemacht werden, um 
eine Vorstellung von der Molekülverteilung in nicht metallischen 
Mischkristallen zu gewinnen. Dabei ist das Diffusionsvermügen 
der beiden Mischkristallkomponenten nicht aus dem Auge zu lassen, 
da Schlüsse aus dem Fehlen von Einwirkungsgrenzen nur dann 
zulässig sind, wenn die Diffusion verschwindend gering ist. Vor 
allem ist wohl zu zeigen, daB auch in salzartigen Mischkristallen, 
äbhnlich wie in metallischen, unter Umständen scharfe Einwirkungs- 
grenzen auftreten Kkônnen, wenn nämlich die Mischkristalle aus 
ïhren Schmelzen hergestellt und hinreichend lange getempert sind. 
Nach Erledigung dieses Nachweises wird auf das Diffusionsver- 
môügen von Mischkristallkomponenten bei gewôhnlichen Tempera- 


1) Nachrichten d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Güttingen 1917. S. 226. 
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turen einzugehen sein. Hieran werden sich Bemerkungen schliefen 
über die Lôslichkeitskurven von Mischkristallreihen und die Mo- 
lekulargewichtsbestimmung auf Grund der Verteilung eines fremden 
Stoffes zwischen Kristallen und ïhrer gesättigten Lüsung. Zum 
Scbluf wird zu zeigen gesucht, daf bei der Kristallisation eines 
Mischkristalles aus seiner Schmelze und einer Lüôsung bei viel 
tieferer Temperatur sich Raumgitterisomeren bilden kônnen. 


I. Die Extraktionslinie der Ag CI-NaCI-Mischkristalle. 

NaCI und AgOl sind im flüssigen und im Kristallzustande in 
allen Verhältnissen mit einander mischbar!). Da das AgCIl schwer 
lôslich, das NaCI leicht lôslich ist, so werden die NaCl-reichen 
Mischkristalle alles NaCl an Wasser abgeben, die AgCl-reichen 
aber nicht merkliche Mengen. Die Frage, ob die Extraktionslinie 
der NaCI-AgCl-Mischkristallreihe der der Au-Cu- Mischkristall- 
reihe ähnlichist, wurde von Herrn Dr. K. W. Schmidt?) näher unter- 
sucht. 

Die Wassermenge, mit der die Mischkristalle bei 10—15° be- 
handelt wurden, betrug etwa 50 gr auf 1 gr des Mischkristalls, es 
entstand also immer eine sehr verdünnte Lüsung von NaCI. Nach 
wenigen Stunden ist die Einwirkung des Wassers auf das Pulver 
der Mischkristalle (0.05 bis 0.2mm Korndurchmesser) praktisch 
beendigt, die endgiltige Bestimmung des abgegebenen NaC1l durch 
Titration wurde aber erst nach einer Einwirkungsdauer von 120 
bis 300 Stunden vorgenommen. Von erheblichem Einfluf auf die 
Resultate ist die Geschwindigkéit der Kristallisation der Misch- 
kristalle aus ihren Schmelzen und die Zeit, während der die Misch- 
kristalle auf Temperaturen 20—50° unterhalb der des Endes ihrer 
Kristallisation erhitzt werden. 

In Fig. 1 sind die Hauptresultate dargestellt. Die Zusammen- 
setzung der Mischkristalle ist in Molenbrüchen AgCl auf der Ab- 
szisse angegeben, und die bei der Einwirkung des Wassers auf die 
Na CI-AgCl-Mischkristalle in Lôsung gehenden NaCI-Mengen sind 
in Bruchteilen, «, der ursprünglich vorhandenen NaCl-Menge ange- 
geben. Die liegenden Kreuze beziehen sich auf Mischkristalle, deren 
Schmelzen bei ihrer Abkühlung während einer halben Stunde das 
Kristallisationsintervall durchschritten hatten und darauf noch 8 
Stunden getempert waren. . Die Punkte beziehen sich auf Misch- 


1) Sandonini, Rendiconti d. R. Acad. dei Lincei, Vol. 20,1 (1911) S. 758. 
2) K. W. Schmidt, Dissertation Gôttingen 1917. 
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kristalle, deren Kristallisation zwei Stunden gedauert hatte, und 
die darauf noch 58 Stunden getempert waren. 


Mot AgC1 


x 
x € 


RSR te mere 


Ka) 
© 
Se 


a F—— 
© 
©? 


OO G:3 a,4# Q. 


19 Mol AgCL 
Fig. 1. 


Durch Verlangsamung des Kristallisationsvorganges und Ver- 
längerung der Temperzeit werden die Mischkristalle homogener 
und die normale Atomverteilung stellt sich mit der Zeit genauer 
her. Dadurch werden die relativen gelôsten NaCl-Mengen, die «- 
Werte, unter 0.625 Mol grôBer und über 0.75 Mol AgCl kleiner. 
Die beiden scharfen Knicke der zweimal gebrochenen Linie, um 
die die stehenden Kreuze regellos verteilt sind, liegen bei 0.95 — 
und bei 0.625 — 5 Mol Ag CI. / 

Die Mischkristalle von 1 bis £ Mol Ag CI geben an Wasser 
keine merklichen Mengen von NaCIl ab, die von 9, — 0.7b bis 
9; = 0.625 Mol AgCI geben einen Teil ihres NaCI ab, und zwar 
wächst die abgegebene Menge dividiert durch die  ursprüngliche 
proportional dem zunehmenden Molenbruch des NaCI bis 0.625 Mol 
AgCI oder 0.375 Mol NaCI, von hier an geben die Mischkristalle 
ihr gesamtes NaCIl an das Wasser ab. 

Diese Resultate sind ganz ähnlich den bei der Extraktion der 
Au-Ag- oder Au-Cu-Mischkristalle mit kochender Salpetersäure !). 


1) Nachrichten d. Kônigl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen 1914. S. 334. 
Kgl. Ges. d. Wiss Nachrichten. Math.-phye. Klasso. 1918. Hoft 2. 21 
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Die Grenzen g, und 9, sind aber bei diesen Mischkristallreihen an- 
dere, sie liegen bei #4 und % Mol Au. 

Zur Deutung dieser Resultate müssen wir uns eine Vorstel- 
lung von der Verteilung der drei Atomarten: CI, Na und Ag, im 
Raumgitter machen. Nach W.L.Bragg ‘) besetzen im Na CI-Kristall 
die Na- und CI-Atome die Punkte eines Gitters mit dem Parameter . 
a — 445><10 "cm, dessen Gitterelement ein Würfel von der 
Seitenlänge a mit Atomen an den Würfelecken ist. Dieses Gitter 
wollen wir ein 8-Punktgitter nennen und es abgekürzt als (8-Pg)a 
bezeichnen, indem wir den Gitterparameter als Index zu seiner 
abgekürzten Bezeichnung schreiben. Die Verteilung der Na-u. CI- 
Atome in diesem Gitter gibt Fig. 2 wieder, die weifen Kreise 


P=# 
Fig 2 


sind Na-Atome, die schwarzen Cl-Atome. Die Cl-Atome besetzen 
also die Punkte eines Gitters, dessen Elementarwürfel mit der 
Seitenlänge 2a Atome an seinen Ecken und Seitenmitten hat. Da 


1) Zeitschr. £. anorg. Chem. 90 S. 248. 1915. 
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in diesem Gitterbereich 14 Atome vorkommen, so wird diese Gitter- 
art als (14-Pgh, bezeichnet werden. Dasselbe gilt für die Na- 
Atome. Die beiden ineinander gestellten (14-Pgh, bilden ein 
(8-Pgh. Da AgCl und Na CI eine lückenlose Mischkristallreihe 
bilden, so wird bis auf eine geringfügige Abweichung im Gitter- 
parameter dasselbe Modell auch für einen Ag CI-Kristall gelten. 
Die NaCl-AgCl-Mischkristalle darf man sich aus den Na CI-Kri- 
stallen durch Ersatz der Na-Atome durch Ag-Atome oder aus 
AgCl-Kristallen durch Ersatz der Ag-Atome entstanden denken. 

Es sind für die Molenbrüche p — AgCI die normalen Ver- 
teilungen der drei Atomarten anzugeben. Zu diesem Zweck ist 
beim Ersatz der Ag-Atome des (14 Pg), so zu verfahren wie bei 
der Herstellung der normalen Verteilungen zweier Atomarten im 
(14 Pg). Wendet man diese Regel zur Herstellung der uns inter- 
essierenden normalen Verteilungen p = $ und 5 Mol AgCl an, so 
hat man, um die normale Verteilang für p — $ zu erhalten, im 
(14-Pg)x, das nur mit Ag-Atomen besetzt ist, 1 der Ag-Atome 


21% 
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durch Na-Atome zu ersetzen. Da ein (14 Pg):, aus vier (8-Pg) 
besteht, die so ineinander gestellt sind, daf die Punkte von drei. 
(8-Pg)x in die Seitenmitten des vierten fallen, so hat man in einem 
dieser (8-Pg)x die Ag- durch Na-Atome zu ersetzen. (Fig. 3). 

Die Gruppen der Geraden gleicher Besetzung in den Rich- 
tungen der Würfelkanten G, der Kürperdiagonalen G; und der 
Diagonalen der Würfelebenen G, sind: 

G, G, Gi 
(Na, CI), 3(AgC1 (Na, CI), 3 (Ag CI (Ag Na), (Ag), 2(CD). 

Die Grenze g,, bis zu der das Wasser ohne merkliche Ein- 
wirkung auf die Mischkristalle ist, ergibt sich aus den normalen 
Verteïlungen in Übereinstimmung mit der Erfahrung zu p — $ 
AgCI, denn dieser Mischkristall ist der Ag-ärmste, in dem eine 
hinreichende Anzahl von nur mit Ag- und Cl-Atomen besetzten 
Netzebenen, die vor der Einwirkung des Wassers schützen, auftreten. 
In diesem Mischkristell sind nämlich abwechselnde Netzebenen 
parallel den Würfel-, den Oktaeder- und den Rhombendodekaeder- 
ebenen nur mit Ag- und Cl-Atomen besetzt. Daher ist gerade 
dieser Mischkristall der erste in der Reihe mit wachsendem Ag- 
Gehalt, auf dem Wasser nur sehr oberflächlich einwirken kann, 
nämlich nur dann, wenn an seiner Oberfläche die Na-Atome ent- 
haltenden Netzebenen sich befinden. Sind aber diese wenigen Na- 
und Cl-Atome entfernt, so finden sich auf den folgenden Netzebenen 
nur Ag- und Cl-Atome und die Einwirkung einer gesättigten Ag- 
Cl-Lüsung karn nicht tiefer inden Mischkristall dringen. 

In den Mischkristallen mit mehr als £ Mol AgC1 bleiben die 
mit Ag- u. Cl-Atomen besetzten Netzebenen bestehen, auf den mit 
Na-Atomen nimmt die Zahl der Ag-Atome zu, daher werden die 
Mischkristalle mit mehr als $ Mol Ag CI erst recht von einer ge- 
sättigten AgCl-Lôüsung nicht angegriffen. 

Da in den Mischkristallen mit mehr als $ Mol AgCI die ir 
Gitter mit $ AgCI nur mit Ag- u. Cl-Atomen,besetzten Würfel., 
Oktaeder- und Rhombendodekaederebenen erhalten bleiben, kann 
man einsehen, wenn man bedenkt, daf aus der normalen Vertei- 
lung p — $ Mol AgCI durch Ersatz von Na- durch Ag-Atome alle 
Ag-reicheren normalen Verteilungen für p — DE hergestellt werden 
kônnen, und zwar kann # eine beliebig grofe ganze Zahl sein. 

Wenn die Oberfläche nicht aus den genannten Kristallebenen 
besteht, sondern aus anderen Kristallebenen oder aus ungelmäkigen 
Bruchflächen, so mügen Teile abgetragen werden, bis sich die ge- 
nannten Kristallebenen herstellen. Die hierbei in Lôsung gehende 
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NaCI-Menge wird aber ebenfalls noch nicht nachweïsbar sein, da 
es sich nur um Teïile weniger Atomschichten handeln kann. Zu 
den Extraktionsversuchen wurde nicht eine gesättigte AgCI-Lôsung 
genommen; sondern destilliertes Wasser, es hatten sich also Schichten 
mit Ag- und Cl-Atomen gelôst, bis die Einwirkung des Wassers 
nach Bildung der gesättigten Lüsung aufhôrte. Bei der Schwer- 
lôslichkeit des AgCl werden sich aber die NaCl-Mengen die in 
eine gesättigte AgCI-Lôsung und in reines Wasser gehen nur sehr 
wenig unterscheiden. ë 
Um die normale Verteilung für p = 5 AgCI zu erhalten, ist 
zu berücksichtigen, daB das (14 Pg) der Ag-Atome aus acht in 
einandergestellten (14 P#)4 besteht. Die Gitterpunkte von vier 
dieser (14 Pa besetzen auf den Netzebenen der Würfelebenen 
abwechselnde Seïitendiagonalen, die sich auf einander folgenden 
= Würfelebenen kreuzen. Werden diese vier (14Pg)4 mit Ag- und 
die anderen vier mit Na-Atomen besetzt, so entsteht die normale 
Verteilung für p—# AgCL Aus dieser kann die für p —5 AgCI 
abgeleitet werden, indem man je ein Viertel der Na-Atome jedes 
der vier (14 Pg)« durch Ag-Atome ersetzt. Diese besetzen je ein 
(8-Pga der vier (8-Pga eines (14 Pg)a. Dadurch wird auf den 
Seitendiagonalen der Würfelnetzebenen, die in p —# abwechselnd 
besetzt waren, jedes vierte Atom ein Na-Atom, und auf den, die 
nur mit Na-Atomen besetzt waren jedes vierte ein Ag-Atom. Die 
Gruppen der Geraden gleicher Besetzung sind: 
1 G, 
(AgCI), 3 (NaCI Ag CI) (Ag CD), 3 (Na CI Ag CI 


3 
(AgCID), (NaCI AgCD), (NaCI AgCI AgCI AgCI), (AgCI, NaCI, NaCI, 
NaOT. 

Der Mischkristall mit 5 Mol AgCl ist der AgCl-reichste, dem 
alles NaCI durch Wasser entzogen wird. Von diesem Vorgange kann 
man sich bei bekannter Verteilung der Atome im Gritter folgende 
Vorstellung machen. Auf den Netzebenen der Würfelebenen werden 
die drei aufeinanderfolgenden NaCl-Moleküle fortgenommen, wo- 
durch jedes vierte Molekül, ein AgCl-Molekül, aus dem Gitterver- 
bande scheidet, ihm folgen dann die Ag-Atome der nur mit Ag- 
Atomen besetzten Seitendiagonalen mit ihren Cl-Atomen. Dasselbe 
wiederholt sich auf den zweiten Netzebenen usw. 

Es sind also gerade drei aufeinander folgende NaCI-Moleküle, 
deren Entfernung den Verband der Atome einer Würfelebene zer- 
stôrt, wodurch der vollständige Abbau des Gitters nach diesen 
Ebenen ermôglicht wird. Wenn die Zahl der NaCI-Moleküle auf 
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den Netzebenen kleiner wird, so wird dadurch ein teilweiser Schutz 
durch Erhaltung eines Teils der Netzebenen mit AgCl-Molekülen 
auf die NaCI-Moleküle der folgenden Netzebenen ausgeübt. Diese 
Schutzwirkung wächst bis $ Mol AgCI, bis es hier auf abwech- 
selsden Netzebenen keine NaCI-Moleküle mehr gibt, wodurch die 
Schutzwirkung eine vollständige wird. 

Auf den Netzebenen parallel den Oktaederebenen ist die Atom- 
verteilung folgende: Auf einer Netzebene sind abwechselnde Ge- 
rade parallel den Oktaederkanten (Seitendiagonalen der Würfel- 
ebenen) nur mit‘AgCI und NaC1l und die zwischen liegenden ab- 
abwechselnd mit AgCI1 und NaCl besetzt, auf der folgenden Netz- 
ebene sind diese Geraden abwechselnd mit 3 NaClu. 1 AgCIl und 
die zwischenliegenden mit 3 AgCl u. 1 NaCI besetzt, Auch die 
Oktaederebenen der ersten Besetzung künnen der Einwirkung des 
Wassers offenbar nicht standhalten. 

Die Besetzung der Netzebenen parallel den Ebenen des Rhom- 
bendodekaeders ist folgende: Auf den ersten und dritten Netz- 
ebenen sind die Seitendiagonalen der Rhomben- oder der Würfel- 
ebenen abwechselnd nur mit AgCI und die zwischenliegenden mit 
je 3 NaCI u. 1 AgCl besetzt, auf der zweiten Netzebene sind alle 
jene Geraden abwechselnd und auf der vierten sind sie mit 3 AgCI 
u. 1 NaCI besetzt. Auch diese Arten der Verteilung beider Mo- 
lekülarten kônnen der Eimwirkung des Wassers offenbar nicht 
standhalten. 


IL. Die Diffusion in Mischkristallen. 

Vergleicht man die Diffusionsgeschwindigkeit in ‘metallischen 
Mischkristallen mit der in nichtmetallischen, so ergibt sich ein auf- 
fallender Unterschied. In der Nähe des Schmelzpunktes verläuft 
die Diffusion in den Metallen sehr viel schneller als in nicht me-_ 
. tallischen Kristallen, und sie beginnt bei den Metallen in viel wei- 
teren Abständen vom Schmelzpunkt merklich zu werden als in 
nichtmetallischen Kristallen. | 

Diese Erfahrung stützt sich zur Zeit allerdings nicht auf quan- 
titative Bestimmungen des Diffusionskoeffizienten, sondern auf Er- 
scheinungen, aus denen sich nur Vorstellungen über die Diffusions 
geschwindigkeit ableiten lassen. 

Quantitative Bestimmungen des Diffusionskoeffizienten liegen 
für Au im Pb zwischen 1002 und 370° von Roberts Austen!) vor, 
da aber in kristallinischem Pb Au sich nur sehr wenig lôüst, so 


1) Proc. Roy. Soc. of London 59, S. 285. 1896. 
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geben diese Bestimmungen kein richtiges Bild von den wahren 
Werten der D.K. und ihrer Abbängigkeit von der Temperatur!). 

Erschemungen, aus denen man eine Vorstellung über die Dif- 
fusionsgeschwindigkeit in kristallinischen Kôrpern ableiten kann, 
sind folgende: 

1) Die Geschwindigkeït der Homogenisierung yon geschichteten 
Mischkristallen, die in metallischen Schichtkristallen relativ leicht 
zu verfolgen ist. Nach der Kristallisation sind die Kerne der 
Kristalliten reicher an dem Bestandteil, durch dessen Zusatz die 
Gleichgewichtstemperatur erhôht wird, was nach geeignetem Aetzen 
des Schliffes deutlich zu Tage tritt. Durch einstündiges Erhitzen 
auf eine Temperatur in der Nähe der des Endes der Kristallisation 


yerschwinmden diese Konzentrationsdifferenzen im Laufe von Stunden 


und zwar um so schneller, je hôher erhitzt wurde. 

7 2) Mischkristalle, deren Gehalt am inaktiven Bestandteil grôBer 
ist als der der Resistenzgrenze, geben bei hôheren Temperaturen 
den aktiven Bestandteil infolge von Diffusion ab, und zwar um 
so schneller, je hôher die Temperatur ist. 

3) Preft man Kristallpulver zweier isomorpher Stoffe, von denen 
der eine gefärbt, der andere ungefärbt ist, aufeinander, so kônnen 
aus den Ânderungen der Färbung an den ursprünglich scharfen 
Grenzen beider Kôürper die Diffusionsgeschwindigkeiten verschiedener 
Stoffpaare miteinander verglichen werden. 

4) Beï elektrolytisch leitenden kristallinischen Kôrpern mit 
das Leïitvermügen bei gleichen Spannungsgefällen die bei diesem 
ProzeB in Betracht kommende Beweglichkeit der Jonen. Merk- 
liches elektrolytisches Leitvermôügen kann als ein Hinweis auf be- 
ginnende Diffusion betrachtet werden. Mit steigender Temperatur 
wächst dieses Leitvermügen von verschwindenden zu recht erheb- 
lichen Werten bei den Schmelzpunkten an. 

Nach G. v. Hevesy?) diffundiert aus PbCk, daB aus der L6- 
sang seines Nitrates mit Salzsäure gefällt wurde, die auf 101° Pb- 
Atome je ein Atom seines radioaktiven Isotopen ThB enthält, in 
36 Stunden bei 20° keine merkliche Menge des ThBCk. . 

Die Häufigkeit des Platzwechsels und damit die Diffusion in 
Mischkristallen wird wahrscheinlich von der Richtung abhängen. 
Doch liegen hierüber noch keine Erfahrungen vor, da Beobach- 
tungen an hinreichend groBen Schichtkristallen fehlen. k 

Im Folgenden sollen einige Beobachtungen angeführt werden, 


1) Nacbrirbten d. Kônigl Ges. d. Wiss. zu Güttingen 1917. S. 368. 
2) Wiener Akad. Ber._Abt. Ila 1915. S. 131. 
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aus denen man auf relativ grofe Diffusionsgeschwindigkeit in me- 
tallischen Mischkristallen und auf relativ geringe in nichtmetalli- 
schen zu schlieBen hat. 

1) Nach schneller Kristallisation der Schmelzen von Au Ag- 
und AuCu-Legierungen bestehen scharfe Einwirkungsgrenzen che- 
mischer Agentien auf sie nicht; erst nach dem Tempern treten sie 
auf, und zwar ist die erforderliche Zeitdauer des Temperns nicht 
groB; sie beträgt bei den Legierungen mit 0.25 und 0.5 Mol Au 1 
bis hôchstens 6 Stunden bei 900°, damit die Einwirkungsgrenzen 
bis auf 0.005 Mol Au deutlich hervortreten. 

Viel länger müssen die Mischkristalle von NaCl u. AgCl ge- 
tempert werden, wenn die Einwirkungsgrenzen des Wassers auf 
sie deutlich hervortreten sollen. Bei analogen Temperaturen, etwar 
bO° unterhalb der Temperatur des Endes der Kristallisation brauchen 
sie zu gleicher Homogenisierung etwa das 20—100 fache an Zeit, 
das die Ag-Au-Mischkristalle nôtig haben. 

Bei den Na NOs-Ag NO: Mischkristallen wird die Resistenz 
gegen eine gesättigte NaNOs-Lôüsung noch schwerer erreicht. Hier- 
über geben die zum SchluB mitgeteilten Versuche nähere Auskunft. 

Je komplizierter die beiden Molekülarten der Mischkristalle 
gebaut sind, desto langsamer stellt sich die zur Herstellung von 
scharfen Einwirkungsgrenzen notwendige, normale Atomverteilung 
her, weil mit der Zahl der Atome im Molekül die Diffusionsge- 
schwindigkeit abnimmt. 

2) Die Diffusionsgeschwindigkeit in metallischen Mischkri- 
stallen nimmt merkliche Werte an schon bei Temperaturen, die 
sehr tief unterhalb ihres Schmelzintervalles liegen, während die 
_in nicht metallischen schon bei viel kleineren Abständen ver- 
schwindend gering wird. 

Die einzelnen Erfahrungen, die hierfür angeführt werden 
kônnen sind folgende: 

a. Behandelt man Plättchen aus Ag- Au- oder Cu-Au-Legie- 
rungen yon den AusmaBen 2 >< 4><001cm, die einer Oberfläche 
von 16.1 cm° entsprechen, mit kochender Salpetersäure vom Siede- 
punkt 115°, so beobachtet man in 10 Stunden folgende Grewichts- 
abnahmen : 
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Au-Ag-Plättchen mit 0.505 0.622 0.687 Mol Au 
harte Plättchen 0.0108  0.0090 gr 
weiche Plättchen 

4 St. bei 820° getempert 0.0025 0.0026 0.0024 gr 


11 St. bei 820° : 0.0021 
Au-Cu-Plättchen mit 0.548 0.741 Mol Au 
harte Plättchen 00132  0.0029 gr 


weiche Plättchen 
49 St. bei 700° getempert 0.0045  0.0040 gr. 

Die Legierungen der harten Plättchen waren nach dem Zu- 
sammenschmelzen nicht getempert, durchs Walzen waren sie hart 
geworden, sie verlieren durchweg mehr vom unedlen Metall als 
die weichen, zum Teil deshalb weil sie vielleicht noch nicht ganz 
homogen geworden sind. Auch bei den weichen Plättchen kônnen 
die Gewichtsverluste grôBer sein als die gelôsten Mengen des un- 
edleren Metalles ; da die Plättchen in der kochenden Salpetersäure 
ziemlich heftige Bewegungen ausführten, so kôünnen sich Partikel 
von ibnen gelüst haben. 

Die Gewichtsverluste geben eine obere Grenze der Ag- und 
Cu-Mengèn an, die bei 115° aus dem Plättchen in die Salpetersäure 
diffundierten, sie ändern sich bei den weichen Plättchen zwischen 
0.50 und 0.75 Mol Au mit dem Au-Gehalt wenig. 

Man kann also sagen, daf aus einer Ag-Au-Legierung mit 0.6 
Mol Au nicht mehr als 0.00036 gr Ag pro 1cm? in 24 Stunden 
diffundieren und aus einer Cu-Au-Legierung mit 0.6 Au nicht mehr 
als 0.00062 gr Cu. 

b. Auf den Cu-Au-Plättchen bilden sich bei 105° Anlauffarben, 
wenn der Gehalt unter 0.20 Mol Au liegt, auf den Au-reicheren 
Plättchen treten aber auch nach 28 Tagen keine Anlauffarben bei 
105° auf, erst bei hüheren Temperaturen erscheinen sie. Wahr- 
scheinlich bildet sich bei 105° eine schützende Schicht von CwO, 
die bei hôheren Temperaturen sich zu Cu0-Kriställchen zusammen- 
ballt. Im H:S-Gas treten bei 105° Anlauffarben bis zum Gehalt 
von 0.9 Mol Au auf. Nach einem Tage sind die Plättchen mit 
0.6 Mol Au von Orange bis blau gefärbt. Diesen Färbungen würde 
. die Dicke einer Ag J-Schicht von 30—60 >< 10° mm entsprechen !). 
Wenn das gebildete Kupfersulfür sich optisch ähnlich dem AgJ 
verhält, so darf man diese Schichtdicken auf die des Kupfersulfürs 
übertragen. Dann ergibt sich, wenn jedes an die Oberfläche tre- 
tende Cu-Atom sofort der Wirkung des H:S-unterliegt, daB 


1) Chwolson Lehrbuch der Physik II S. 764 1904. 
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0.000014 gr Cu pro 1cm° an die Oberfläche in 24 Stunden diffun- 
diert sind, da sich pro 1 em in 24 Stunden auf ihr 0.000018 gr 
Kupfersulfür (Dichte 6.0) gebildet haben. Die hier gefundene Cu- 
Menge, ist 44 mal kleïner als die grôstmôgliche Menge Cu, die in 
kochende Salpetersäure aus dem Plättchen in Lôüsung geht. Einer- 
seits wirkte die Salpetersäure bei 115° während der H:S bei 1050 
einwirkte, mit abnehmender Temperatur wird aber die Diffusions- 
geschwindigkeit abnehmen. Afndererseits ist die Annahme, daB 
jedes an die Oberfläche diffundierende Cu-Atom in Kupfersulfür 
verwandelt wird, wohl kaum zutreffend, da die Kupfersulfürlamelle 
gewiB eine Schutzwirkung ausüben wird, und daher weniger Cu 
in Sulfür übergehen wird als sich in Salpetersäure lüst. 

Jedenfalls ist bei 100°, also 800° unterhalb der Temperatur 
des Schmelzbeginns die Beweglichkeit der Cu-Atome in ihren Le- 
gierungen mit Au schon recht merklich, während in den Feldspat- 
Schichtkristallen gewisser Granite (Rappakiwi) scharfe Grenzen 
der einzelnen Schichten zu beobachten sind, obwohl diese Schicht- 
kristalle wohl lange einer Temperatur von 8002 unterhalb den 
ihres Schmelzintervalls ausgesetzt gewesen sein dürften. 

c. Um sich Vorstellungen von der Diffusionsgeschwindigkeit 
zweier isomorpher kristallinischer Kôrper in einander zu machen, 
wurden folgende Versuche ausgeführt. In einer starkwandigen 
Pastillenpresse wurden die Kristalle verschieden gefärbter Stoffe 
mittelst einer Spindelpresse stark zusammengedrückt. ÆEntweder 
wurde auf den PreBkôürper des einen Stoffes das Pulver des an- 
deren geprefit, oder es wurde von jedem Stoff ein PreBkôrper her- 
gestellt und diese zusammengedrückt, um müglichst scharfe Grenzen 
zwischen den beiden Stoffen des PreBkôrpers zu erhalten. Von 
den beiden Stoffen des Prefkôrpers war der eine farbig, der andere 
farblos. Die PreBkôrper wurden in geschlossenen Glasrühren bei 
100—150 aufbewahrt und von Zeit zu Zeit untersucht. Die Zahlen 
neben den Bezeichnungen der Stoffe sind ihre Schmelzpunkte. 

1. Dibenzyl und Azobenzol, käufliche Präparate. 

Nach vier Tagen war im farblosen Dibenzyl eine gelbliche 
Schicht von 1.5 mm Hôühe entstanden, deren) Färbung nach dem 
roten Azobenzol hin zunahm. Nach 30 Tagen hatte die gelbliche 
Färbung sich über den ganzen Zylinder von Dibenzyl von 6 mm 
Hühe verbreitet; die Grenze zwischen dem roten Azobenzol und 
dem gelblichen Dibenzyl war noch sehr scharf, das starke Kon- 
zentrationsgefälle kann wohl kaum mehr als 0.01 mm betragen. 

2, Dibenzyl, 52°, und Azobenzol 68°; beide 5 mal aus Alkohol 
umkristallisiert. Nach 4 Tagen war das Dibenzyl bis auf 0.3 mm 
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Hôhe gefärbt worden. Nach 30 Tagen betrug die Hôhe der ge- 
färbten Schicht etwa 1 mm und an der Grenze war ein merklicher 
allmählicher Übergang zwischen rot und gelb nicht zu erkennen. 
Schätzungsweise beträgt die im Laufe von 30 Tagen durch 1.5 cm? 
getretene Menge Azobenzol 0.1 mgr. Der Unterschied in der Dif- 
fusionsgeschwindigkeit im käuflichen und im reinen Dibenzyl ist 
sehr erheblich, weiïl das käufliche Spuren einer Lôsung in flüissigem 
Dibenzyl enthält, die sich beim Pressen zwischen den Kristallen 
des Dibenzyls verteilt haben, und in diesen flüssigen Lamellen das 
gelôste Azobenzol viel schneller als in den Dibenzylkristallen 
diffundierte. : 

8. Stilben, 124, u. Azobenzol, 68°, käuflliche Präparate, sie 
verhielten sich ganz ähnlich dem reinen Dibenzyl und Azobenzol. 

4. Na S04 10 H20, 32.4, und Na Cr O1 10 H2O, 19.90. 

Das Naz SOs 10 H20 enthielt noch Spuren seiner gesättigten 
Lôsung, das Na Cr O4 10 H20 ‘war z. T. verwittert. Nach 4 Tagen 
war eine 1 mm dicke Schicht und nach 30 Tagen eine 5 mm dicke 
des Na SO4 10 He O gelb geworden, durch Spuren von Lôsung im 
Na SO: 10 H20 wird die Diffusion wohl recht beschleunigt. 

5. KCIO4, 6109, und KMnO:, bei 240° O:-Abgabe. 

In 30 Tagen hatte sich an der sonst scharfen Grenze an einigen 
Stellen ein brauner bis violetter Saum von 0.20 mm Hôhe an der 
sonst ganz scharfen Grenze des schwarzen und farblosen Salzes 
gebildet. 

6. Mg SO: 7 H20, über 100°, und NiSO4 7 H20, 980. 

Nach 30 Tagen war das farblose Salz an der scharfen Grenze 
des farblosen und des grünen Salzes ungeändert. 

7. Hg Br, 286°, und Hg Jo, 255. 

Wenn auch diese beiden Salze sich nicht in allen Verhält- 
nissen mischen, so nimmt doch nach Reinders (1. c.) HgBrz erhebliche 
Mengen der roten HgJ2 unter Gelbfärbung in sich auf. Nach 60 
Tagen war eine Gelbfärbung des farblosen Hg Bre nicht zu erkennen. 

Merklich ist die Diffusion des gefärbten Kôrpers in den un- 
gefärbten nur bei den isomorphen Kristallen, deren Schmelzpunkte 

nicht viel hôher liegen als die Temperatur, bei der die Diffusion 
vor sich ging, aber auch in diesen Fällen geht sie sehr langsam 
vor sich. 


III, Die Lôslichkeits- und Dampfdruckisothermen 

von Mischkristallreihen und die Übertragung der 
Gesetze verdünnter Lôüsungen auf sie. 

In seinem Aufsatze über feste Lüsungen, der so vielfache An- 


\ 
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regungen gegeben hat, stellte J. H. van t’Hoff!) eine Reïhe von 
Beobachtungen zusammen, aus denen folgt, da auch in festen 
Lôüsungen Diffusion stattfinden kann. Er betonte aber nicht, da 
eine Übertragung der Gesetze verdünnter Lüsungen auf Gleichge- 
wichte, an denen feste Lüsungen teilnehmen nur dann zulässig ist, 
wenn in ihnen die Diffusion so lebhaft ist, da die bei der Her- 
stellung des Gleichgewichts eintretende Konzentrationsänderung 
an der Oberfläche der festen Lôüsung im Verlauf der Zeit von der 
Herstellung bis zur Messung des Systems verschwindet. 

van &'Hoff hat unter der Bezeichnung ,feste Lüsung“ isotrope 
und anisotrope binäre Phasen, Gläser und Mischkristalle, zusammen- 
gefaft. Späterhin hat Küster?) vorgeschlagen zwischen festen 
Lüsungen und Mischkristallen zu unterscheiden, er meiïnte, daf 
feste Lüsungen durch Diffusion beider Molekülarten vor den Misch- 
kristallen ausgezeichnet sind. Da die innere Diffusion bei allen 
binären Phasen mit der Temperatur von unmerklichen zu merk- 
lichen Werten anwächst, so würde man ein und dieselbe feste 
Phase bei verschiedenen Temperaturen in verschiedener Weïse zu 
bezeichnen haben, wenn man dem Vorschlag Küsters folgen wollte. 

Auf Anregung von Roozeboom*) sind für viele Mischkristall- 
reihen die Lôslichkeitsisothermen bestimmt worden. Herz‘), Fock°), 
Muthmann‘) und Schüler von Roozeboom wie Hissink”) und 
Reïinders *) haben solche Bestimmungen ausgeführt, indem sie die 
Zusammensetzung der Mischkristalle bestimmten, die sich aus Lü- 
sungen bekannter Zusammensetzung bei langsamer Verdampfung 
des Lôsungsmittels oder bei Abkühlung der Lüsung ausscheiden. 

Roozeboom °) lieB aus je einem Liter der an KC103 und T1C10s 
fast gesättigten Lôsungen durch Verdunsten 1 bis 2 gr der Misch- 
kristalle sich abscheiden und schüttelte bei 10° im Laufe von min- 
destens 2 Tagen die Lôüsung ôfters. Er sagt: ,Durch die lang- 
same Ausscheidung und die längere Berübhrung der Kristalle mit 
der Lüsung wollte ich die Herstellung dieses Gleichgewichtes 


1) Z. f. phys. Chem. B. 5 $S. 322 1890. 

2) Z. f. phys. Chem. B. 17 S. 367 1895. 

8) Z. f. phys. Chem. B. 8 S. 504 1891. 

4) Dissertation Berlin 1895. 

5) Z. f. Krystallographie 28 $S. 337 1897. 

6) Z. f. phys. Chem. 16 $S. 173 1895 und Z. f. Kristallogr. 20 $. 368 1894. 
7) Z. f. phys. Chem. 32 $. 558 1900. 

8) ibid. S. 527. 

9) Z .f. phys. Chem. 8 S. 531 1891. 
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zwischen Lüsung und Mischkristallen, sowohl was die Quantität 
als die Zusammensetzung der letzteren betrifft befôrdern“. 

Wenn die Diffusionsgeschwindigkeit von TlCIOs in KCI1Os- 
Kristallen, wie er wahrscheïnlich ist, von der GrüBenordnung der 
des KMnO: in KCIO4 ist, über die man sich auf Grund der im 
vorhergehenden beschriebenen Versuche eine Vorstellung machen 
kann, so kôünnen die beschriebenen Mafinahmen zur Erreichung des 
Gleichgewichtes nur wenig Erfolg gehabt haben. 

Wenn auch jene Lôüslichkeitsisothermen vog Mischkristallreihen 
nicht die Bedeutung von Gleichgewichtskurven haben, wenn also 
ibre Koordinaten von der Greschwindigkeit der Kristallisation und 
der Zahl der Kristallisationszentren abhängen werden, so haben 
sie für die Herstellung von Mischkristallen von nahezu vorauszu- 
bestimmender Zusammensetzung doth praktische Bedeutung. 

Ein nicht unerheblicher Einfluf der Abkühlungeschwindigkeit 
der gesättigten Lôsung von Ba(NOs:}2 und Pb(NOsh auf die Zu- 
sammensetzung der sich ausscheidenden Mischkristalle ist von 
 Strômholm und The Svedberg!) nachgewiesen worden. 

Es ist also sehr fraglich, ob die aus Lôüsungen abgeschiedenen 
Mischkristalle mit ihren Lôsungen im Laufe von Jahren ins Gleich- 
gewicht kommen. Nehmen wir an, da ein solches Gleichgewicht 
sich hergestellt hat, so entsteht die Frage, ob das erreichte Gleich- 
gewicht absolut stabil ist. Wenn in dem Mischkristall nicht die 
normale, die stabilste aller môüglichen Verteilungen sich herge- 
stellt hat, sondern noch die regellose Verteilung besteht, so würde 
auch das Gleichgewicht mit der gesättigten Lôsung nicht das ab- 
solut stabile sein, sondern die Tendenz besitzen in dieses nach 
Mafgabe des Überganges der regellosen in die normale Molekül- 
verteilung überzugehen. 

Wenn auch in den Mischkristallen von Salzhydraten wahr- 
scheinlich die regellose Molekül-Verteilung wegen sehr langsamer 
Diffusion bestehen wird, so künnen diese Mischkristalle doch mit 
Wasserdampf ins Gleichgewicht kommen, wie R. Hollmann”?) ge- 
zeigt hat. Allerdings sind diese Gleichgewichte nicht die absolut 
stabilen, doch besitzen sie grofe Langlebigkeit. Ebenso sind wohl 
auch die ‘ebenfalls von R. Hollmann*) näher untersuchten Spal- 
tungsgleichgewichte, bei denen zwei Mischkristallhydrate verschie- 
denen Wassergehaltes mit einer Lüsung im Gleichgewicht sind, 


1) Z. f. anorg. Chem. 61 S. 339 1909. 
2) Z. f. phys. Chem. 37 $. 193 1901. 
3) Z. f. phys. Chem, 40 S. 567 1902; 50 S. 567 1905; 54 8. 98 1906. 
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wirkliche Gleichgewichte wenn sie auch wegen regelloser Vertei- 
lung beider Molekülarten nicht absolut stabil sind. Bei Hy- 
draten, die Wasserdampf unter Bildung einer neuen wasserärmeren 
Kristallart abgeben, brauchen die Wassermoleküle nicht frei be- 
weglich im Gitter zu sein, es reicht zur Gleichgewichtseinstellung 
hin, da an den Oberflächen die Beweglichkeit für die Wasser- 
molekiüle besteht, die ihnen gestattet in und aus dem Dampf zu 
treten. Dagegen müssen bei Hydraten, welche Wasserdampf ohne 
Bildung einer neuen Kristallart abgeben, die Wassermoleküle im 
Gitter frei beweglich sein, während die wasserärmeren Moleküle 
so starr untereinander zusammenhängen, da bei der Entfernung 
der Wassermoleküle kein Zusammenbruch stattfindet. 

Gleichgewichte der Kristalle eines einheitlichen Stoffes, in denen 
kein Platzwechsel der Moleküle stattfindet, mit ihren gesättigten 
Lüsungen künnen sich viel leichtef herstellen als die der Misch- 
kristalle. Denn beim einheitlichen Stoff kommt es nicht mehr 
darauf an, wie sich die Moleküle im Kristall verteilen, da sie alle 
derselben Art sind, sondern es kommt lediglich darauf an, daf sie : 
aus der Lôsung in den Kristall und umgekehrt treten künnen. 
Hierzu ist aber eine Diffusion im Kristall selbst nicht erforderlich. 
Daher darf man auch in diesem Falle aus dem Temperatureinfluf 
auf die Lôslichkeit die Lôsungswärme berechnen, während für die 
Lôslichkeit von Mischkristallen dieser Zusammenhang nur dann 
bestehen kann, wenn die Diffusion im Mischkristall so grof ist, 
daB die Konzentration an der Grenzschicht im Kristall bei does 
Ânderung sich alsbald wieder herstellt. 

Bekanntlich stellt sich das Gleichgewicht zwischen zwei ge- 
sättigten Mischkristallen schon bei hüheren Temperaturen langsam 
ein. Bei tieferen Temperaturen bleibt man daher über die Grenzen 
. der Mischungslücke im Zweïfel. Roozeboom hat daher in solchen 
Fällen zur Bestimmung der Mischungslücke der beiden trocknen 
Salze die auf ihrer Lôslichkeitsisotherme auftretende Mischungs- 
lücke zu Hilfe genommen, und Hissink') hat für die Reihe NaNOs 
—AgNO3: und Reinders?) für die Reihe Hg Br2—Hg J2 die Bestim- 
mungen der Mischungslücke bei 20° und 50° durch Bestimmungen 
der Lôslichkeitsisothermen ausgeführt. Da aber die beiden ge- 
sättigten Mischkristalle auch mit ihrer gesättigten Lôsung schwer- 
lich im Gleichgewicht gewesen sein dürften, so ist die Bestimmung 
der Mischungslücke auf diesem Wege nicht ohne Bedenken. 


1) Z. f. phys. Chem. 32 S. 558. 1900. 
2) ibid, S. 527. 
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Was die Übertragung der Gesetze der verdünnten Lôsungen 
auf Mischkristalle betrifft, so mu, gleichgiltig ob man hierbei 
vom osmotischen Druck oder vom Gibbsschen Paradoxon ausgeht, 
ein Platzwechsel beider Molekülarten im Mischkristall bestehen, 
denn wenn ;er nicht besteht, so verliert der Begriff , Molekül“ 
seine Bedeutung, weil dann im Gitter nur Schwingungen der ein- 
zelnen Atome oder der Gruppen mehrerer Atome, die mit den 
Molekülen nicht identisch zu sein brauchen, bestehen bleiben. 

Wie früher gezeigt, deuten die Erfahrungen bei der Kristalli- 
sation von Einstoffsystemen dahin, da8 bei der Kristallisation selbst 
nicht Polymerisation oder Isomerisation vor sich gehen, sondern daf 
die in den Flüssigkeiten schon vorhandenen Moleküle das Raum- 
gitter des Kristalls besetzen, indem sie unter Abgabe von Energie 
anisotrop werden. Für Mischkristalle ist dasselbe zu erwarten, 
es sollte also auch hier keine Ânderung des Molekulargewichtes 
beim Kristallisationsvorgang eintreten. 

Es sind aber Fälle bekannt geworden, bei denen sehr starke 
Ânderungen des Molekulargewichtes eintreten sollten, wenn man 
auf diese Mischkristalle die Gresetze der verdünnten Lôsungen 
überträgt. 

Die Lôslichkeïtsisothermen wasserfreier Salzpaare Ba (NO3)}2 — 
Pb(NOsh; TI1CI03—KCIO:; KCIO:—KMn O1; K2 SOi—K2 CrOs u. 
K: SOa—(NHi)s SO4, haben die Form der Kurve in Fig. 4, die von 
der Geraden, welche für den Fall gelten würde, da das Verhältnis 
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der Konzentration des einen Salzes in der Lüsung und im Misch- 
kristall gleich 1 ist, stark abweïicht. Da das zweite Salz jedes 
Paares lôslicher als das erste ist, so steigert ein Zusatz des lüôs- 
licheren Salzes zur Lôsung anfangs den Gehalt des Mischkristalls 
an diesem Salz nur wenig, umgekehrt wirkt der anfängliche Zu- 
satz des schwerer lüslichen Salzes. Dürfte hier die Theorie der 
verdünnten Lüsungen angewandt werden, so würden sich für die 
Molekulargewichte der Salze in ihren Mischkristallen ganz merk- 
würdige Resultate ergeben. Die Diffusionsversuche, z. B. mit 
KMnO: u. KCI04, lehren aber, da Gleichgewichte zwischen Lüsung 
nnd Mischkristallen sich in abwartbarer Zeit nicht herstellen kônnen. 


IV. Über isomere Mischkristallreihen. 


Bei Einwirkung der gesättigten Lüsung der einen Komponente 
auf einen Mischkristall, der reich an dieser Komponente ist, sollte 
die andere Komponente im Mischkristall vor der Einwirkung des 
Lüsungsmittels geschützt sein, wenn die Verteilung beider Mole- 
külarten die normale ist, also wenn der Mischkristall sich lang- 
sam genug aus seiner Schmelze gebildet hat. Wenn dagegen die 
Verteilung nicht die normale sondern die regellose ist, die bei 
fehlender anomaler Doppelbrechung die wahrscheinlichste ist, wenn 
also der Mischkristall im Temperaturgebiet entstanden ist, in dem 
die Diffusion in ihm nicht mehr merklich ist, so künnte eine solche 
Schutzwirkung nur in beschränktem Mafe stattfinden. 

Die äufere Bedingung, bei der eine Schutzwirkung gegenüber 
der Lôsung, gesättigt an der im ÜberschuB im Mischkristall vor- 
handenen Komponente zu Stande kommen kann, ist eine müglichst 
unveränderliche Temperatur. Denn ändert sich die Temperatur 
in der Richtung zunehmender Lôslichkeit, so entfernt die Lüsung 
die schützenden Moleküle und nimmt daher auch die geschützten 
auf. Ândert sich dagegen die Temperatur im entgegengesetzten 
Sinne, so würde eine Umhüllung der Kristalle mit der Komponente, 
an der die Lüsung gesättigt ist, eintreten und der Versuch würde 
nicht die Resistenz des Mischkristalles beweisen. Bei ein wenig 
hin und her schwankender Temperatur würde es in der Haupt- 
sache doch nur zur Auflüsung und Abscheidung der aus der ge- 
sättigten Lüsung sich abscheidenden Schicht kommen. 

Nach Angaben von Ambronn und Le Blanc!) ergibt sich, daf 
aus ihren Lüsungen entstandene Mischkristalle, auch wenn sie re- 
lativ reich an der Komponente sind, mit der die Lüsung gesättigt 


1) Bericht d, Künigl. sächsischen Ges. d. Wiss. zu Leipzig 1894 S. 173. 
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ist, in diesen Lüsungen zerfallen oder umkristallisieren. Misch- 
kristalle von Ba(NO:) und Pb (NOs) mit 0.77 Mol Pb(NOsh zer- 
fallen unter einer gesättigten Lôüsung von Pb(NO3)2 zu einem feinen 
Kristallpulver von Ba(NO:k. Ebenso verhalten sich die Mischkri- 
stalle von Sr(NOs)2 u. Pb(NOs)2 mit 82°/o Pb(NO:. Die Her- 
stellung dieser Mischkristalle aus ihren Schmelzen ist wegen der 
Zersetzung ihrer Salze unterhalb ihrer Schmelzpunkte nicht müglich. 

Auch die Entstehung eines Mischkristalles aus seiner Schmelze 
wird nicht zu-einem Mischkristall mit normaler Verteilung führen, 
der einer gesättigten Tiüsung seiner im Überschu8 vorhandenen 
Komponente gegenüber resistent ist, wenn die Diffusion im Misch- 
kristall in seinem Schmelzintervall sehr gering ist. Stellt man 
einen Mischkristall von Azobenzol und Dibenzyl mit 0.1 Mol Azo- 
benzol durch Zusammenschmelzen seiner Komponenten her, und be- 
handelt die groben Kristallstücke mit einer gesättigten Lôsung 
von Dibenzyl in Alkohol, so wird diese farblose Lôsung durch 
Aufnahme von Azobenzol (rot) schnell gelb, und die Geschwindig- 
keit der Gelbfärbung scheint von der Zeit, während der die Bil- 
dung des Mischkristalls sich vollzog, nicht abzuhängen. Aus dem 
oben beschriebenen Diffusionsversuche mit diesen beiden Stoffen 
folgt in Übereinstimmung mit diesem Versuch, daB die Diffusions- 
geschwindigkeit der beiden Stoffe ineinander etwa 25° unterhalb 
des Schmelzintervalls sehr gering ist, so daf die Herstellung der 
normalen Verteilung nicht abgewartet werden kann. 

Wenn auch wegen langsamer Diffusion die Herstellung von 
Mischkristallen mit normaler Verteilung auf Schwierigkeiten stôft 
und daher ïhre Resistenz gegenüber der gesättigten Lôsung der 
im ÜberschuB im Mischkristall vorhandenen Komponente bei leicht- 
16slichen Salzen nicht erwiesen ist, so kann doch durch vergleichende 
Einwirkung der betreffenden gesättigten Lüsung ihre recht ver- 
schiedene Wirkung auf zwei Mischkristalle derselben Zusammen- 
setzung aber verschiedener Entstehungsweise gezeigt werden. 

Na NO3—Ag NO: Mischkristalle mit etwa 100/o Ag NOs warden 
hergestellt: 1) Aus der Schmelze beider Salze durch besonders 
langsame Kristallisation. Die Kristallisation von 50 gr Schmelze 
dauerte 7 Stunden und schritt im Rohr langsam von oben nach 
unten; nach ihrer Beendigung wurde noch 24 Stunden 2° unter- 
halb der Temperatur des Endes der Kristallisation getempert. Die 
Mischkristalle aus dem oberen Teile des Rohres enthielten 11.97 0/0, 
die aus dem unteren Teile 11.68 AgNOs. 2) Aus einer Lôüsung 
mit 16.04 gr. AgNOs + 52.85 gr. Na NO + 48.52 gr. Alkohol + 82.62gr. 
Wasser durch langsame Abkühlang von 60 auf 24.60 Die Zu 
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sammensetzung der Lôsung ergibt sich aus den Angaben Hissink's 
(Zeitschr. f. phys. Chem. 32 S. 557 1900), und die erhaltenen Misch- 
kristalle hatten nahezu die erwartete Zusammensetzung, sie ent- 
hielten 10.71°/ Ag NOs. 

Je 2gr dieser beiden Mischkristallarten von nahezu derselben 
Zusammensetzung und angenähert demselben mittleren Korn wurden 
init 10 cm° einer gesättigten NaNO:-Lüsung oder mit einer solchen 
in 50 0/6 Alkohol im Thermostaten bei 242.6 behandelt. Nach in der 
folgenden Tabelle angegebenen Zeiten hatten sie die tabellierten 
Bruchteile ihren ursprünglichen Ag NOs-Mengen abgegeben. 


Mischkristalle nach 20 Stunden nach 4 Tagen nach 11 Tagen gesätt. Lôsung 


aus d. Schmelze 0.209 0.401 0.486 von_Na NO; 
in Wasser 
ire 08 046o | ir 60% Alkokul 
Mischkristalle s 
aus der Lôüsung 0.395 0.724 0.864 in Wasser 
0.281 0.482 0.673 in 500/, Alkohol 


Die aus der Lôsung bei 24.6° gebildeten Mischkristalle geben 
an die gesättigten Lüsungen von Na NO: unter gleichen Bedin- 
gungen erheblich grôBere Mengen von Ag NOs ab als die aus der 
Schmelze gebildeten. Unter dem Polarisationsmikroskop zeigten 
grôBere Kristalle aus der Lüsung und Spaltstücke aus der Schmelze 
einheitliche Auslôschung, es ist daher unwahrscheïnlich, daB die 
verschiedene Abgabe von AgNO3 auf Schichten verschiedener Zu- 
sammensetzung zurückzuführen ist. 

Ein zweites Beispiel isomerer Mischkristalle ist folgendes. Aus 
einer heif gesättigten Lôüsung von NaCI und Ag CI scheiden sich 
AgCl-haltige NaCI-Würfel aus, deren Analyse einen Gehalt von 
14.84/ Ag CL gleich 0.064 Mol AgCIl ergab. Die GrôBe dieser 
Würfel schwankt von 0.01 bis 0.03mm Kantenlänge. Optisch sind 
sie isotrop. Diese Kristalle sind erheblich reaktionsfähiger als die 
aus der Schmelze mit 140% AgCI bei langsamer Kristallisation 
entstandenen Ag CI-NaC1-Mischkristalle. 20gr dieser Schmelze 
kristallisierten im Laufe einer Stunde, die entstandenen Mischkri- 
stalle wurden dann noch 6 Stunden bei 610° bis 510° getempert. 

Auf Bruchstücke dieser Kristalle wirkt eine Lôsung, die ein 
wenig (NH) 82 enthält und gesättigt an Na CI ist, nur sehr wenig 
ein; einzelne Stellen der Bruchstücke werden schwarz, während 
der Hauptteil der Bruchstücke farblos bleibt, und zwar gilt das 
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für eine Einwirkungsdauer von einem Monat. Dagegen werden 
die aus der Lôsung im Wasser entstandenen Mischkristalle in jener 
Lüsung sofort schwarz. Pulvert man die aus der Schmelze ent- 
standenen Mischkristalle, so wird dieses Pulver in der (NHi: S 
haltigen Lôüsung ebenfalls schwarz. Dieses Verhalten erinnert an 
das der Legierungen von Ag-Au oder Cu-Au nach einer dauernden 
Deformation. Durch Walzen oder Schmirgeln wurden Legierungen, 
deren Au-Gehalt nur wenig den der Einwirkungsgrenze über- 
schreitet, der Einwirkung der betreffenden chemischen Agentien 
zugänglich gemacht. Der Unterschied der beiden Mischkristalle 
verschiedener Entstehungsart kann allerdings zum Teil durch den 
erheblichen Unterschied in der GrôBe ihrer Oberfläche verursacht 
sein. 


Bei der folgenden Reaktion dürfte wohl dieser Unterschied 
keine Rolle spielen. Die aus der Lôüsung entstandenen Kristalle 
werden schon kurz nach ïihrer Ausscheidung im Licht graublau. 
Behandelt man sie zur Entfernung von môglicher Weise vorhan- 
denem, freiem AgCl mit einer NHs-haltigen, an NaCI gesättigten 
Lôsung, so werden nach Waschen mit gesättigter NaCI-Lüsung die 
feuchten oder trocknen Kristalle am Licht in wenigen Stunden 
ebenfalls graublau. Bruchstücke der aus der Schmelze entstan- 
denen Mischkristalle bleiben dagegen auch einen Monat lang am 
Licht vollständig farblos. Zerreibt man aber die Bruchstücke zu 
einem feinen Pulver, so tritt, wenn auch langsam, im Verlauf von 
wenigen Tagen Graufärbung ein. 


Die verschiedene Verteilung zweier Atomarten im Gitter läBt 


eine Reïhe von Raumgitter-Isomeren zu. Die Arten dieser Ver- 
teilungen sind : 


1. die normale Verteilung, 

2. regelmäfige Verteilungen, deren Symmetrie niedriger ist 
als die des Gitters, 

3. Verteilungen, die der Gitter-Symmetrie entsprechen, in : 
denen aber Anhäufungen der Atome einer Art vorkommen, 

4. die regellose Verteilung, 

d. die regellose Verteilung, in der sich in bestimmter Weise 
im Gitter orientierte Anhäufungen finden. 


Die drite Art der Verteilungen ist sehr unwahrscheinlich. Die 
ersten beiden Arten kônnen sich nur im Temperaturgebiete merk 
licherinnerer Diffusion herstellen, die beiden letzten im Gebiete 
verschwindender Diffusion. Normale optische Eigenschaften regu- 
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lärer Mischkristalle deuten auf die Verteilungen 1 oder 4. Aus 
dem Betrage der inneren Diffusion im Temperaturgebiete der Ent- 
stehung des Mischkristalls kann ferner geschlossen werden, ob die 
Verteilung 1 oder 4 besteht. Abnorme optische Eigenschaften re- 
gulärer Kristalle deuten auf die Verteilungen 2 oder 5, für die 
die Entscheidung auf demselben Wege môglich ist. 


Interpolation und konforme Abbildung. 
Yon % 


Leopold Fejér in Budapest. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 15. November 1918. 


1. Das Studium der Arbeit von Herrn Hilbert') über die 
unbegrenzte Annäherung einer analytischen Funktion durch Po- 
lynome überhaupt, und der Arbeiten von Herrn Runge”) über 
die Approximation durch Lagrangesche Interpolationspolynome, 
haben mich zu einigen, den letzteren Gegenstand betreffenden, 
Bemerkungen geführt, die ich in den folgenden Zeilen kurz dar- 
legen môchte. 


$ 1. Definition der Gruppe regelmässig verteilter Punkte 
auf einer geschlossenen Kurve. 


2. Es sei C eine stetige, doppelpunktslose, geschlossene Kurve 
in der komplexen x-Ebene. Auf dieser Kurve wähle ich einen 
Punkt x, dann zwei Punkte 2°, 4%, u.s.w., dann eine Gruppe 


1) D. Hilbert: Über die Entwickelung einer beliebigen analytischen Funk- : : 
tion einer Variabeln in eine unendliche nach ganzen rationalen Funktionen fort- 
schreitende Reiïhe, Nachrichten von der Kôünigl. Gesellschaft der Wissenschaften: 
zu Gôttingen, Math.-phys. Klasse, 1897, p. 63—70. j 

2) C. Runge: Über empirische Funktionen und die Interpolation zwischen 
äquidistanten Ordinaten, Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 46, 1901, 
p. 224—248. C. Runge: Theorie und Praxis der Reïhen, Sammlung Schubert 
XXXIT, 1904, $ 15: Die Interpolationsreihen. 

Weiïiter môchte ich auf das schône Buch des Herrn P. Montel: Leçons sur 
. les séries de polynomes à une variable complexe (collection de M. É. Borel), 
1910, chap. IL, IL, hinweïsen, wo man auch über die bezügliche Literatur gute 
Auskunft findet. 
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von # Punkten x, 42%, ...x%, u.s.w. Es sei ferner f(x) eine 
analytische Funktion der komplexen Variabeln x, die im Innern 
und am Rande der Kurve C überall regulär ist. Es bezeichne 
L, (x) das Lagrangesche Interpolationspolynom, welches zur »-ten 
Punktgruppe #, 4°, ...a% — die ich kurz durch G, bezeichnen 
môchte — und zur Funktion f(x) gehôrt; d.h. L,(x) bezeichne 
diejenige ganze rationale Funktion von +, die an den Stellen 
a, a, ... x" der Reiïhe nach die Werte f(x”), f(x"), ... f(æ) 
Rte a und hôchstens von (# —1)-tem Grade ist. 

Es entsteht nun die Frage, ob man eine, blofi von der geo- 
metrischen Gestalt der Kurve C abhängige, Wahl der Punkt- 
gruppen @,, G,,... G,,... s0 treffen kann, daf die Folge der ent- 
sprechenden Lagrangeschen Interpolationspolynome 


L, (x), L (a), ..: L, (a), …. 


für eine jede analytische Funktion f(x) in dem von C umgrenzten 
abgeschlossenen Bereiche gleichmäfig zu f(x) konvergiert, wenn 
f(x) ebenda überall regulär ist !)? 

Diese Frage hat Herr Runge in seinem Buche ,Theorie und 
Praxis der Reïhen“ auf Seite 137 formuliert. 

Ist die Kurve C ein Kreis, so gestattet diese Aufgabe, wie 
Herr Runge ebenda angibt, eine sehr einfache Lüsung. Sind 
nämlich die Punkte x°”, 2°, ...a" auf dem Kreise C règelmäBig 
verteilt, d. h. bilden sie die Eckpunkte eines dem Kreise einge- 
schriebenen regelmäBigen #-Ecks, dann konvergiert das entspre- 
chende Lagrangesche L,(x) für limn — © gleichmälig zu f(x) 
in dem durch C umgrenzten, abgeschlossenen Kreïsbereiche. Kurz 
ausgesprochen: im Falle des Kreises führt die Interpolation mit 
äquidistanten Punktgruppen zur gewünschten Folge Lagrangescher 
Polynomen. 

Entsprechend der Vermutung von Herrn Runge (p.187), ge- 
stattet aber die Aufgabe der passenden Wahl von Interpolations- 
Punktgruppen auch im Falle einer beliebigen Kurve C eine sehr 
einfache Lüsung, die, auf den Kreisfall angewendet, die Runge- 
sche Lüsung für diesem Falle wiedergibt. 

Um die in vorliegender Arbeit entwickelte Lôüsung kurz aus- 
sprechen zu kônnen, sage ich, daf die, auf der beliebig gestal- 


1) Bei geeigneter Wahl der Punktgruppen G, und der Funktion f(x), kann 
L (x) in einem beliebig überwiegenden Teïle des Bereiches divergieren, trotzdem 
daB die Punkte der »-ten Gruppe, mit wachsendem », immer dichter und dichter 
die ganze Kurve C bedecken. 


e 
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teten Kurve C befindlichen Punkte %,, x,,...x, auf dieser selbst 
vregelmäfig* verteilt sind, wenn bei einer konformen Abbildung 
des AuBengebietes der Kurve C auf das AuBengebiet eines Kreises 
K (wobei die unendlich fernen Punkte der Ebenen sich einander 
gegenseitig entsprechen) die Punkte x,,x,,...æ, in die Eckpunkte 
eines dem Kreise À eingeschriebenen regelmäfigen »-Ecks über- 
geführt werden. Nun lautet die Lôüsung: Bilden die Punkte 
a, 4%, ...2) eine regelmäBig verteilte Punktgruppe, so konver- 
giert das entsprechende Lagrangesche Interpolationspolynom Z, (x) 
für lim n — co gleichmäBig zu f(x), im Innern und am Rande der 
Kurve C. 

Wir sehen also, da$ auch im Falle einer beliebigen Kurve C 
die ,äquidistante“ Interpolation zu einer konvergenten Lagrange- 
schen Folge Z,(x) führt; nur muB hier die Gleicheinteilung der 
Kurve C im Sinne der konformen Abbildung des AuBengebietes 
erfolgen. Zwei Kurvenbôgen von C werden hier ,gleich‘ genannt, 
wenn die ihnen, durch die obige konforme Abbildung entsprechenden 
Kreisbôgen in gewôhnlichem Sinne einander gleich sind !). 


1) Diese wichtige Art der Teilung einer geschlossenen Kurve C in » Teile 
hat, im Wesentlichen, Herr Hilbert gefunden. Hierzu sei folgendes bemerkt. 
Genügt die Kurve C noch weiteren Beschränkungen, so existiert für sie sicherlich 
eine ganz bestimmte Massenbelegung (mit nichtnegativer Dichte), so daf das lo- 
garithmische Poteutial dieser Kurvenbelegung im Innern der Kurve C konstant 
bleibt (Gesamtmasse der Belegung etwa — 1). Die Instruktion von Herrn Hilbert 
lautet nun: man teile die Kurve C durch ihre Punkte x,,%,,...4, in n Teile 
so, daf (nicht die Längen aller Teilbôgen, sondern) die Massen aller Teilbôgen 
einander gleich werden. Herr Hilbert verwendet diese Einteilung der Kurve 
C um nachzuweisen, daf die Kurve durch eine Lemniscate 

Id—am||a—a,|...|æ@—x,| = const. 
(von Aufen) beliebig approximiert werden kann, Da nun f(x) in einer Lemnis- 
cate durch ein Polynom beliebig approximiert werden kann, resultiert daraus das- 
selbe für den durch C umgrenzten Bereich — so daB also gerade diese Eintei- 
lungsart der Kurve C den Kernpunkt der Hilbertschen Methode bildet. Bei 
der Darstellung der Hilbertschen Methode der Approximation analytischer 
Funktionen durch Polynome beweist Herr Montel in seinem Buche (p. 47—50) 
die Approximierbarkeit innerhalb der Lemniscate dadurch, da er die zu den 
Stellen æ&, &, ...æ, gehürigen Lagrangeschen Schmiegungs-Interpolationspolynome 
LA (x) als Näherungspolynome benützt. IX(x) bedeutet diejenige ganze rationale 
Funktion [n(k + 1) — 1]-ten Grades von x, die an den Stellen x, æ,,...æ, nicht 
nur in dem Werte der Funktion f(x), sondern auch in dem Werte der Ablei- 
tungen von f(x) bis zur k-ten Ordnung (incl), übereinstimmt. Wählt man, bei 
festgehaltenem n, die Zahl % genügend groB, so approximiert LÆ(x) die Funktion 
f(æ) beliebig fein innerhalb der Lemniscate mit den Foci æ,æ:,...æ,. Auf 
Grund dieses M ontelschen Resultates, läBt sich die Hilbertsche Methode kurz 
dadurch charakterisieren: daf sie die Funktion f(x) durch die Glieder der dop- 
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Bevor ich zur Begründung des angeführten Konvergenzsatzes 
über die Lagrangeschen Interpolationspolynome tüibergehe,  müchte 
ich einen Hilfssatz über die regelmäfig verteilten Punktgruppen 
einer Kurve C vorausschicken. 


$ 2 Ein Hilfssatz. | 
8. Es sei C eine stetige, doppelpunktlose, geschlossene Kurve 
C in der komplexen +-Ebene. Die Funktion 


(1) = pO)= c++ + te, e +0, 


liefere die konforme Abbildung des Aufengebietes |z2| = 1 des 
Einheitskreises | 2| — 1 in der komplexen +-Ebene auf das Aufen- 
gebiet der Kurve C in der z+-Ebene. Dabei müge dem Punkte 
z — © der Punkt + — co entsprechen. Die Potenzreihe (1) ist 
für |2| => 1 konvergent, und stellt da eine reguläre Funktion œ(2) 
dar, die bei Annäherung zum Einheitskreise |2| — 1 gleichmäfig- 
stetig in eine stetige Randfunktion p(e?) übergeht, und die im 
Punkte z — © einen Pol erster Ordnung besitzt !). 


Es sei nun %,, #,,...#x, eine regelmäBig verteilte Punktgruppe 
auf der Kurve C, d.h. 
(2) M, = pe), 2, = pe), ... 4, = p(e,), 
WO 2, £#...2, die Eckpunkte eines dem Kreise |2| — 1 einge- 


schriebenen regelmäfigen #-Ecks bedeuten. Bezeichnet dann À 
einen Punkt, der in der x-Ebene im AuBengebiete von C liegt, 
und a den ihm, vermüge der Abbildung (1), entsprechenden Punkt 
in der +-Ebene, so ist, wenn ich 


(8) 0, (4) = (4—%,)(4—x,)...(4—2,) 


setze, 


ny log | A — x,| + log | A—2x,[+:.:+ log | À — x, 
@ dog|ÿo, ta) = LEARN et BEI 


_ lglp@)-p(@)l+:::+lo81p(«) -p()l 


nm 


) 


pelt-unendlichen Folge L,(x), (n = 1,%...c0; k — 0,1,2,...0o), die zur 
Folge der regelmäBig verteilten Punktgruppen G, gehôrt, approximiert. 

Nun zeige ich also in dieser Arbeïit u. A, daB man die Funktion f(x) schon 
mit der enfach-unendlichen Folge der gewühnlichen Lagrangeschen Interpolations- 
polynome L® (x) — L,(x), (n — 1,2,...00), beliebig fein approximieren kann. 

1) Vergl. die Arbeiten von Herrn Carathéodory über konforme Abbil- 
dung, und die später folgenden Arbeiten anderer Autoren. 
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@ En Le|VetD] = 3 fLelp(- pe) |à8 
n = CO 0 
Da 
(6) ET er COR IQNN 
da — € 
so ist weiter 


Him log |Ve, (4) 


= CO 
(7) 50 
1 fr | 1 par |o@-p(e) 
Rss log | a — ed a+ f log | PAT PE 7 
27 0 g| | 2x 5 8 Fr 


Hier lassen sich aber beide Summanden sofort ausrechnen. Da 
nämlich log|a—z2|, wegen [al = 1, für || 1 eine reguläre 
harmonische Funktion darstellt, so ergibt der Mittelwertsatz für 
eine harmonische Funktion 


Sue Li dd done 1 
® 3 J ogla—e | 45 = (log|a—2|),_, = lglal. 


Ferner ist 
_p(a) — p(e) 
a— 2 
eine Funktion von 2, die für |z| = 1 überall regulär ist. Sie ist, 
mit Rücksicht auf (1), auch im Punkte z = co regulär und nimmt 
da den Wert c an. Für |2| = 1 geht sie gleichmäfig stetig in 
die stetige Randfanktion 


pa) p(e®) 
a — e 


über, und schlieBlich verschwindet sie, in Folge der Schlichtheit 
der Abbildung, nirgends für || Æ 1, incl. co. Also ergibt der. 
Mittelwertsatz für harmonische Funktionen 


@ 2 [06/0] an — (iog/2 OO) —iogi 


a—2 
Die Gleichungen (7), (8), (9) ergeben‘) nun 


1) Diese Gleichung (10) ergibt sich auch unmittelbar aus der Gleichung (5), 
wenn man auf die Funktion (a) —œp(+), und auf das AuBengebiet des Kreises 
|2| = 1 den Satz von Herrn Jensen anwendet. 
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(10) lim log|Vo,(4)| = log la|+log|e] = log la| [cl, 
n—= 00 


und endlich 
a) im [Vo (| = Jet la. 


Ich habe also den folgenden Hilfssatz erhalten !): 


Ist a, a, ...x%® eine aus n Punkten bestehende Punktyruppe 
regelmäfiger Verteilung auf der Kurve C, und ist x ein beliebiger 
Punkt im Aufengebiete von OC, so ist 


2) lim |[Vo,(x)| = im a Ve - au. [aa = lel|zt 


wo 2 der entsprechende Punkt von x ist. 

Nennen wir die geschlossenen, doppelpunktslosen Kurven, die 
den Kreïisen |2| — const. = 1 in der x-Ebene entsprechen, die 
Kreïisbilder, so kônnen wir auf Grund von (12) sagen, daf wenn 
x ein Kreisbild in der z-Ebene durchläuft, der Limes 


lim Viz=2®]... [2-2] 
—= CO 


einen konstanten Wert behält. 


4. Schliefilich bemerke ich noch, da durch Ergänzung obiger 
Deduktion leicht gefolgert werden kann, daB 


Vie at... [ea 


gleichmüfig zu seinem Grenzwerte |c| |:| strebt, wenn x eine be- 
schränkte, abgeschlossene Punktmenge in der x-Ebene durchläuft, 
die im Âufern von C liegt, und mit der Kurve C keinen Punkt 
gemein hat. 


8 3 Über die Konvergenz der Folge der Lagrangeschen 
Interpolationspolynome für eine Folge von PHRIIeruppen 
regelmässiger Verteilung. 


5. Ich gehe nun zum Beweise des Konvergenzsatzes über?) 
Die Funktion f(x) sei im Innern und am Rande der Kurve 
C überall regulär. Es sei die positive Zahl ç, — 1 so nahe zur 
Eins gewählt, da das Kreisbild C, in der x- -Ebene, welches dem 


1) Vergl. Hilbert, loc. cit. p. 69. 
2) Der Beweis wird nach der von Herrn Runge durchgebildeten Methode 
geführt. 
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Kreise |z| — o, entspricht, noch immer ein Gebiet darstellt, in 
welchem f(x), incl. des Randes, regulär ist. Dann wird, auf Grund 
der allgemeinen Cauchy-Hermiteschen Formel!'), das zur re- 
gelmäfig verteilten Punktgruppe a”, a}, ...aæ gehürige Lagran- 
gesche Interpolationspolynom Z,(x) durch die Formel 

1 FE) [, _ a) 
Zi Jo, Ex ( 2, / 


dargestellt, wo die Integration nach £ entlang des Kreisbildes C, 
in positiver Richtung zu vollführen ist, und + irgend eine Stelle 
innerhalb C,, w,(x) das Polynom 


o,() = (2)... (x a) 
-.bedeutet. Aus (13) folgt für den Rest: 


1 f@&) o,(x) 
2 mi (GA 6 2 ©, (E) d£. 


(13) L, (@) = 


(14) f(&) — L,(@&) = 


Es sei o, so gewählt, daB 1 < 9, <o,, und es bezeichne C, 
das Bild des Kreises [2] = 9, Dann ist auf Grund des Hilfs- 
satzes 


nn Vlm@) cle © à 


re IN lei te ee 


(5) 


wenn x irgendeinen Punkt von C,, und £ irgendeinen Punkt von 
C, bedeutet, und zwar ist die Konvergenz für alle môglichen sol- 
chen Punktpaare x, £, gleichmäfiig. Also konvergiert, auf Grund 
von (14), die Folge der Lagrangeschen Polynome Z,(x) auf dem 
Kreisbilde C, gleichmäfig zu f(x). Aus einem Satze von Weier- 
straB folgt aber dann weiter, da die Polynome Z, (x) im ganzen, 
vom Kreiïsbilde C, umschlossenem Gebiete und folglich auch inner- 
halb und am Rande von C gleichmäBig zu f(x) konvergieren. 

Ich habe also das folgende Theorem erhalten: 

Es sei C eine stetige, doppelpunktlose, geschlossene Kurve in der 
komplexen x-Ebene, und f(x) eine analytische Funktion von x, die in- 
nerhalb der Kurve C, und an ihr selbst, überall regulür ist. Es sollen 
ferner a, a, ... x% Punkte der Kurve C bezeichnen, die regelmüflig 
verteilt sind, d. h. die durch die konforme Abbildung des Àufern von 
C auf das Àufere eines Kreises K (wobei die Punkte Unendlich ein- 


1) Als Grundlage für Konvergenzhbeweise für Lagrangesche Interpolations- 
polynome wurde diese Formel durch Hermite, Heine, Méray, Runge be- 
nützt, 
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ander entsprechen) in die Eckpundite eines dem Kreise K eingeschrie- 
benen regelmäfligen n-Ecks übergeführt werden. Bezeichnet dann L, (x) 
das zu den Stellen a°°, a, ... a, und zur Funktion f(x) gehôrige 
Lagrangesche Interpolationspolynom, d.h. diejenige ganze rationale 
Funktion von hüchstens (n—1)-tem Grade, die an den Stellen x”, 
2, .… a der Reihe nach die Funktionswerte f(x), f(xi”), ... f(&s) 


2 ? 
annimmt, so konvergiert die Folge der Interpolationspolynome 


L,(o), L,(@), 2 L,(@) -. 
in dem durch C umschlossenem Gebiete, incl. des Randes, gleichmäflig 
au f(x). 
6. Beispiele. Nimmt man æ — q(z) —c#+0c,, so erhält man 


den schon besprochenen Rungeschen Kreisfall. 
Nimmt man 


1 se 
(16) 8 = (= g(Re+) 
wo À eine positive Zahl — 1 bedeutet, so wird durch (16) das 


Aufengebiet |2| => 1 auf das AuBengebiet einer Ellipse der x- 
Ebene konform abgebildet. Ihre Brennpunkte sind — 1, +1, ihre 


Halbaxen: 
1 1 1 1 
a = (84), = (8-7) 


Nimmt man also 


2 kmi à 
(17) 4, = 6e * , Men 12m ele T 
so erhält man, durch (16), in 
2 kr 2kni, 
(18) ni 1(pe . or AN : 
k 9 R 1 
etre in) 


eine auf der Ellipse regelmälig verteilte Punktgruppe. 

Setzt man in (16) R — 1, so liefert (16) die konforme Ab- . 
bildung von |+|— 1 auf die von —1 bis +1 geradlinig aufge- 
schlitzte unendliche x-Ebene. Hier ist also C keine Jordankurve, 
sondern die doppelt zu durchlaufende geradlinige Strecke von — 1 
bis +1. Indessen sind die früheren Deduktionen auch in diesem 
Falle gültig. Die Panktgruppe regelmäfiger Verteilang wird also 
auch in diesem Falle durch (18) geliefert, und ich erhalte also, 


indem ich s — e°% setze: 
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e), PDO 


(19) a — — COS (, + —— 
Dieser, für die Anwendungen so wichtige Fall der gerad- 
linigen Strecke wurde ebenfalls durch Herrn Runge erledigt. 


$ 4 Zum Falle, wo die Funktion am Rande stetig, aber 
nicht analytisch ist. 


7. Im Folgenden will ich mich auf den Fall beschränken, wo 
die Kurve C ein Kreis, etwa der Einheitskreis || — 1 ist. 

Es sei f(x) regulär für |+| = 1, und x}, x”, ... 4% sei eine 
regelmäBig verteilte Punktgruppe auf diesem Kreise. Wir wählen 
etwa é 

2e 
ae”, k = 1,2,...n. 
Nach Herrn Runge ist dann 


lim L,(x) = f(x), 
n = 00 
und zwar gleichmäfig für |x| = 1. 

Untersuchen wir nun den allgemeineren Fall, wo die Funktion 
f(&) für [x] < 1 regulär, und für |x] = 1 sfetig ist, ohne also die 
Regularität der Funktion f(x) für |x| — 1 vorauszusetzen. Ich 
behaupte: 

Die analytische Funktion f(x) sei für | x| < 1 regulür und für 
[æ| < 1 stetig. Es bezeichne L, (x) diejenige, Lagrangesche, ganze ra- 
tionale Funktion von hüchstens (n — 1)-tem Grade, die an den n regel- 
mäfig verteillen Punkten 


2 ri 21 2 mi 


die Funktionswerte 


2 ri Ti 2) 
se : ) ie ) Er | 


annimmt. Dann ist 


lim L, (x) = (a) 
SRE ds 
für jeden inneren Punkt des Eïinheïtskreises (und zwar gleichmäflig 
für |x| = o < 1] An den Stellen des Eïinheitskreises selbst kann 
aber die Folge der L,(x), bei passendem f(x), divergieren. 
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8. Ich beweise zunächst die Konvergenz für die inneren 
Punkte + des Einheïtskreises. Die Cauchy-Hermitesche In- 
tegralformel (18) ist hier nicht anwendbar, da ich über das Ver- 
halten von fæ) auferhalb des Einheitskreises nichts vorausgesetzt 
habe. Aber in diesem Falle führt die Lagrangesche Formel 
selbst äuferst einfach zum Ziele. 


Nach Lagrange ist ganz allgemein 


20 1 mie sai OU Le ba 
( ) n (&) 12 f(x) œ' (2) (æ— x) ? 
wo 

(x) = (x—4,)\(x—x,)...(r—x,). 

Hier ist , — e ” , also @(x) = 2"—1, w! (tn) = ne —_ 
und also 5; 
1, = E fo) = 

(21) % 
SU Cdi Gun LE) Le 
RE 1 FRA 2, . ra 
Nun ist aber 
n Je Re NA 1 S f(x) 2x 
er tn | mie x À 
@2) 1 ii f (e'9) 10 dô — E “PA f(E) dE ed ïè 
2xi Jp) e— + 2ni J ,E-e = f(x). 
Weiter ist 
no. LC) 4% ns Ml, 1 < RE xl" 
(23) pe an < |x| 2 ele LA [x|”, 


wenn |f(x)| £ M, für [| <1. Also ist mit Rücksicht auf (21), 
(22) und (23) in der Tat 
lim L,(x) = f(x), 
HN ne 

und zwar gleichmäfig in jedem Kreise |x| £ 6 < 1. 

9. Um die Môglichkeit der Divergenz der ZL,(x) am Einheïts- 
kreise selbst nachweisen zu kônnen, betrachten wir zunächst das 
Polynom 2n-ten Grades 
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(24) QC) =9(n = + pt FRET mt 
wo » eine beliebige positive ungerade ganze Zahl bedeutet. Als 
Interpolationspunkte 4,, #,,...4, wähle ich die negativ genommenen 
Wurzeln der Gleichung æ*—1 — 0 (die auf dem Einheitskreise 
regelmäfig verteilt sind). Eine einfache Rechnung zeigt nun, da8 
das zu *,,%,,...4, und g(x) gehôrige Lagrangesche Interpolations- 
polynom Z,. (x) an der Stelle x — 1 den Wert 


RE | 1 
(25) LD = 2(S+g+e +) 


besitzt, also beliebig gro8 sein kann, während |g(n,x)| < 6 ist 
für |x| < 1, welchen Wert die positive ganze Zahl » auch habe 1. 
Ich bilde nun die unendliche Reïhe 
e, g(8",x) 
(26) OR se 
= 1 
Sie stellt eine für [x| = 1 reguläre, für [x| = 1 stetige Funk- 
tion dar, und es läBt sich unschwer beweïsen, was ich in einer 
anderen Publikation auseinandersetzen môchte, daB die Interpola- 
tionsfolge L,(x) an der Stelle x = 1, 


(27) L, (1), L (1), ..: L, (D, . 
divergiert. Namentlich ist lim sup L,(1) = +oo. 
n = OO 


Die Interpolationsstellen 2, 2, ...41% für G(x) sind hier 
die Eckpunkte desjenigen dem Kreise |x| — 1 eingeschriebenen 
regelmäBigen n-Ecks, dessen einer Eckpunkt der Punkt x = —1 
ist ?). 


$ 5. Interpolationsreihen. 


10. Es sei C eine geschlossene Kurve und f(x) im Innern 
und am Rande des umschlossenen Gebietes regulär. Ich frage: 


1) Vergl. meine Arbeiten über Fourierreihen und Potenzreihen. 
2) Für gerades » ist natürlich Z, (1) = f(1), so daB also lim L,,(1) = f(1); 
= 


hingegen ist z. B. lim ZL,(1) — oo, wo n — 3°, — Die entsprechende Di- 
= 0 

vergenz-Erscheinung bei der gewôühnlichen trigonometrischen Interpolation mit 

(2n + 1) äquidistanten Abscissen wurde in der wichtigen Arbeit von Herrn Faber: 

Uber stetige Funktionen (zweite Abhandlung), [Math. Annalen, Bd. 69, 1910, 

p. 372—448; ïi. p. 427] behandelt. 
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gibt es eine, auf der Kurve C gelegene, unendliche Folge von 
Punkten - 


(28) Gin une Buse 


so daB, im Innern und am Rande von C, die Folge LZ, (x) gleich- 
mäbig zu f(x) konvergiert? Hier bedeutet ZL, (x) das zu #,, 2, ... x, 
und f(x) gehôürige Lagrangesche Interpolationspolynom. Es wird 
also eine Interpolation gefordert, bei welcher die (n + 1)-te Punkt- 
gruppe aus der »-ten einfach dadurch hervorgeht, daB zur #-ten 
ein neuer Punkt hinzutritt. 

Für den Kreis [x] — 1 lautet eine Lôüsung dieser Aufgabe 
folgendermaBen: Es sei s eine komplexe Zahl vom ahsoluten Be- 
trage 1, die keine Einheitswurzel ist (d. h. &s — el, wo à irra- 
tional ist). Dann ist 
(29) D OR TUE: E de Mn Eee 


eine Punktfolge auf dem Einheitskreise die die geforderte Eigen- 
schaft besitzt. Eür eine beliebige Kurve C ist 

(80) 2, = pe), à = pe), ... a, = p(e") 

die gewünschte Punktfolge, wo (2) die, früher FN kon- 
forme Abbildung vermittelnde Funktion (1) ist. 

Daraus ergibt sich der Satz, daf eine jede, innerhalb und am 
Rande des durch die Kurve C umschlossenen Gebietes reguläre 
analytische Funktion f(x) eine ebenda gleichmäfig konvergente 
Reïhenentwickelung 


(31) f(x) Te A+a(t-x)+...+a(r—x)...(r—2,) +: 
= À 0,8,() 


gestattet. Hier sind die Polynome P,(x) nur von der geometri- 
schen Gestalt der Kurve C und von der Wahl von & abhängig, 
also von der Funktion f(x) vüllig unabhängig ‘), wäbrend die Koef- 
fizienten a, von der besonderen Wahl der zu entwickelnden Funk- 


1) Wir sehen also, daB sich auch auf dem Wege der gewühnlichen Lagrange- 
schen Interpolation solche Entwickelungen nach Polynomen P, (x) aufstellen lassen, 
die der Forderung von Herrn Faber genüge leisten. $S. Faber: Über poly- 
nomische Entwickelungen, Math. Annalen, Bd. 57, 1903, p. 389—408, und Pi- 
card: Traité d'Analyse, 2ième Édition, Tome II, 1905, p. 319—321. — Herr 
Faber setzt voraus, daB die Kurve C aus einem einzigen regulären analytischen 
Zuge besteht, und gelangt zu seiner Entwickelung ebenfalls durch Kon formes Ab- 
bildung des AuBengebietes von C. 
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tion f(x) abhängen. So läft z. B. jede, im Einheitskreise AE 
reguläre Funktion f(x) eine für |x| = 1 gleichmäfig konvergente 
Entwickelung 


a+ a (t—e)+...+a,(x—e)...(x— 8") +... 


PLERE : 
(e — 0, = irrational) 


zu. Weiter läft sich jede Funktion f(x), die an jeder Stelle der 
Strecke — 1 = x = +1 regulär ist, in die Interpolationsreihe 
E: 


f(&) = a,+ a, (x — cos 0) +... 
+ a, (& — cos 0) (x — cos 26)... (x — cos n0) +... 


entwickeln, die in einer genügend abgeplatteten Ellipse mit den 
. Foci x — +1 — also jedenfalls auf der Strecke —1 = x = +1 
selbst — gleichmäfig konvergiert. Hier bedeutet 8 eine beliebige, 


aber feste reelle Zahl, für welche das Verhältnis | irrational ist. 


U. 5. w. 

Die Beweise dieser Sätze, die ich bei einer anderen Gelegen- 
heit auszuführen beabsichtige, stützen sich wesentlich auf gewisse 
Sätze der Herrn Sierpinski und Weyl über die Gleichvertei- 
lung von Zahlen mod. Eins, und auf den Satz von Herrn Weyl 
über die Berechnung des bestimmten Integrals mit Hilfe einer auf 
dem Kreise ,gleichmäfig-dicht verteilten‘ Zahlenfolge‘). 


1) S. Weyl: Über die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins; Math, An- 
nalen, Bd. 77, 1916, p. 313—352. 


Über isomere Legierungen. 
Von 
G. Tammanvn. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 20. Dezember 1918. 


Kommen zwei Metalle gleichzeitig zur Ausscheidang in einem 
Temperaturgebiet, innerhalb dessen ein Platzwechsel in dem gebil- 
deten Mischkristall nicht besteht, so kann sich die normale Atom- 
verteilung in ihm nicht herstellen, sondern es wird wahrscheinlich 
die regellose Verteilung entstehen. Denn es ist sehr wahrschein- 
lich, daB sich die normale, stabile Verteilung nicht sofort, bei der 
Besetzung des Raumgitters durch die Atome herstellt, sondern 
erst nachträglich im Kraftfelde des Mischkristalls. 

Über die bei der Ausscheidung zweier Metalle aus Lüsungen 
gebildeten, kristallinischen oder kryptokristallinischen Produkte 
liegen Beobachtungen vor, doch sind die Eigenschaften dieser Pro- 
dukte mit den beim Zusammenschmelzen beider Metalle entste- 
henden nicht verglichen worden, weil zur Zeit, als diese Beob- 
achtungen angestellt wurden, die aus den Schmelzen entstehenden 
Legierungsreihen nur mangelhaft oder garnicht bekannt waren. 
Kristallinische, binäre Metallgemische kônnen aus den Lôüsungen 
beider Metalle auf folgenden Wegen erhalten werden: 

1) In galvanischen Elementen aus zwei Metallen in der Lô- 
sung des unedleren. 

2) Bei der Elektrolyse einer zwei Metalle enthaltenden Lôsung. 
3) Bei der Fällung der Lôüsungen eines Metalls durch ein un- 
edleres. 

4) Bei der Reduktion einer zwei Metalle enthaltenden Lôsung. 

Die Eigenschaften dieser Produkte sind mit den aus ihren 
_ Schmelzen erhaltenen zu vergleichen. Zuvor aber ist es erwünscht, 
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Anbhaltspunkte zu erhalten über das Diffusionsvermügen eines Me- 
talls, das auf der Kathode eines anderen Metalles abgeschieden 
wird. Auch hierüber gibt es Angaben, die aber noch zu ergänzen 
‘sind, damit sie zu einem Gesamtbilde zusammengefaft. werden 
kônnen. Dieses Diffusionsvermügen, das der Metallatome im statu 
nascendi, ist mit dem Platzwechsel zweier Atomarten in einem 
Mischkristall nicht zu verwechseln. 


I Ausscheidung des unedleren Metalls auf dem edleren im 
galvanischen Element. u 


Raoult') umwickelte Au-Plättchen mit Drähten aus uned- 
leren Metallen und brachte sie in die Lüsungen der Salze des un- 
edleren Metalls. 

S In den heïfen Lüsungen der Chloride oder Sulfate von Zn, 
Cd und Sn werden die Au-Plättchen bald wei8, indem Zn, Cd oder 
Sn in das Au dringen; denn bei der Behandlung der Plättchen mit 
Säure bilden sich auf ihnen braune oder orange Flecken von zu- 
rückbleibendem, feinverteiltem Au, als Zeichen dafür, dass die un- 
edlen Metalle in das Au difundiert sind. In Elementen aus Au- 
Fe, Au-Ni, Au-Sb, Au-Pb, Au-Cu und Au-Ag entstehen auf dem 
Au keine sichtbaren Niederschläge, weder in den heïfen noch in 
den kalten Lüsungen der unedleren Metalle. 

Auch auf Cu schlagen sich Cd, Zn oder Sn aus ihren heifen 
Lôüsungen nieder, aber in sehr geringer Menge. 

Das Kriterium Raoults, welches Es über die Diffusionsfähig- 
keit der Atome des unedleren Metalles im status nascens in das 
edlere Aufschluf gab, ist recht unempfndlich, denn es gründet 
sich auf eine Farbenänderung des edleren Metalles, die erst nach 
Abscheïidung nicht unerheblicher Mengen des unedlen Metalles 
merklich wird. Viel empfindlicher ist das folgende Verfahren, 
welches über die Diffusionsfähigkeit der ihrer Ladungen beraubten 
Kationen in ein edleres Metall auch bei auferordentlich geringen 
Mengen desselben weitgehende Aufschlüsse gibt. 

Schlieft man ein Element, in dem zwei Metalle in die Lüsung 
eines unedleren Metalles tauchen, kurz, so werden Kationen des 
unedleren Metalles am edleren sich niederschlagen. Wenn die 
Diffusionsgeschwindigkeit der Atome des unedleren Metalls in das 
edlere verschwindend klein ist, so wird nach Üffnen des Elementes 
seine Spannung schnell auf die ursprüngliche vor dem Kurzschluf 


1) Compt. rend. 76, S. 156, 1873. 
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ansteigen, denn es kann sich in diesem Fall nur um die Abschei- 
dung einer sehr dünnen Schicht des unedleren Metalls handeln, 
die vom Sauerstoffhaltigen Elektrolyten schnell entfernt wird. 
Wenn die Diffusionsgeschwindigkeit dagegen merklich ist, so wird: 
dieses Ansteigen sehr viel langsamer erfolgen, da die Metallatome 
des unedleren Metalls nicht nur an der Oberfläche sitzen, sondern 
tiefer ins Raumgitter des edleren Metalls gedrungen sind, und 
daher Zeit brauchen, um an die Oberfläche zu gelangen, um hier 
unter Teiïlnahme des gelüsten Sauerstoffs in den Elektrolyten zu 
gelangen. 

Mift man die Spannungen des Elementes mit dem Elektro- 
meter, so kann man dieses Verfahren zum Nachweise einer merk- 
lichen Diffusion des unedleren in das edlere Metall sehr empfind- 
lich machen. Auch wenn eine Verfärbung der Au- oder Cu-Ka- 
thode nach Kurzschluf des Elementes mit einer Zn- oder Cd-Ka- 
thode noch längst nicht wahrzunehmen ist, so zeigt doch die Span- 
nungs-Zeit-Kurye nach Aufhebung des Kurzschlusses sehr erheb- 
liche Diffusion der beiden unedleren in die beiden edleren Metalle an. 

Man kapn also in dieser Weise einen Einblick in die Diffu- 
sionsgeschwindigkeit von Atomen in statu nascendi in das Raum- 
gitter eines andern edleren Metalles bei relativ tiefen Tempera- 
turen gewinnen, und kônnte auch dieses Verfahren zu einer Meñ- 
methode ausgestalten. 

Die Spannungs-Zeit-Kurven nach Aufhebung des Kurzschlusses 
werden sich bei verschiedenen Metallpaaren zwischen zwei Grenz- 
fällen mit der Natur des Metallpaares ändern. Wenn die Atome 
des unedleren in das edlere Metall nicht eindringen, so wird sich 
auf ihm nur eine Schicht von Atomen des unedleren beim Kurz- 
schluf abscheiden, diese Schicht wird beim Üffnen des Klementes 
sehr schnell verschwiriden und die Spannung wird daher schnell 


bis zur stationären Spannung ansteigen. . ist also gleich nach 


Aufhebung des Kurzschlusses sehr groB und wird schnell verschwin- 
dend klein. Wenn dagegen die Atome des unedleren in das ed- 
lere Metall eindringen, so wird die bei Kurzschluf abgeschiedene 
Menge des unedleren Metalls sehr viel grôfer sein, als wenn sie 
nicht eindringen, und es entstehen Schichten, die nach der Ober- 
fläche hin immer reicher am unedleren Metall sind. Nach Auf- 
hebung des Kurzschlusses wird daher in diesem Fall die Spannung 


vom Nullwert nur langsam steigen; im Grenzfall wird _ zuerst 


verschwindend klein sein und späterhin, wenn die am unedleren 
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* Metall reichen Schichten oxydiert sind, merkliche, mit der Zeit 
wachsende Werte annehmen. Dem ersten Fall entspricht nahezu 
das Verhalten der Zn-Atome zum Cd im Elemente Zn | 0.2 Mol. 
ZnSO4 | Cd, Fig. 1. Auch nach 18stündigem Kurzschluf wächst 
die Spannung nach Stromôffnung in einer Minute fast auf ihren 
Wert vor dem KurzschluB, während die Spannung des Elementes 
Zn | 0.2 Zn SOi | Hg schon nach ?stündigem Kurzschluf nur sebr 
wenig gestiegen ist, À 


1,3 


1,2 


Anlorzns04/Au 
17 St. Kurz 


Col/1.0 CASOa|Cu 485, Kurz. 


10,74 


| 0,79 


0,45 L 


Zn /o2ZnSOu Hg 14 Min: Kurz 


Zn/o2ZnSOu/Cd 18 St. kurz 10,473 


Znjo2ZnS$0u | Fe 


Cu H.oCuSUa/Au 3.5 St. Kurz 0217 


Zn/o.ù 2nS$04/Hg LSt.Kurz 


10 20 30 40 50 60 70 80 90 409 


Figur 4. 


Egl. Ges, d. Wiss, Nachrichten, Math,-phys. Klasso, 1918, Hoft 8. 24 
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Von grofem Eïinfluf auf die Erholung der Elemente ist die 
Dauer des Kurzschlusses, nur im ersten Fall ist sie ohne Einfluf 
auf die Spannungs-Zeit-Kurve, weil es zur Abscheidung einer 
Schicht von der Dicke eines Atoms nur eines sehr kurzen Kurz- 
schlusses bedarf, und ein dauernder KurzschluB immer nur diesen 
Zustand erhält, da nur das sich lôsende Zn-Atom durch ein sich 
ausscheidendes ersetzt wird. In der Tat sind die Spannungs-Zeit- 
Kurven des Zn | 0.2 Zn SO4 | Cd Elementes nach einem Kurzschluf 
von 1, 2, 7 oder 1080 Minuten von einander kaum merklich ver- 
schieden. Dagegen ist die Dauer des Kurzschlusses auf die Er- 
holung aller Elemente mit Ausnahme der des reinen Typus des 
ersten Falles von groBem Einfluf, und am grôften ist dieser Ein- 
fluf bei den Elementen des zweiten Typus, beim Zn | 0.2 Zn SOi | 
Hg-Element für das in Fig. 1 die Erholungskurven nach 1 und 
nach 120 Minuten von einander sehr unterschieden sind; sie wären 
es wohl noch mehr, wenn das benutzte Hg freier von unedleren 
Metallen gewesen wäre. 

In Fig. 1 sind aufer den Erholungskurven der beiden Grenz- 
typen, der Elemente Zn | 0.2 Zn SO | Cd = 0.30 Volt und Zn | 
0.2 Zn SOs | Hg — 0,45 Volt noch die folgender, Elemente ange- 
geben: 

Zn | 0.2 Mol Zn SO4 | Ag — 1.28 Volt; Zn | 0.2 Zn SO | Au — 
1.21 Volt; Cd | 10 Cd SO4 | Cu = 0.71 Volt; Zn | 0.2 Zn SOs | Ni 
— 0.79 Volt; Zn | 0.2 Zn SO4 | Fe — 0.47 Volt und Cu | 1.0 Cu 
SO | Au — 0.22 Volt. Die Dauer des Kurzschlusses ist jeder 
Kurve beigeschrieben. Die Spannungen der Elemente gleich nach 
ihrer Zusammenstellung sind den aufgezählten Elementen beige- 
schrieben. 

Die Metallpaare dieser Elemente bilden miteinander Verbin- 
dungen und Mischkristallreihen, oder wie Cu und Au eine lücken- 
lose Mischkristallreihe. In dieser Beziehung unterscheiden sich 
diese Metallpaare von Zn-Cd, welche keine Verbindung miteinander 
eingehen und aus ihren flüssigen Mischuñgen sich als praktisch 
. reine Metalle ausscheiden. Der Schwerlôslichkeit des Zn in kri- 
stallisiertem Cd bei der eutektischen Temperatur entspricht bei 
15° eine Unlôslichkeit von Zn in Cd, während bei allen anderen 
Metallpaaren, die Verbindungen oder Mischkristallreihen bilden, 
die Atome des unedleren Metalls in das edlere auch bei 15° ein- 
zudringen vermügen. 

Es ist sehr wahrscheinlich, daf auch die Metallpaare, für die 
Raoult eine merkliche Abscheidung des unedleren Metalls auf dem 
edleren nicht nachweisen konnte, Erholungskurven des mittleren 
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Typus zeigen würden; für Cu-Au ist das nachgewiesen worden. 
Man kommt also zum Resultat, daB die Atome des unedleren"Me- 
talls in statu nascendi nur dann in das edlere Metall nicht ein- 
dringen kôünnen, wenn auch bei hôheren Temperaturen aus den 
flüssigen Mischungen das unedlere in das edlere Metall nicht merk- 
lich eindringt. 

Die Frage, ob sich beim Kurzschluf jener Elemente Schichten 
bilden, welche die Zusammensetzung und Eigenschaften der aus 
den flüssigen Mischungen beider Metalle entstehenden Kôrper haben, 
kann ebenfalls auf Grund der Erholungskurven beantwortet werden. 
Wenn solche Schichten mit stetig abnehmender Konzentration des 
unedleren Metalls nach der Tiefe hin entstehen sollten, so müfBten 
Zeit-Intervallen mit unveränderlichen Spannungen auf den Erho- 
lungskurven, Konzentrations-Intervalle derselben unveränderlichen 
Spannungen auf den Spannungs-Konzentrationslinien entsprechen, 
und durch die Gleichheït der beiden Spannungen wären die frag- 
lichen Schichten mit den betreffenden Legierungsreihen identifiziert. 
Vergleicht man die Erholungskurven mit den Spannungs-Konzen- 
trationslinien der untersuchten Metallpaare, so sieht man, daB die 
Spannung der Erholungskurven nicht die Spannungs-Konzentra- 
tionslinien durchläuft. Die Knicke auf den Erholungskurven der 
Elemente Zn | 0.2 Zn SOi | Ag und Zn | 0.2 Zn SO: | Au entsprechen 
nicht unveränderlichen Spannungen auf den Spannungs-Konzentra- 
tionslinien, nur die eine Zeit lang unveränderliche Spannung von 
0,20 Volt auf der Erholungskurve des Elementes Cd | 1.0 Cd SO: | Cu 
entspricht nahezu der Spannungsdifferenz von Cds Cu: gegen Cd, 
die Puschin!) für die nach R. Sahmen?) aus dem Schmelzfluf 
entstandene Kristallart Cds Cu zu 0,24 Volt angab. Es wäre 
also môglich, daf sich auf dem Cu eine sehr dünne, dem Cds Cuz 
ähnliche Schicht gebildet hat, die von erheblich Cd-ärmeren Schichten 
unterlagert und von Cd-reicheren überlagert ist. 

In der Regel sind die Schichten, die sich beim Kurzschluf : 
unseres Elements bilden, mit den erschmolzenen Legierungsreihen 
nicht zu vergleichen. Denn zum Teil kônnten sie Verteilungen 
der Atome des unedleren Metalls:im Raumgitter des edleren sein. 
Hierbei wäre das Gitter des edleren Metalls von dessen Atomen 
fast wie in seinem normalen Zustande besetzt, während die Atome 
des unedleren vielleicht regellos in den Gitterelementen des ed- 
leren verteilt wären. Diese Auffassung würde dem Umstande 


1) Zeitschrift f. anorg. Chem. 56, $. 42, 1908. 
2) Zeitschrift f. anorg. Chem. 49, S. 301, 1906. 
24* 
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Rechnung tragen, daB das edlere Metall leicht seinen Gehalt an 
unedlerem verliert, was bei den aus ihren Schmelzen gebildeten 
Legierungen nur bis zu einem bestimmten Gehalt an unedlerem 
Metall môglich ist. Es ist aber auch sehr wohl müglich, daf in 
den Kathoden auch die Bildung neuer Kristallarten eintritt. 

Zu diesen Resultaten in einem gewissen Gegensatz stehen die 
von À. Coehn und Dannenberg!), welche die Zersetzungsspan- 
nung ein und desselben Elektrolyten an Kathoden aus verschie- 
denen Metallen bestimmten, um auf diesem Wege einen Einblick 
über die ,Legierungsfähigkeit“ eines Metallpaares bei etwa 20° zu 
erhalten. Dringen die Kationen des Elektrolyten bei kathodischer 
Polarisation des zu untersuchenden Metalles ein, so wirkt das 
Metall gewissermafien depolarisierend und die Zersetzungsspannung 
des Kathions wird kleiner ausfallen, als wenn dieses Eindringen 
nicht stattfindet. Man künnte also auf diesem Wege die Diffusion 
der Metallatome des Kations in das Metall der Kathode nach- 
weisen. In diesem Sinne ist auch diese Methode zum Nachweise 
der ,Legierungsfähigkeit“ beider Metalle vorgeschlagen und be- 
nutzt worden. Sie soll aber keinen AufschluB über das spezielle 
Verhalten der beiden Metalle in den Mischungen ïhrer Schmelzen 
geben, sondern nur entscheiden, ob bei der betreffenden Versuchs- 
temperatur die Metallatome der Kationen in das Metall der Ka- 
thode diffandieren oder nicht. 

In der folgenden Tabelle sind die Resultate der Versuche von 
Coehn und Dannenberg angegeben, in ihr sind die Differenzen 
der Zersetzungsspannungen eines Kations an verschiedenen Ka- 
thoden gegen die hüchste der gefandenen Zersetzungsspannungen 
tabelliert. 


Abscheidung aus dem Elektrolyten an Hg Pt Cu Ag Au 
von : 
Zn aus alkalischer Lôsung v. ZnO 0,15 0,02 0,00 0,00 0,00 Volt 
Cd Cd SO, + x KCy-Lüsung 0,12 0,00 0,00 
Fe Eisenoxydsalz u. Ammoniumoxalat 0,02 0,00 
Cu Cu’ 0,5 Mol Cu $S0, + 0,47 Mol H, 80, 0,04 0,00 0,00 
Cu’ im Läter 0,08 0,00 0,00 
Ag K Ag Cy,-Lôsung 0,09 0,00 (0,04) 
Hg 0,005 Mol Hg (NO;) -+ 0,56 Mol 
HNO, im Liter 0,02 0,10 


Man ersieht, daB an einer Hg-Kathode die untersuchten Me- 
talle bei merklich kleinerer Spannung abgeschieden werden, als an 


1) Zeitschrift f. phys. Chem. 38, S. 609, 1901. 
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Kathoden aus anderen Metallen, weil die Metallatome der Kationen 
in das Hg eindringen. Auch scheidet sich Hg an Pt und erst recht 
an Au bei einer kleineren Spannung ab, als sie seiner Stellung in 
der Spannungsreihe entspricht. 

Im Allgemeinen unterscheiden sich die Zersetzungsspannungen 
der Metalle an Pt-Kathoden von denen an Cu-, Ag- oder Au-Ka- 
thoden nicht, nur bei der Ausscheidung des Zn am Pt ist eine ge- 
ringe Erniedrigung der Zersetzungsspannung zu beobachten. Die 
Unterschiede, die sich betreffs der Diffusionsgeschwindigkeit von 
Metallatomen währénd des Verlustes ihrer Ladungen in Kathoden 
aus verschiedenen Metallen bei Anwendung der Verfahren von 
Raoult und Coehn ergeben haben, sind wohl hauptsächlich auf 
das Verhalten der verschiedenen Elektrolyte und der Stromdichten 

.in beïden Fällen zurückzuführen. Es wäre zu prüfen, ob das Ver- 
fahren von Coehn bei Anwendung von nicht komplexen Elektro- 
lyten, soweit das môglich ist, nicht Resultate ergibt, die sich denen 
von Raoult nähern. 


IT. Die Abscheïidungen an der Kathode aus einem binären 
Elektrolyten. 


Für die Spannungskonzentrationslinien binärer Legierungs- 
reihen gelten wie früher !) gezeigt wurde, ganz verschiedene Regeln, 
je nachdem in der betreffenden Legierungsreihe Diffusion besteht, 
oder die beiden Atomarten nur um ïhre Gitterpunkte schwingen. 
Vollzieht sich die Elektrolyse in einem Temperaturgebiet, in dem 
in der sich ausscheidenden Legierung Diffusion besteht, so kann 
aus den Spannungskonzentrationslinien für eine bestimmte bei der 
Elektrolyse wirkende Spannung die Zusammensetzung der kathodi- 
schen Abscheïidung ermittelt werden, weil dann die Legierungen 
mit Elektrolyten bestimmter Zusammensetzung im Gleichgewicht 
sind. Vollzieht sich aber die Elektrolyse in einem Temperatur- 
gebiet, in dem keine Diffusion im kathodischen Abscheidungspro- 
dukt besteht, so kônnen aus den Spannungskonzentrationslinien 
der Legierungsreihe keine Schlüsse auf die Zusammensetzung der 
metallischen Abscheidungen gezogen werden. 

Die Zusammensetzung dieser Abscheidungen ist eigentlich nur 
für die Abscheidungen kompakter Beschaffenheit untersucht worden, 
weil technische und analytische Interessen die Aufmerksamkeit 


1) Nachrichten der Kônigl. Ges. d. Wiss. zu Güttingen 1917. 
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gerade auf diese lenkten. Der Untersuchung fein verteilter Ab- 
scheidungen ging man aus dem Wege. 

Über die Abscheidung von Schwermetallen aus ihren Lôsungen, 
in denen auch Leichtmetalle in grôBeren Konzentrationen enthalten 
sind, hat À. Siemens‘) auf Anregung von Herrn Prof. Coehn 
eine Untersuchung ausgeführt. Aus MgSOui-reichen Lôsungen kann 
Ni in kompakter Form mit einem Mg-Gehalt bis zu 2.6 ‘/o ausge- 
schieden werden. Auch Co und Fe scheiden sich aus solchen Lô- 
sungen Mg-haltig aus, das Fe enthält bis zu 0.3 °/o Mg. Dagegen 
nimmt Zn nur Spuren von Mg auf. Aus Lôsungen, die Alkali- 
metalle und Ni oder Sn enthalten, scheiden sich diese beiden Me- 
talle mit Spuren von Alkalimetallen aus, denn das Potential dieser 
Ausscheidungen ist unedler als das der aus Alkali-freien Lüsungen 
abgeschiedenen Metalle. Fe und Ag nehmen im Gregensatz zu Ni 
und Sn keine nachweïisbaren Mengen von Alkalimetallen auf. 

Die Spannungen der aus Leichtmetalle enthaltenden Lôsungen 
entstandenen Schwermetalle gegen die Wasserstoffelektrode lagen 
durchweg zwischen der des Schwermetalls und der des Leicht- 
metalls, ein Zeichen dafür, daf das Leichtmetall nicht als besondere 
Phase vorhanden, sondern im Schwermetall gelôst war. 

Ni, das sich aus einer Mg-haltigen Schmelze ausscheidet, ent- 
hält nach Vof?) nicht nachweisbare Mengen von Mg (weniger als 
0.2 / Mg), während das bei 15° aus der Lôsung von Ni SO: u. Mg 
SO gefällte Ni bis 2.6 % Mg enthalten kann. Die aus der Schmelze 
und die bei der Elektrolyse entstehenden Legierungen mit gleichem 
Mg-Gehalt sind also nicht identisch. Die aus der Schmelze ent- 
standenen bestehen aus viel Ni- und wenig Ni: Mg-Kristallen. Die 
bei der Elektrolyse entstehenden sind Mischkristalle. Wäre in 
diesen Mischkristallen die Verteilung der beiden Atomarten im 
Gitter des «-Ni die normale, so kônnte ihre galvanometrisch ge- 
messene Spannung von der des Ni nicht verschieden sein, nach 
Siemens ist sie aber bis 0.06 Volt grôBer als die des Ni. Es ist 
wabrscheinlich, da die Verteilung beider Atomarten in diesen 
Mischkristallen die regellose ist. Dieselbe atomistische Struktur 
gilt wohl auch für die elektrolytisch erzeugten Legierungen *) von 
Zn und Cu, Sn und Cu, und die von Kremann“) hergestellten 
aus Fe und Ni; auch für diese Produkte ist es unwahrscheinlich, 
daf sie mit den aus den Schmelzen entstandenen identisch sind. 


1) Zeitschrift für anorg. Chemie, 41, $. 249, 1904. 
2) Zeitschrift für anorg. Chemie, 47, $. 63, 1908. 
8) F. Foerster, Elektrochemie, S. 317—326, 1915. 
4) Sitzungsberichte d. Wiener Akademie, B. 122, S. 999 u. 1479, 1914. 
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Um eine Übersicht über den Einflu8 der Zusammensetzung 
eines gemischten Elektrolÿten und der Stromdichte auf die Zusam- 
mensetzung der kathodischen Abscheidung zu erhalten, wurden 
Lüsungen von Cd SO: und Cu SO: elektrolysiert. Bei den in An- 
- wendung kommenden Stromdichten waren die Abscheidungen fein 
verteilt und/lieBen sich leicht von der als Kathode dienenden Pt- 
Schale abwischen. Als Anode diente eine Pt-Spirale. Die pulver- 
fôrmige Abscheidung an der Kathode von 150 qgem Oberfläche 
wurde zur Entfernung des, Cu Sos mit einer Lôüsung von 0.1 Cd SOs 
gewaschen, in ein galvanisches Element: Abscheidung | 0.1 Mol. 
Cd SO: | Cd, gebracht und die Spannung dieses Elementes am Elek- 
trometer gemessen, um eine Vorstellung vom Cd-Gehalt der Ab- 
scheidung zu erhalten. Wenn auch die Spannungen der Abschei- 
dungen gegen Cd nicht proportional ïihrem Cu-Gehalt wachsen, so 
” geben sie doch eine Vorstellung davon, ob ihr Cd-Gehalt ab- oder 
zunimmt. 

In der folgenden Tabelle sind die Resultate dieser Messungen 
zusammengestellt und in Fig. 2 sind sie übersichtlich vereinigt. 


20 Minuten elektrolysiert bei 0,5 Volt und 0.0032 Ampère Stromdichte. 


Ca ; Spannung 
te h 
Cu Elektrolyt Farbe des Niederschlages been CA 
1 0.05 CuS0, +005 CdSO, Cu-Farbe 0.612 Volt 
2 0.033 ,  —-0.066 æ Ou-Farbe 0.657 , 
4 0.020 , 0.080", grau u. graubraun 0.436 , 
OPAD DICO EE IO0IORRRE rein grau 0.189 , 

20 Minuten elektrolysiert bei 3,0 Volt und 0.0070 Ampère. 
O0 0.1 CuSO,+0.00 CdS0, Cu-Farbe O6IT, 

dunkelbraun mit Stich 

1 0.05 " + 0.050 " ins Cu-farbige 0.462 , 
2 0.033 4, <+0.066 rein grau 0.209 , 
4 0.02 » + 0.08 5 rein grau 0.005 , 

2 Minuten elektrolysiert bei 11 Volt und 0.015 Ampère. 

braun und schwammig 

0 0.1 CuSO, +0. S ; 

uSO, + 0.00 CdsO, B,-Entwicklung 0.631 , 
4% 0.090 ,;  <+0.010 schwarz H,-Entwicklung 0.596 , 
1 0.080 ,  <+0.020 , dunkelgrau à 0.230 , 
8. 0.060 0040 | pra k 0.228 , 
LAONDOMES + 0.050  , grau à 0.049 , 
3 0.040 4,4} <+0.060 , grau : 0.009 


Mit abnehmendem Cu-Gehalt des Elektrolyten nimmt auch die 
Kupferfärbung der Abscheidung ab und ebenso ihre Spannung 
gegen Cd. Je geringer die Stromstärke ist, bei um so grüfieren 
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0.04 0,02 O03 O0 0.05 O106  a07 O08 0109 O10 
Gusoy | Gchoit des EleKtralyten an C40, 


Figur Z 


[2 


Cu-Gehalten des Elektrolyten treten diese Erscheinungen auf. Man 
kann also durch Ânderung des Cu-Gehaltes im Elektrolyten und 
der Stromdichte Abscheidungen mit beliebigen Spannungen, die 
zwischen der des Ca gegen Cd und Null liegen, erzielen. 

Die aus den Schmelzen entstandene Legierungsreihe Cu-Cd 
verhält sich ganz anders, ihnen sollte eine Spannungskonzentra- 
tionslinie mit zwei diskontinuierlichen Spannungsabnahmen bei 
den Zusammensetzungen Cu: Cds und Cu Cd zukommen. Die von 
Puschin (1.c.) durchmessene Linie weist allerdings nur einen 
Spannungs-Abfall in der Nähe von Cd:Cds auf, aber nach R. 
Sahmen (lc.) wird die Reaktion Cu + Schmelze — Cu: Cd auch 
beim Tempern nie vollständig, daher tritt auch der zweite Abfall 
nicht bei Cu: Cd ein sondern erst bei viel Cu-reicheren Legierungen 
und derselbe hat dann auch nicht mehr einen diskontinuierlichen 
Charakter. 

Es künnen also die aus den Schmelzen entstandene und die 
elektrolytisch hergestellte Legierungsreihe nicht identisch sein. 
Von diesen werden in den Cd-reichen die beiden Atomarten im 
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Giker des Cd und in den Cu-reichen die beïiden Atomarten im 
Gitter des Cu regellos verteilt sein Ob den Abscheidungen mitt- 
leren Cd-Gehaltes eines dieser beiden Gitter oder beide oder schlief- 
Lich ein besonderes Gitter zukommt, bleibt dahingestellt. 


II. Die Fällung von Metallen aus ihren Lôsungen durch 
unedlere Metalle. 

Daf ein unedleres Metall ein edleres aus semer Lüsung fällt, 
ist allgemein bekannt. Weniger bekannt ist aber, daf häufs das 
edlere Metall mitsefallt wird Diese Beobachtung wurde zuerst 
von N. W. Fischer’) gemacht. Erst Mylius und Fromme”} 


“haben die Bedingungen dieser Mitfällueg eingehend untersucht. 


Zur Zeit dieser Untersuchung waren die aus ihren Schmelzen ent- 
standenen Legierungsreïhen wenig bekanni, dsher war Mylius 
damals beim Vergleichen seiner Metallfällangen mit den Verbin- 
dungen, die sich in den ans Schmelzftissen hergestellten Legierungs- 
reihen finden, sehr behindert: dieser Vergleich kann nun leicht 
durchgeführt werden. 

In folgender Tabelle ist dieser Vergleich ausgeführt. Das fäl- 
lende unedlere Metall ist über das edlere von ïhm gefällte Metall 
geschrieben, unter beïden stehen dann die Angaben von Mylius 
über die Zusammensetzung der Fällung, die sich immer in ver- 
dünnten Lôsungen vollzog. Die Bedingung, daf die Lüsang ver- 
dünnt ist, ist wesentlich, denn konzentriertere Lüsungen wirken 
schnell auf diese Fällungen ein, indem das unedlere Metall in Lü- 
sang geht und das edleére aus der konzentrierten Lüsung gefällt 
wird. In der Regel enthielten die Lôsangen ein Prozent dieses 
Salzes des edleren Metalls. Die fein verteilten Niederschläge sind 
durchweg dunkel, häufñg schwarz. Unter diesen Angaben von My- 

us finden sich kurze Angaben über die Metallverbindungen, die 
in den aus den Schmelzen hergestellten Legierungen enthalten. 
sind. Die Formeln dieser Verbindungen sind angegeben. Bildet 
das Metallpaar keine Verbindungen, so ist das durch das Zeichen 
O ausgedrückt; auf Iückenlose Mischkristallreihen ist besonders 


1} Verhältnis der chemischen Verwandischaft zur galvanischen Elektrizität, 
Berlin 1550. : 
2) Ber. d. chem. Ges. in Berlin, 27, S. 630, 1897. 
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Die Vermutung von Mylius, daf für den Gehalt des fällenden 
Metalls im gefällten in erster Linie die Verbindungsfähigkeit beider 
Metalle mafgebend ist, wird durch obigen Vergleich bestätigt. 

Wenn Verbindungéfähigkeit vorliegt, so scheidet sich aus der 
Lôsung das edlere Metall reich am unedleren aus. Wenn beide 
Metalle keine Verbindung miteinander eingehn, so wird das edlere 
Metall frei oder nur mit einem geringen Gehalt am unedleren ge- 
fällt. In einigen Füällen entspricht die Zusammensetzung der Fäl- 
lang der einer aus dem SchmelzfluB sich bildenden Verbindung, 
wie Cus Cd, Au Cds und Cus Sn. 

Bei anderen Paaren kônnen die Zusammensetzungen der Nie- 
derschläge verschiedener Darstellung recht verschieden sein, wie 
beim Cu-Zn, Ag-Zn und Ag-Cd. 

Aber auch wenn die beiden Metalle aus ihren flüssigen Mi- 
schungen als lückenlose Mischkristallreihen, wie Cu-Au oder Fe-Pt 
kristallisieren, so ist die Fällung reich an unedlerem Metall. 

Da der Niederschlag auf dem fällenden Metall ganz locker 
sitzt, und von ihm in die Lôsung wächst, so kann bei der Bildung 
der Fällung das edlere Metall nicht in das kompakte unedlere 
diffundiert sein, sondern es muB sich zusammen mit dem unedleren 
aus der Lôsung niedergeschlagen haben, worauf schon F. W. 
Fischer und auch Mylius hinwiesen. 


Am Beispiel der elektrolytischen Abscheidung von Cu und 
Cd aus den gemischten Lôsungen ihrer Sulfate sehen wir, daf der 
Cd-Gehalt dieser Ausscheidungen sich kontinuierlich von O0 bis 
100 °/o Cd ändern kann. Wenn bei der Fällung einer einprozentigen 
Cu SOs-Lôsung durch Cd der Niederschlag nahezu der Zusammen- 
setzung der Verbindung Cu: Cd entspricht, so kann das daher kom- 
men, daB die Stromdichte im Element: Cd | x C4SOs y Cu SOi | CupCd 
gerade der Zusammensetzung der Fällung Cue Cd entspricht. In 
dieser Auffassung liegt auch die Deutung für die wechselnde Zu- 
sammensetzung der Mylius-Kôrper, die wir in unserem Beispiel 
der elektrolytischen Abscheidung von Cu und Cd von den Jonen- 
konzentrationen beider Metalle und der Stromdichte im kurzge- 
schlossenen Element: unedles Metall | gemischter Elektrolyt | Fäl- 
lung, abhängt. Auch der Parallelismus zwischen Verbindungsfähig- 
keit und dem Gehalt an unedlem Metall in den Mylius-Kôrpern 
läft sich von diesem Standpunkte aus verstehen. Verbindungs- 
fähigkeit weist auf Mischungsfähigkeit; wenn diese nicht besteht, 
so würden sich unter Wirkung des Stromes jenes Elementes beide 
Metalle als besondere Phasen, nicht aber als Mischungen abscheiden, 
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und das abgeschiedene unedlere Metall würde wieder in Reaktion 
treten, da die wachsende Fällung sich vom kompakten unedleren 
Metall entfernt, wodurch der Widerstand in dem Elemente: ur- 
sprünglich fällendes Metall | gemischter Elektrolyt | Fällung sich 
 gegenüber der im Elemente mit dem frisch gefällten unedleren 
Metall vergrôfert. 

Nach dieser Auffassung sind also die Niederschläge auf uned- 
leren Metallen identisch mit den bei der Elektrolyse aus gemischten 
Elektrolyten sich bildenden. Die Zusammensetzung beider hängt 
von der Zusammensetzung des gemischten Elektrolyten und der 
Stromdichte am Ort der Ausscheidung ab. Die Zusammensetzung 
der Fällungen auf dem unedleren Metall ändert sich relativ wenig, 
wenn sich diese beiden bestimmenden Variabeln in der Regel nur 
innerhalb geringer Grenzen ändern, während bei der elektrolyti- 
schen #ällung die bestimmenden Variabeln innerhalb viel weiïterer 
Grenzen geändert werden kônnen. 


Die Fällungen aus gemischten Elektrolyten sind nicht identisch 
mit den aus ihren Schmelzen entstandenen Legierungen. 


Mylius scheint der Ansicht gewesen zu sein, da die Fäl- 
lungen aus Elektrolyten mit den aus dem Schmelzfluf entstehenden 
Legierungen identisch sind. Sein Hauptgrund war, daf in eïnigen 
Fällen die Zusammensetzung des Niederschlages sehr nahe ein- 
fachen Atomzahlen entspricht, wie beim CusSn, Cu: Cd und Au Cds, 
und daB eine Kristallart Cus Sn sich auch aus ihrer Schmelze bildet. 
Späterhin hat sich herausgestellt, daB sich auch Kristallarten von 
den Zusammensetzungen Cu: Cd und AuCds aus den betreffenden 
Schmelzen bilden. 

Vergleicht man aber die galvanischen Spannungen der Fäl- 
lungen mit denen aus ihren Schmelzen entstandener Kristallarten, 
oder was auf dasselbe herauskommt ïhre Füällungsfähigkeit der 
Lôüsungen fremder, edlerer Metalle, so sieht man, daf diese Unter- - 
schiede so grof sind, daf sie nicht auf ein verschiedenes Verhalten 
in Folge verschiedener Verteilung zurückgeführt werden künnen. 
Die Fällungen sind fein verteilt, aber wie die kompakten aus dem 
SchmelzfluB entstandenen Massen wahrscheinlich durchweg kristal- 
linisch. Bei einigen Fällungen, wie z.B. beim CusSn sind die 
Kristalle sogar mit unbewaffnetem Auge zu erkennen. 
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Cu: Sn. 

1) Aus der Schmelze. 

Puschin!) fand, da8 in der Legierungsreihe Cu-Sn die Span- 
nung gegen Sn in 0.5 Mol. H2SO4 enthaltender Lôüsung mit wach- 
sendem Cu-Gehalt zwischen 0.74 und 0.77 Mol. Cu von 0.042 auf 
0.480 Volt zunimmt und sich mit weiter anwachsendem Cu-Gehalt 
innerhalb der Fehlergrenzen von 0.015 Volt nicht mehr ändert. 
Threm Feingefüge nach bestehen die Legierungen von 0.75 bis 0.79 
Mol. Cu aus zwei Kristallarten, von 0.79 bis 0.84 aus einer, von 
0.84 bis 0.93 aus zwei und von 0.93 bis 1.0 Mol. Cu wieder aus 
einer Kristallart. Wenn zwischen 0.75 und 1.0 Mol. Cu die Span- 
nungen der Legierungen wirklich streng unabhängig vom Cu- 
Gehalt sind, so müfte der Kristailart Cus Sn und den beiden Cu- 
reicheren Mischkristallreihen dasselbe Gitter zugrunde liegen, denn 
mit einer Ânderung des Gitters müfte sich auch die Spannung, 
wenn auch wenig, ändern. 

Der Spannungsdifferenz von Cus Sn gegen Sn entspricht auch 
das chemische Verhalten dieser Kristallart, sie dürfte also nur die 
Metalle aus ihren Lôsungen fällen, die durch Cu gefällt werden. 
Das trifft auch zu. In den Lôsungen von CdSO:, Tle SO4, PbCb, 
HCI und CuSOs bleiben die blaugrauen spiegelnden Spaltebenen 
der Kristalle Cus Sn tagelang blank, in der Lôsung von Ag NO: 
bilden sich auf diesen Kristallen nach einigen Stunden Ag-Kristalle 
in schôner Ausbildung und eine Au Cl-Lüsung wird sofort gefällt. 
Anders verhält sich die Fällung derselben Zusammensetzung. 

2) Fällung aus einer Lôsung mit 0.016 Mol. Cu Cl durch Sn. 
Diese Fällung enthält nach Analysen von Mylius 36 bis 39 % Sn, 
während der Formel CusSn 38° Sn entsprechen. In zweiïfach 
normaler Salzsäure entwickelt die Fällung nicht merklich Ho, ihre 
grauviolette Färbung ändert sich aber bald in die Farbe des Cu, 
und Cu geht in Lüsung, während auf der Fällung sich eine weïfe 
Schicht von Cu CI bildet. Auch aus einer Lôsung von CuSO4 wird 
Cus SO4 gefällt. Die Fällung ist also reaktionsfähiger als die aus 
der Schmelze entstandene Legierung derselben Zusammensetzung. 

Die Spannung des Elementes: Sn | 0.1 Sn Cl | Fällung ergab 
sich gleich nach seiner Zusammenstellung am Elektrometer zu 
0.374 Volt. Mit der Zeit wächst die Spannung, weil die Fällung 
durch Oxydation von Sn Cu-reicher wird; daher wäre die Span- 
nung des Niederschlages gegen Sn môglichst kurze Zeit nach seiner 
Bildung noch erheblich kleiner. Jedenfalls ist sie kleiner als die 


1) Zeitschrift f. anorg. Chemie, 56, S. 18, 1908. 
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Spannung zwischen Cu und Sn, die bei normaler Jonenkonzentra- 
tion 0.44 Volt beträgt. 

Au-Ag. 

Aus einer sauren Lôüsung von AuCl:, die 2.5 gr Au in 500 em® 
enthielt, wurde durch ein Ag-Blech eine Fällung von Au-Ag her- 
gestellt. Zur Entfernung des mitgefällten Ag C1 wurde das Ag- 
Blech mit seiner Fällung 3 Tage mit Ammoniak-Wasser behandelt; 
nach dieser Behandlung läfit sich der Niederschlag in zusammen- 
hängenden Lamellen leicht vom Ag-Blech trennen. Bei nochmaliger 
10tägiger Extraktion gab die Fällung nur noch Spuren von AgCIl 
an Ammoniak-Wasser ab. Zur Analyse wurde der Rückstand 
dieser Extraktion mit Salpetersäure gekocht, der Rückstand in 
Kônigswasser gelôst, wobei ein wenig AgCI zurückblieb. Der 
lufttrockne Rückstand enthielt 0.83°%/% Wasser, 3.8 % AgCIl und 
11.95% Ag. Die Au-Ag-Füällang ohne Beimengungen enthielt 
aber 12.46 °/ Ag. 

Legierangen, die durch Zusammenschmelzen beider Metalle dar- 
gestellt sind, und weniger als 85.0 °% Ag enthalten, werden durch 
Salpetersäure nicht merklich angegriffen. Der Au-Ag-Fällung mit 
12.5%/ Ag kann dagegen fast ihr ganzer Ag-Gehalt durch Sal- 
petersäure entzogen werden. Erhitzt man die Fällung 10 Minuten 
lang auf 700, so gibt sie an kochende Salpetersäure nur Spuren 
von Ag ab; die Fällung nähert sich also schon bei kurzem Er- 
hitzen dem Verhalten der erschmolzenen Legierung derselben Zu- 
sammensetzung. 

Lôüsungen von AuCls und PdCl wirken auf die aus ihren 
Schmelzen entstandenen Legierungen nur bis zum Au-Gehalt von 
65.0 %, auf die Fällung wirken sie schnell unter Entfärbung ein. 

Zusammenhängende Lamellen der Fällung sind grünlich-gelb 
gefärbt wie die Au-reicheren aus Schmelzen entstandenen Legie- 
rungen, die feiner verteilten Teile der Fällung sind schwarz-braun, 
also dunkler gefärbt als fein verteiltes Au. 

Zn-Cu. 

Die aus der Schmelze entstandenen Zn-Cu-Mischkristalle von 
0.38 bis 0.52 Mol. Cu zeigen gegen Zn eine Spannung von 0.80 
Volt, sie sollten also Cu fällen, aber weder Hz: aus Säuren ent- 
wickeln noch Sn, Pb Tl und Cd aus ihren Lôsungen fällen. Das 
trifft auch zu. Die durch Zusammenschmelzen beider Metalle er- 
baltene Legierung mit 0.40 Mol. Cu, von weiïfer Farbe mit rôt- 
lichem Schimmer, wird in einer Lôüsung von CuSO4 sofort gold- 
+ farbig, und nach einigen Tagen bilden sich auf ihr Cu-Warzen, 
während sie in den Lôsungen von HCI, Tl: SO4 und Cd SO4 sich 
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Tage lang nicht verändert. In einer Lôsung von Pb Cl: tritt aber 
abnormer Weiïse langsam Fällung von Pb ein. 

Ganz anders wirkt die schwarze Fällung, die an einem Zn- 
Stabe in einer Lôüsung von 0.02 Mol Cu SOs entsteht, und die nach 
Analysen von Mylius 0.5 bis 0.6 Mol Cu enthält. Dieser Niederschlag 
entwickelt schon unter Wasser und erst recht in normaler HCI 
langsam H2 und fällt sogar Cd aus der Lüsung des Cd SO: Die 
Spannung des Elementes: Zn | 02 Zn SO | Cu-Zn-Fällung beträgt 
gleich nach dem Aufbau des Elementes 0.3 Volt und wächst mit 
der Zeit, während die Fällung Zn durch Wasserstoff-Entwicklung 
verliert. Die gemessene Spannungsdifferenz, die bei der ganz 
frischen Fällung noch kleiner sein wird, ist schon kleiner als die 
zwischen Zn und Cd, und daher kann die Fällung sogar Cd aus 
seiner Lôsung abscheiden, während die aus ihrer Schmelze ent- 
. Standene Legierung derselben Zusammensetzung nicht einmal Was- 
serstoff aus sauren Lôsungen entwickelt. 

Wie aus den angeführten Beispielen folgt, lassen sich durch 
Fällung eines edleren Metalls aus seiner verdünnten Lôsung mit- 
telst eines unedleren Metalls, kristallinische, fein verteilte Fäl- 
lungen herstellen, die sich von den aus dem Schmelzfluf herge- 
stellten Mischkristallen oder Verbindungen wesentlich unterscheiden. 

Die Tatsache, daf die Spannungen dieser Fällungen zwischen 
denen ïhrer beiden Komponenten liegen, lehrt, daf sie nicht Cre- 
menge von Kriställchen der beiden Metalle sind, sondern Misch- 
kristalle, und die Tatsache, daf diese Fällungen sich so wesentlich 
ihren Spannungen und ihrem chemischen Verhalten nach von den 
aus dem Schmelzfluf entstandenen Legierungen unterscheiden, 
schlieft nicht nur die Identität beider Kôürperreihen aus, sondern 
macht es auch sehr wahrscheinlich, daf die Ursache der Verschie- 
denheït nicht im Polymorphismus beider Kürper zu suchen ist. 
Denn ein Unterschied in der Kristallform, der Art des Gitters, 
würde im Allgemeinen nur zu ganz geringen Spannungen der Ele- 
. mente führen, in denen die beiden Kristallformen Elektroden sind: 

Nach E. Cohen!) beträgt die Spannung von gewôhnlichem Sn 
bei 15° Unterkühlung gegen graues Su nur 0.00077 Volt. Dagegen 
kann eine verschiedene Verteilung der beiden Atomarten, sogar in 
demselben Gitter, zu wesentlich verschiedenem Verhalten führen. 

Auf die Gründe, weshalb dey aus ihren Schmelzen entstan- 
denen Mischkristallen die normale Verteilung beider Atomarten 
zukommt, braucht hier nicht eingegangen zu werden. Den kristal- 


a 


1) Zeitschrift f. physik. Chemie, Bd. 30, S. 625, 1899. 
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linischen Füällungen aus gemischten Elektrolyten wird wahrschein- 
lich das Gitter des in ihnen im ÜberschuB vorkommenden Metalls 
zukommen. Bei den Mischungen mittleren Gehaltes mag das Gitter : 
auch ein anderes sein. In diesen Mischkristallen kann die Ver- 
teilung beider Atomarten nicht die normale sein, da bei ihrer 
Entstehungstemperatur den Atomen in ihnen die Fähigkeit fehlt 
ihre Gitterplätze zu vertauschen, worauf das Auftreten scharfer 
Einwirkungsgrenzen auf die aus dem Schmelzfluf entstandenen 
Mischkristallreihen hindeutet. Daher kann die Verteilung beider 
Atomarten in den aus Lüsungen entstandenen Fällungen wohl nur 
die regellose sein. 

Bei regelloser Verteilung kônnen aber Schutzwirkungen, wie 
sie von den Atomen des edleren Metalls bei normaler Verteilung 
im Gitter ausgeübt werden, nicht auftreten. Die Theorie der 
Schutzwirkungen wird hier ganz analog sein, der für isotrope 
Phasen früher!) entwickelten. Die Zahl der durch die edleren 
Atome geschützten unedleren nimmt hier mit wachsender Menge 
der edleren nur langsam zu, sie ist auch bei gleichen Zahlen beider 
Atomarten nur sehr gering (etwa 3%), und wird erst bei relativ 
grofem ÜberschuB der edleren Atome erhebiich. Dementsprechend 
sollte die Spannung einer Mischkristallreihe mit regelloser Ver- 
teilung gegen das unedlere Metall mit wachsendem Gehalt am ed- 
leren erst langsam dann schneller zunehmen. Dagegen treten bei 
normalen Verteilungen beider Atomarten scharfe Einwirkungs- 
grenzen chemischer Agentien auf und dementsprechend auf den 
Spannungskonzentrationslinien starke Spannungsänderungen. 

Durch Elektrolyse gemischter Elektrolyte kônnen Mischkristall- 
reihen mit regelloser Verteilung beider Atomarten für gro$e Kon- 
zentrationsintervalle hergestellt werden. Diese Reïhen kônnen sich 
von den aus ihren Schmelzen hergestellten in dreifacher Weise 
unterscheiden. Nämlich bezüglich der Zahl der Kristallarten (Mg 
Ni), bezüglich ihrer Gitter, und bezüglich der Verteilung beider 
Atomarten in demselben oder in verschiedenen Grittern. 


1) Nachrichten d. Künigl. Ges. d. Wiss. zu Güttingen,. 1914, S. 335. 


Über Ânderungen im chemischen Verhalten von Me- 
tallen und ihren Mischkristallen durch mechanische 
Bearbeitung. 


Von 
G. Tammann. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 24, Januar 1919. 


1. Bei der Bearbeitung eines Metallstückes im kalten Zustand 
wächst der Energieinhalt desselben. Zur Bestimmung der Zunahme 
des Energieinhaltes kann man in folgender Weise verfahren. 

a) Wenn es sich um die Bestimmung der Zunahme des Ener- 
gieinhaltes bei der Formung eines kompakten Metallstückes zu 
einer dünnen Lamelle handelt, so kann bei der Schrumpfungstem- 
peratur der Lamelle die kontrahierende Kraft für einen Lamellen- 
streifen von 1cm Breite bestimmt werden. Das Produkt dieser 
Kraft und der Oberfläche der Lamelle pro 1 gr derselben ist gleich 
der Arbeit, die zu ihrer Herstellung geleistet wurde; dividiert 
man diese durch das Wärmeëäquivalent, so erhält man die Zunahme 
des Energieinhaltes in Calorien. Auf diesem Wege ergibt sich, 
daf der Energieinhalt von Ag in Form von Blattsilber von 0.19 
Dicke um 4% grôBer ist als im kompakten Zustande. 

b) Bei Reckey von Metallstäben in einer Zerrei8maschine kann 
gleichzeitig das Zugdebnungsdiagramm des Stabes aufgenommen 
und die im Stabe freiwerdende Wärme in einem um ïhn ange- 
brachten Kalorimeter gemessen werden. Aus dem Zugdehnungs- 
diagramm kann die Arbeit und die ihr äquivalente Wärme abge- 
leitet werden; subtrahiert man von dieser die im Kalorimeter auf- 
tretende Wärme, so erhält man die Wärmemenge welche im Stabe 
in Form von potentieller Energie stecken geblieben ist. Nach 

Kel. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1918. Heft 8. 25 
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Bestimmungen von H. Hort!) wächst der Energieinhalt eines 
Weicheisenstabes bei seiner Dehnung bis zum Zerreifen um 0.3 %. 
c) Hirn?) fand aus Stofversuchen auf einem Bleiklotz von 
3 kgr das mechanische Wärmeaequivalent in 6 Versuchen zu 425 
mkgr, während der zur Zeit wahrscheinlichste Wert 427.1 mkgr 
beträgt. Der Wert von Hirn ist also um 2.1 mkgr — 0.00492 
Cal. zu klein ausgefallen. Diese Wärme ist in Form von poten- 
tieller Energie im Bleïklotz stecken geblieben, oder der Wärme- 
inhalt des Pb ist durch eine Deformation um 0.02 °/o gewachsen. 
Die grôBte Differenz der Werte Hirns untereinander betrug aller- 
dings 5 mkgr, übertraf also die Differenz von 2.1 m.K. Es kann 
also nicht als sicher festgestellt angesehen werden, da8 der Ener- 
gieinhalt des Pb bei einer Deformation merklich wächst. 

Das Anwachsen des Energieinhaltes bei dauernder Deformation 
eines Metallstückes hängt ab vom Betrage der Deformation, dem 
Bearbeitungsgrade, und wohl auch von der Temperatur und der 
Natur des Metalls. Beim Pb und T1 tritt schon bei der Bear- 
beitungstemperatur, der gewühnlichen Temperatur der Umgebung, 
ein Verkleben der gebildeten Gleitflächen ein. Zwei frisch geschnit- 
tene Bleiflächen kônnen durch Druck leicht zum vollständigen 
Verkleben mit einander gebracht werden. Wegen der in diesen 
beiden Metallen schon bei so tiefer Temperatur eintretenden Re- 
kristallisation, kann ihre Bearbeitung bei Zimmertemperatur nicht 
als eine Kaltbearbeïtung bezeichnet werden. Die mit der Kalt- 
bearbeitung zusammenhängenden Eigenschaftsänderungen würden 
bei diesen beiden Metallen erst bei erheblich tieferen Temperaturen 
deutlich auftreten. 

Die Gründe für die Erhôhung des Energieinhaltes bei der 
Kaltbearbeitung von Metallen künnen zweierlei Art sein. Erstens 
tritt durch Bildung von Gleitebenen, Translationen oder ein- 
fachen Schiebungen, eine Zerteilung des Metalls ein, der eine Zu- 
nahme der potentiellen Energie entspricht. Zweitens kônnen auch 
Vorgänge in den Atomen selbst vor sich gehen, durch die ihre 
potentiellen Energien erhôht werden. Es ist aber ganz unwahr- 
scheinlich, daf die Anordnung der Atome im Gftter durch diese 
Vorgänge in Unordnung gerät. Die bei den eïnfachen Schiebungen 
im Kalkspath entstehenden Zwillingslamellen ändern ïhre optischen 
Eigenschaften nicht. In Steinsalz tritt aber, wie schon Reusch 


1) Mitteilungen über Forschungsarbeiten vom Verein deutscher Ingenieure, 
Heft 41 (1907). È 
2) Théorie mécanique de la chaleur. Edit. 3, T. 1, p. 100, 1872. 
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beobachtete, nach dauernder Deformation zugleïch mit den Trans- 
lationslamellen eine schwache allgemeine Doppelbrechung auf, die 
wohl auf Ânderungen in den Na- und Cl-Atomen hinweist. Für 
Ânderungen in den Atomen selbst sprechen wohl am meiïsten die 
Ânderungen im galvanischen und chemischen Verhalten der kalt 
bearbeiteten Metalle. 

2. Ein kalt bearbeitetes Metall ist in seinem ,harten“ Zu- 
stande unedler als dasselbe Metall im ;weichen“ Zustande, Bringt 
man ein ,hartes‘ und ein ,weiches“ Stück desselben Metalls in 
die Lüsung eines seiner Salze, so läd sich das ,harte“ Stück ne- 
gativ auf, weil es in den Elektrolyten mehr Jonen sendet als das 
weiche. Da das ,harte“ Stück einen grôBeren Energieinhalt besitzt 
als das ,weiche“, so ist dieser Unterschied zu erwarten. Mak- 
gebend für die Spannung zwischen zwei Metallstücken ist der Zu- 
* stand ihrer Oberflächen. Denn bei den Temperaturen, bei denen 
der Unterschied zwischen ,hartem“ ‘und ,weichem“ Metall dauernd 
besteht, findet ein Platzwechsel der Atome im Gitter nicht statt, 
und daher kann auf ihre Spannungsdifferenz nicht das Innere der 
Metallstücke von Einfluf sein, sondern nur ihre Oberfläche. Hieraus 
folgt, daf die galvanische Spannungsdifferenz der beiden Metall- 
stücke nicht ein Maf ihres Bearbeitungsgrades abgeben kann. Da 
der Zustand aller nicht in der Oberfläche liegenden Schichten nicht 
zur Greltung kommen kann, so kann ein nur äuBerlich bearbeitetes 
Stück, das aber im Inneren noch ganz weich ist, sich unedler er- 
weisen als ein durch und durch hart gewordenes Stück. 

Diese Folgerungen werden durch folgende Versuche bestätigt. 
Es wurden am Elektrometer die Spannungsdifferenzen von in ver- 
schiedener Weise bearbeiteten Drähten aus reinem Silber gegen 
längere Zeit bei 900° ausgeglühten Draht von demselben Stück bei. 
12° bestimmt. Beide Drähte tauchten in eine Lôsung von 0.02 Mol 
AgNO:. Bei weichem Draht gesen weichen wurde immer nur 
eine Spannune, die kleiner als 0.0001 Volt war, beobachtet, da- 
gegen wurden bei harten gegen harte Drähte Differenzen bis zu 
0002 Volt, die im Laufe von drei Tagen auf etwa ein Drittel 
abnahmen, bemerkt. Der Zustand der Oberfläche eines Drahtes 
nach dem Ziehen kann also an verschiedenen Stellen ein ziemlich 
verschiedener sein. Harter gegen weichen Draht wurde in allen 
Fällen negativ, gleichgültig, ob er durch Ziehen, Walzen oder 
Tordieren hart gemacht war, diese Spannungsdifferenzen schwankten 
zwischen 0.003 bis 0.001 Volt. Die grôfite Differenz, von 0.006 
bis 0.009 Volt ergab sich nach dem Abschmirgeln von weichem 


oder harten gegen weichen Draht. 
25 * 
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Schon H. D av y!) fand, daf gewalztes Cu negativ gegen 
weiches ist, und W. Spring”) bestimmte die Spannungsdifferenz 
zwischen ,harten“ und ,weichen“ Metallen, er fand folgende Werte: 


f=120? Sn  0.00011 Volt 


Pb 0.00012 
Cd  0.00020 
Ag 0.00098 
* - Bi —0.00385 


Mit Ausnahme des Bi wird das harte Stück immer negativ gegen 
das weiche. 

Diese angebliche Ausnahme-Stellung des Bi konnte nicht be- 
stätigt werden. Auch beim Bi wird von zwei gegossenen Elek- 
troden die geschmirgelte negativ gegen die nicht geschmirgelte 
und die Spannungsdifferenz beträgt 0.0002 bis 0.0005 Volt. 

Die Frage, ob die geringen Spannungsunterschiede harter und 
weicher Metalle auf eine Ânderung der Anordnung der Atome im 
Gitter oder auf eine Ânderung der Atome selbst zurückzuführen 
ist, kann auf Grund dieser Tatsache nicht entschieden werden, 
erst die im Folgenden zu beschreibenden Erscheinungen machen 
es wahrscheinlich, daB infolge von Gleitungen längs Gleitebenen 
_ bei der Bearbeïtung die Atome selbst ein wenig verändert werden. 


3. Die verschiedene Auflôsungsgeschwindigkeit 
von kalt bearbeitetem und weichem Eisen. Osmond 
und Werth*), Heyn und Bauer“) sowie Goerens®) haben ge- 
fanden, daB die Lôsungsgeschwindigkeit von kalt bearbeitetem, 
kohlenstoffhaltigem Eisen in verdünnter Salzsäure und Schwefel- 
säure mit seinem Bearbeitungssrade wächst, und da nach Erhitzen 
des Eisens sie um so mehr abnimmt, je hôher die Erhitznngstem- 
peratur war, bis schliefilich he 500 bis 600° die letzten 
Reste der Folgen der Kaltbearbeitung verschwinden. 

Die Gründe dieses Einflusses auf die Lôsungsgeschwindigkeit 
sind am leichtesten bei der Untersuchung von meteorischem NiFe 
zu erkennen, weil hier die Ursachen dieses Einflusses auch dem 
nicht bewaffneten Auge deutlich werden. /Das NiFe von Mont 
Joy eignet sich zu diesem Zwecke gut, weil seine Kristallite 
einige em° groB sind und aus fast reinem Kamazit bestehen. In 


1) Wiedemanns Lehre von der Elektricität, I, S. 723, 1893. 
2) Bulletin de l’Academie de Belgique, 1903, p. 107€, 

3) Annales des Mines [8] 5, 1885. 

4) Mitteilungen aus d. Kgl. Materialprüfungsamt; 1909, S. 57. 
5) Ferrum 10, S. 265, 1918. 
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einem Teil dieser Kristallite treten nach dem Âtzen mit Salpeter- 
säure (20%) drei Systeme von parallelen geraden Âtzrinnen, die 
Neumannschen Linien, sehr deutlich hervor. Sie entstehen auf den 
Schnittebenen der bei einer dauernden Deformation der Kristal- 
liten entstandenen Zwillingslamellen einfacher Schiebung mit der 
Schliffebene, weil die Auflüsungsgeschwindigkeit der Zwillings- 
lamellen erheblich grôBer ist als die ihrer unveränderten Umgebung. 
In den Kristalliten des NiFe von Mont Joy, an denen die Neu- 
mannschen Linien nicht hervortreten, künnen sie künstlich durch 
eine Deformation des Kristalliten erzeugt werden. Verschiedene 
Âtzmittel verhalten sich bezüglich des Erscheinens der Neumann- 
schen Linien verschieden. Salpetersäure (20°%) erzeugt schnell 
breite und tiefe Linien der drei Systeme, verdünnte Schwefelsäure 
(10 °/) ruft langsamer die Linien der drei Systeme als sehr feine 
* Linien hervor. Bei Einwirkung einer Lôsung von FeCls (15 %) 
erscheinen ebenfalls feine Linien, aber nur von zwei Systemen. 
Nach 20stündiger Einwirkung einer gesättigten Lôsung von PbCk 
wurden einmal überhaupt keine Linien beobachtet, das andere Mal 
nur eines der drei Systeme. Nach 12stündiger Einwirkung einer 
gesättigten Lüsung von Tle SO: wurden die Linien nicht beobachtet. 
Der Unterschied in der Lôsungsgeschwindigkeit der Zwillings- 
lamellen einfacher Schiebung und der sie umgebenden Massen ist 
. also von der Natur des Lüsungsmittels in hohem Mafe abhängig 
und tritt nur bei gewissen Lôüsungsmitteln deutlich hervor. 

Es ist wahrscheinlich, daB die Vergrôferung der Lôsungs- 
geschwindigkeit des Eisens durch Kaltbearbeitung ebenfalls auf 
die Bildung von Zwillingslamellen in den Fe-Kristalliten bedingt ist. 

In einer Zwillingslamelle einfacher Schiebung ist das Gitter 
der Lamelle zu dem der Umgebung in die Zwillingsstellung um- 
geklappt. Wenn hierbei keine Ânderungen eimgetreten sind, s0 
sollte auch die Lüsungsgeschwindigkeit sich nicht ändern. Da aber 


Unterschiede auftreten, so sind wahrscheinlich beim ProzeB des de 


einfachen Schiebung die Atome verändert worden. 

Optisch läft sich im Kalkspath bei diesem ProzeB nur die 
Bildung der Zwillingslamelle feststellen, andere Veränderungen 
sind nicht erkennbar. 

4. Ânderungen der Einwirkungsgrenzen chemi- 
scher Agentien bei den Legierungen des Au mit Cu 
und Ag infolge mechanischer Bearbeitung. Die Ein- 
wirkungsgrenze einer Lôsung von gelbem Schwefelammonium auf 
die hinreichend homogenisierten Mischkristalle des Cu und Au im 
»weichen“ Zustande ist eine scharfe und liegt zwischen 0,245 und 
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0.255 Mol Au, die Plättchen mit weniger als 0.25 Au werden in 
wenigen Stunden ganz schwarz und die mit mehr als 0.25 Au 
bleiben in Lôüsung von (NH:)2 S> mindestens 1.5 Jahre blank. Im 
»barten“ Zustande ist diese Einwirkurgsgrenze lange nicht so 
scharf wie im ,weichen“. Streckt man Cu-Au-Plättchen, die im 
weichen Zustande nach 40stündigen Tempern bei 850° die Einwir- 
kungsgrenze von 0.25 Mol Au zeïgen, durch Walzen auf das drei- 
fache ïhrer Länge, so wird die Legierung mit 0.255 Au durch 
eine Lôüsung von (NH4h S etwa zur Hälfte!) geschwärzt, die mit 
0.260 Au zu etwa ein Viertel, und auch die Oberfläche der Legie- 
rung mit 0.270 Au wird deutlich dunkler und verliert ihren Glanz. 
Die Einwirkungsgrenze der Lôüsung von (NHi)S2 wird also durch 
Walzen weicher Plättchen zu hôheren Au-Gehalten verschoben. 
Auf diese Verschiebung werden die Natur der Legierungen, die 
des Agens und der Grad der Bearbeiturng von Einfluf sein. 

Mit wachsendem Bearbeitungsgrade wächst die Überschreitung 
der Einwirkungsgrenze der natürlichen Oberfläche sehr erheblich. 
DaB bei hohem Bearbeitungsgrade diese Überschreitung eine sehr 
erhebliche werden kann, lehren folgende Versuche, die mit Ag-Au- 
Legierungen angestellt wurden, weil diese sich zu ziemlich dünnen 
Folien walzen und schlagen lassen.i 

Diese Legierungen waren in folgender Weise hergestellt. Nach 
dem Zusammenschmelzen beider Metalle wurden. die erhaltenen 
Kügelchen zu Plättchen von 0.5 mm Dicke ausgewalzt und bei 
900 bis 930° 12 Stunden lang erhitzt. Teile dieser Plättchen 
wurden dann bei Kühny-Augsburg weiter gewalzt und geschla- 
gen, bis sie die Dicke von 7—15.107* cm beziehungsweiïse die von 
2—4,107* cm angenommen hatten. Die entstandenen Folien waren, 
obwohl längst noch nicht so dünn wie Au- oder Ag-Folien, schon 
recht lôcherig. Die aus ihrem Gewicht und ihrer Grüfe in cm? 
berechnete Dicke war also grôBer als oben angegeben. 

Stücke dieser Plättchen und Folien wurden mit einer Lôüsung 
von 0.5 Mol NaS im Liter in Probiergläschen eingeschlossen und 
die Einwirkung des Reagens auf sie von Zeit zu Zeit beobachtet ; 
die Resultate sind in folgender Tabelle zusammengestellt. 


1) Das Aussehen des Plättchens hängt sehr vom Winkel ab, unter dem es 


. betrachtet wird. Blickt man senkrecht auf dasselbe, so erscheint es etwa zur 


Hälfte geschwärzt, blickt man unter schiefem Winkel auf dasselbe, so erscheint 
es ganz schwarz. L 
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Auf den Folien im harten Zustande durchläuft die Färbung 
der Ag»S-Schicht mit der Zeit im Allgemeinen die Farben einer 
dünnen, sich langsam verdickenden Schicht. Mit wachsendem Au- 
Gehalt nimmt die Geschwindigkeit ab, mit der sich diese Schicht 
verdickt. Auf den dünneren Folien im harten Zustande ist die 
Verdickungsgeschwindigkeit dieser Schicht grôBer als auf den 
dickeren Folien, welche im Laufe der ersten 24 Stunden der Ein- 
wirkung heller gefärbt oder in einer Weise gefärbt sind, die auf 
eine geringere Dicke der Schicht AgS hinweist. Wenn die Schicht 
eine hinreichende Dicke erreicht hat, die Oberflächen grau bis grau- 
schwarz erscheinen, so schwindet dieser Unterschied®f Die weichen 
Plättchen mit natürlichen Oberflächen zeigen die Farben dünner 
Lamellen nur zum Teil, sie werden zuerst gelb und dann langsam 
grau. Poliert man diese Plättchen mit einem Au-Gehalt von 0.23 
bis 0.31 Mol Au, so verhalten sie sich wie die Folien im ,harten“ 
Zustande. Wichtig ist, daB bei den weichen Plättchen mit natür- 
lichen Oberflächen das Gelbwerden in 24 Stunden nur bis zum Au- 
Gehalt von 0.23 Mol vorschreitet, während die härtesten Folien 
bis zum Au-Gehalt vou 0.5 Mol tief gelb geworden sind. Nach 
einem Monat war das weiche Plättchen mit 0.23 Mol Au grau- 
schwarz geworden, während das mit 0.27 Mol Au noch fast un- 
verändert war. In dieser Zeit waren die dickeren ,harten“ Folien 
bis einschlieBlich 0.35 Au ebenso mattgrau geworden wie das weiche 
Plättchen mit 0.23 Au und die dünneren harten Folien bis ein- 
schliefilich 0.40 Au. Die harten Folien mit mehr Au zeigten noch 
rôtlich grün violette Oberflächenfarben. 

Das Walzen und das an dieses sich anschlieBende Schlagen 
der Ag-Au-Legierungen verleiht ihnen also eine erhôhte chemische 
Reaktionsfähigkeit, die noch bei weit hôheren Au-Gehalten merk- 
lich ist, als der Einwirkungsgrenze auf weiche Legierungen ent- 
spricht. Âhnlich der Verarbeitung zu dünnen Folien wirkt das 
Polieren der Legierungen, doch ist hier die Verschiebung der Ein- 
wirkungsgrenze zu hôheren Au-Gehalten nicht so weit zu verfolgen 
wie bei den Folien. : 

Die Resultate der beschriebenen Versuche künnen in folgender 
Weïise gedeutet werden. Bei dauernden Deformationen von Au- 
oder Ag-Kristallen verschieben sich Teile derselben längs den Ok- 
taederebenen, und zwar wahrscheinlich in den Richtungen der 
Oktaederkanten !). Dasselbe ist auch für ihre Mischkristalle anzu- 
nehmen. Durch Walzen und Schlagen werden also die Kristallite 


1) O. Mügge, Neues Jahrbuch für Mineralogie, 1899, B. Il, S. 55. 
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der Legierung in dünne Lamellen parallel den Oktaederebenen 
zerteilt und diese Lamellen verschieben sich gegeneinander in den 
Richtungen der Oktaederkanten, wodurch die Oberfläche der Platte 
beim Walzen vergrôBert wird. Wenn durch diesen Prozef die 
Verteilung auf der Oberfläche des Walzstückes so geändert wird, 
da nunmebr die aktiven Atome des Cu oder Ag in relativ grôBerer 
Zahl der Einwirkung des Agens zugänglich werden, so hätte man 
-eine Deutung der Verschiebung der Einwirkungsgrenze zu hôheren 
Au-Gehalten. 

In den Kristalliten der weichen Legierungen ist nach hinrei- 
chend langem Tempern die Verteilung der beiden Atomarten im 
14-Punkt-Gitter mit dem Parameter a die normale. Im Gitter 
der Mischkristalle mit 0.25 Mol Au besetzen also die Atome eines 
der vier (8-PG), des (14-PG), und die Cu- oder Ag-Atome die an- 
deren drei (3-PG);. Bei dieser Verteilung sind von den Gitter- 
Geraden dieser Oktaederebene parallel ihren Kanten abwechselnde 
Gerade abwechselnd mit Ag- und Au-Atomen oder nur mit Ag- 
Atomen besetzt. Wenn Idie Einwirkungsgrenze eines Agens bei 
0.25 Au liegt, so müssen auch diese Oktaederebenen gegenüber 
der Einwirkung des Agens resistent sein, da auf der natürlichen 
Oberfläche der Legierung mit 0.25 Au sich auch Kristallite finden 
werden, deren Oberfläche eine Oktaederebene ist. Man hat also 
anzunehmen, da in diesem Falle nach Entfernung der aktiven 
Atome der Oberfläche die Au-Atome im Gritterverbande verbleiben 
und die tiefer liegenden aktiven Atome vor der Einwirkung des 
Agens schützen. Wenn dasselbe für alle môglichen Gitterebenen, 
die als freie Oberflächen der Kristallite auftreten kônnen, gilt, 
so wäre durch die Annahme des Verbleibens der schützenden Au- 
Atome die Resistenz des Mischkristalls von der Zusammensetzung 
der Einwirkungsorenze erklärt, da die relativ sehr geringe An- 
zabl der aktiven Atome, welche die Oberfläche verliert, auch durch 
das empfindlichste Reagens nicht sichtbar werden kann. Nun lehrt 
unser Beispiel, daf nach einer Verschiebung auf einer Oktaeder- 
ebene diese Ebene ihre Resistenz verloren hat, woraus zu schliefen 
ist, daB die Au-Atome dieser Ebene die Fähigkeit verloren haben, 
nach Entfernung der aktiven Atome im Gitterverbande zu ver- 
bleiben. Das gilt aber nicht nur für die nach der Gleitung ent- 
standene Oberfläche, sondern muf auch für viele ihr folgende Ok- 
taederebenen gelten, wenn die Einwirkung des Agens durch Ent- 
stehung von Reaktionsprodukten wie Ag:S sichtbar werden soll. 
Mit wachsendem Au-Gehalt nimmt erfahrungsgemäB die Geschwin- 
digkeit der Einwirkung des Agens auf die harten Legierungen 
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ab, und die Einwirkung verschwindet bei éinem Au-Gehalt, der 
vielleicht über 0.75 Au liegt, der aber jedenfalls grôBer als 0.6 Au 
ist. Da mit wachsendem Au-Gehalt die Zahl der aus der Ober- 
fläche entfernten aktiven Atome abnimmt, so wird hierdurch der 
mit wachsendem Au-Gehalt wachsende Zusammenhang der Au- 
Atome weniger gelockert, so daB es schlieflich doch noch zu einer 
Schutzwirkung der aktiven Atome durch das Au kommen muf, 
deren Grenze naturgemäf in hohem Mafe von der Zahl der Gleit- 
ebenen in der Volumeneinheit des harten Stückes abhängen wird. 

Im Vergleich zu der Einwirkung des Agens auf die Misch- 
kristalle mit einem Au-Gehalt unterhalb der Einwirkungsgrenze 
scheint die Geschwindigkeit der Einwirkung besonders bei hôheren 
Au-Gehalten stark verzügert zu sein, was zum Teil vielleicht da- 
her rühren mag, da8 die Geschwindigkeit mit der die Au-Atome 
nach Entfernung der aktiven Atome aus dem Gitterverbande sich 
lôsen, mit der Entfernung von der Oktaederebene der Gleitung 
stark abnimmt. 

Zur Deutung der unerwartet grofien Verschiebung der Ein- 
wirkungsgrenze durch mechanische Bearbeitung ist man also ge- 
zwungen, eine Anderung der Eigenschaften der Au-Atome anzu- 
nehmen, die sich darin äuBert, da durch den ProzeB der Ver- 
schiebung nach Gleitebenen die Atome untereinander viel weniger 
fest verbunden sind als zuvor, und daher leichter nach Entfernung 
der aktiven Atome aus dem Gitterverbande ausscheiden. Gerade 
an dem Verhalten der Mischkristalle ist deutlich zu ersehen, daf 
es sich bei den Folgen der mechanischen Bearbeitung wohl kaum 
um eine Verwirrung der normalen Verteilungen beider Atomarten 
handeln kann, sondern um Ânderung gewisser atomistischer Eigen- 
schaften. 

Auch das Polieren verschiebt die Einwirkungsgrenze der Agen- 
tien, deren Einwirkung auf die natürliche Oberfläche die normale 
Einwirkungsgrenze 0.25 Mol Au erreicht oder überschreitet. Dies- 
bezügliche Beobachtungen‘) wurden bei Gelegenheït der genaueren 
Feststellung der Einwirkungsgrenzen auf Cu-Au und Ag-Au-Le- 
gierungen gemacht; sie sind in folgender Tabelle zusammengestellt. 

Beim Polieren war zuerst die natürliche, beim Tempern ent- 
standene Oberfläche durch Behandeln mit feinstem Schmirgelpapier 
entfernt und dann das eigentliche Polieren auf einer mit Tuch be- 
spannten Scheibe vorgenommen worden. 


1) Nachrichten d. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen, 1917, S. 385. 
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Cu-Au Eïinwirkungsgrenze auf 

Agens Einwirkungszeit die natürliche die polierte 

; Oberfläche 

(NH, )2 82 60 Tage 0.250 0.26—0.27 Mol Au 

Na, Se, 20 ; 0.250 > 0.27 à 

schwache Oxy- 

dationsmittel 10 ;:n IC, 022 n 
Ag-Au 

Na, Se: TOR 0.27 > 0.52 cs 


Bei verschiedenen Agentien ist die Verschiebung der Einwir- 
kungsgrenze durch Polieren eine sehr verschiedene. Die Verschie- 
bung der Einwirkungsgrenzen zu hôheren Au-Gehalten hängt da- 
von ab, ob bei der Einwirkung auf die natürliche Oberfläche die 
normale Einwirkungsgrenze erreicht oder überschritten oder nicht 
erreicht wird. Im ersten Falle wirkt das Polieren verunedelnd, 
_im zweiten Falle ist eine solche Wirkung wenig oder nicht vor- 
handen. 

Ein Agens, dessen Einwirkung die natürliche Grenze über- 
schreitet, ist befähigt die schützenden Au-Atome aus ihrem Gritter- 
verbande zu heben, wenn ïhre Zahl der normalen Einwirkungs- 
grenze entspricht. Da durchs Gleiten auf Gleitebenen der Gitter- 
verband der Au-Atome gelockert wird, so ist bei diesen Agentien 
eine starke Verschiebung der Einwirkungsgrenze zu hôheren Au- 
Gehalten durch das Polieren zu erwarten. Erreicht die Einwir- 
kungsgrenze eines Agens nicht den normalen Wert, wie bei den 
schwachen Oxydationsmitteln, weil die aktiven Cu-Atome der Ober- 
fläche nach einer Beladung mit Sauerstoffatomen im Gitterverbande 
verbleiben, so werden hierdurch auch nach dem Polieren die aktiven 
Atome und dadurch alle wie zuvor geschützt, und die Einwir- 
kungsgrenze verschiebt sich durchs Polieren nicht merklich. 
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I. Die Haupttypen in der Vielheit der orogenetischen 
Erscheinungen. 


Die grofe Vielheit der Formen, zu der die gebirgsbildenden 
Vorgänge in der Erdkruste geführt haben, wird in den Lebr- 
und Handbüchern der Geologie und Geographie im allgemeinen 
in die beiden grofen Gruppen ,Faltengebirge“* und ,,Schollen- 
gebirge‘ zusammengefaft, und dabei gilt meist das Faltengebirge 
als Ergebnis eines tangentialen Druckes, das Schollengebirge als 
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Ergebnis radialer und insbesondere abwärts gerichteter Kräfte. 
Beide Gruppen umschliefen nun so wesentlich verschiedene Formen, 
daf man m. E. besser tut, nicht zwei, sondern vier Hauptgruppen 
orogenetischer Gebilde zu unterscheiden, und zwar: 

1) das Deckengebirge. | 

Haupterscheinungsformen sind die weiïitausholenden liegenden 
Falten und Deckenüberschiebungen, die zu weitgehender horizon- 
taler Verfrachtung von Gesteinsmassen geführt haben. Beispiele 
bieten weite Teile der Alpen. 

2) Das Faltengebirge. 

Haupterscheinungsformen sind die Falten und, diesen gegen- 
über zwar stark zurücktretend, die Überschiebungen. Als typi- 
sches Beispiel mag der Schweizer Jura gelten. Die Verwerfung 
steht an Bedeutung ganz im Hintergrunde, — soweit es sich nicht 
. umalte Faltengebirge handelt, die erst später von Verwerfangen 
zerstückelt worden sind. 

3) Das Bruchfaltengebirge. 

Der Boden ist in Schollen zerrissen, die in sich verbogen und 
gefaltet sein kôünnen, jedenfalls aber in ihrer gesamten Anordnung 
ein gewisses Faltungsbild erkennen lassen. Es handelt sich um 
Falten, die ,,in statu nascendi‘‘ zerbrochen sind’). Ein Bruchfalten- 
gebirge typischer Art ist in Mittel- und Nordwestdeutschland durch 
die saxonische Faltung geschaffen worden. 

4) Das Blockgebirge. 

Der Untergrund ist durch Verwerfungen in einzelne grôBere 
Blôcke zerlegt, innerhalb deren die Schichten zum Teil noch flach, 
zum Teil monoclinal liegen, aber Anzeichen einer Verbiegung 
nicht oder nur in geringem Mafie erkennen lassen. Als typisches 
Blockgebirge pflegen die Wüstengebiete des westlichen Nord- 
amerikas, z. B. das Great Basin zwischen der Sierra Nevada und 
den Rocky Mountains, zu gelten. In Deutschland haben wir Formen, 
die als Blockgebirge bezeichnet werden kônnen, in gewissen Rand- 
zonen der variscisch gefalteten Massive, z. B. in der ôstlichen 
Randzone der Rheïnischen Masse; und schliefilich sind auch die 
nachvariscischen Verschiebungen innerhalb der variscischen ,Horste“ 
im wesentlichen nach Art eines Blockgebirges erfolgt. 

Typus 1 und 2 sind ,,Faltengebirge“, Typus 8 und 4 ,,Schollen- 
gebirge‘‘ im älteren Sinne. 


1) Nicht zu verwechseln mit dem Bruchfaltengebirge, in dem Faltung und 
Bruch gleichzeitig eintreten, sind natürlich solche Gebicte von Typus 2, in 
denen in späterer tektonischer Phase Bruchbildung nach Typus 4 eingetreten ist. 
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IH. Das Verbindende und Gemeinsame in der Vielheit der 
orogenetischen Erscheinungen. 


1) Verknüpfung durch Zwischenformen. RÉ. Zu- 
x sammenhänge. 


S0 zweckmäBig eine Einteilung der Formen der Gebirgsbil- 
dung, wie die obige, auch sein mag, um die Übersicht über die 
Formenfülle zu erleichtern, so ist sie doch insofern gektünstelt, als 
keïnerlei scharfe Scheidung der Strukturkategorien môglich ist. 
Im Deckengebirge verlieren z..B. die horizontalen Verfrachtungen 
an Ausmañ, die Ableitung der Decke aus der Faltung wird deut- 
licher, und wir erhalten Übergangsformen vom Decken- zum Falten- 
gebirge, wie etwa in der Zone der grofien Überschiebungen ent- 
lang dem Südrande des belgischen Kohlenreviers. Oder es häufen 
sich im Faltengebirge die bei dessen typischer Entwicklung ganz 
zurücktretenden Verwerfungen, — und wir haben eine Zwischenform 
zwischen Faltengebirge und Bruchfaltengebirge, wie sie uns etwa in 
den obercarbonisch-altdyadischen Schichten des Saar-Nahe-Gebietes 
als Ergebnis der vor dem Oberrotliegenden eingetretenen jüngsten 
Phase der variscischen Faltung entgegentritt. Oder.es verschwindet 
endlich im Bruchfaltengebirge die Verbiegung der Schichten inner- 
halb der Schollen immer mehr, während die Anordnung des ganzen 
Schollensystems nach einzelnen Hebungs- und Senkungslinien we- 
niger deutlich wird und dazu die Verwerfungen vielleicht an Zahl 
geringer und die Schollen entsprechend breiter und massiger werden, 
und aus dem Bruchfaltengebirge wird ein Blockgebirge. Gerade 
auf diese Tatsache der Verknüpfung der Haupttypen der 
Tektonik durch Zwischenformen weise ich hier nach- 
drücklich hin. 

So verschieden also auch ein System groBer, vertikal gegen- 
einander verschobener Schollen, wie wir es etwa im Gebiete des 
Great Basin finden, von einem Deckengebirge von alpinem Typus 
ist, so sind schlieflich auch diese tektonischen Formen durch 
Zwischenformen verknüpft und nur die gegenpoligen Endglieder 
in einer langen Reïhe tektonischer Erscheinungen, innerhalb deren 
die eine Form in die andere überleitet. : 

Falten und ganz besonders Überfaltungen und Überschiebungen 
sind Dislokationsformen, die den Zusammenschub von (resteins- 
massen auf engeren Raum in besonderem Mafñe zum Ausdruck 
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bringen. Auch nach der einfachen Schrägstellung nimmt die vorher 
horizontal gelegene Schicht einen geringeren Breitenraum ein. Ver- 
werfungen führen zur Zusammendrängung auf engeren Raum nur 
noch bei widersinnigem Eïinfallen. Nach der abnehmenden Ein- 
engungswirkung kônnen wir also die Dislokationen etwa in 
Deckenschübe, liegende Falten, Faltungsüberschiebungen, Falten, 
Schichtenschrägstellungen, Verwerfungen einordnen und innerhalb 
einer solchen Reïhe die ,hôheren“ Dislokationsformen mit der im 
allgemeinen stärkeren Einengungswirkung den ,niedrigeren“ Dislo- 
kationsformen mit der im allgemeinen geringeren oder endlich 
auch fehlenden Eïnengungswirkung gegenüberstellen. Und weiter 
kônnen wir dann in der Reïhe der tektonischen Gestaltungen je 
nach dem Vorherrschen hôherer oder niedrigerer Dislokationsformen 
»hôhere“ oder ,niedrigere“ tektonische Typen unterscheiden. Der 
nhôüchste“ tektonische Typus wäre in diesem Sinne also das Decken- 
gebirge, der ,niedrigste“ das Blockgebirge; dazwischen stände das 
Faltengebirge i. e. S. und das Bruchfaltengebirge. 

Wir haben eben gesehen, daB sich zwischen die Haupttypen 
der Gebirgsbildung, ohne daf dabei zunächst an räumliche Ver- 
knüpfung gedacht zu werden brauchte, vermittelnde Zwischen- 
glieder stellen. Doch auch unmittelbare räumliche Verknüp- 
fungen kommen vor, indem ein und dasselbe geologische Gebilde 
in seinem Fortstreichen Ânderungen des Strukturtypus er- 
fährt, indem z. B. ein Faltengebirge durch Steigerung des ein- 
seitigen Vorwärtsdrängens der Falten in ein Deckengebirge über- 
geht. In den Gebieten der deutschen Bruchfaltung, um ein an- 
deres Beispiel zu geben, beobachten wir, daf die Bruchbildung 
im Fortstreichen einer Bruchfalte zurücktreten und eine mehr 
bruchlose Faltung erscheinen kann und daB damit ein nnd das- 
selbe Gebilde einen hôheren oder, wenn die Sachlage in der um- 
gekehrten Richtung verfolgt wird, niedrigeren tektonischen Typus 
annimmt. 


” 


2) Entstehungszeitliche Übereinstimmungen. 


a. Das orogenetische Zeitgesetz. 


Faltungen, Überschiebungen, Verwerfungen sind Formen der 
Veränderung des Lagegefüges in der Erdkruste, d. h. Formen der 
Orogenese. Orogenesen sind samt und sonders episodische Er- 
eignisse, gebunden an ganz bestimmte, kurz umgrenzte Zeiten, 
zwischen denen die langen anorogenetischen Perioden liegen, in 
denen nur epirogenetische Bewegung vor sich geht. Diese Er- 
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fahrungstatsache mu immer wieder gegenüber der Annahme der 
Kontinuität der Gebirgsbildung betont werden. 

Wie kommt letztere Auffassung zustande ? 

Sie kommt, ganz abgesehen davon, daB die orogenetischen Vor- 
gänge, auf die es hier allein ankommt, und die Vorgänge epiro- 
genetischer Art nicht auseinander gehalten werden, doch haupt- 
sächlich dadurch zustande, dafi man gleichsinnige Bewegungen in 
ein und derselben Zone, ja entlang ein und derselben Linie, mehr- 
mals sich vollziehen sieht, d.h. also auf Grund der Erscheinung 
der posthumen Gebirgsbildung. 

Aber ,posthum“ und ,kontinuierlich“ ist gewiB nicht das 
gleiche, vielmehr ist die posthume die ,wiederholte“ Gebirgsbil- 
dung, und schon in dem Worte ,wiederholt“ liegt eine zeitliche 
Unterbrechung zwischen den einzelnen Vorgängen ausgedrückt. 

Nehmen wir z.B. das Pariser Becken, das klassische Land 
der angeblichen ,Continuité du phénomène de plissement“ !). 

Den Falten des paläozoischen Untergrundes sind hier die 
Falten des Juras superponiert, den Falten des Juras die der Kreide, 
denen der Kreïde diejenigen des Tertiärs, und im allgemeinen ver- 
schwächt sich die Faltung von dem älteren zu dem jüngeren 
Systeme. Sehen wir von den paläozoischen Faltungen ab, so haben 
wir mit wenigstens drei Hauptphasen jüngerer Faltung zu rechnen. 
Die erste ereignete sich nach Ablagerung des Juras und vor Ab- 
lagerung des Barrêmiens, die zweite nach Ablagerung des Senons 
und vor Ablagerung des tiefsten Tertiärs (Montien und Landénien). 
Die dritte ist jünger als das jüngste vorhandene Tertiär des Pa- 
riser Beckens. Vielleicht gibt es auBer diesen drei Hauptphasen 
nach gelegentlichen Angaben in der Literatur, die wohl der Nach- 
prüfung bedürfen, noch einige weitere Zeiten orogenetischer Be- 
wegung, und mügen somit statt der drei Faltungsphasen auch 
deren vier oder fünf vorhanden sein, so ändert das nichts daran, 
daB die Orogenesen zeitlich sehr beschränkte Phänomene sind 
und daf zwischen den Faltungsphasen, wie das Fehlen jeglicher 
winkliger Diskordanz in den zwischen ihnen entstandenen Schicht- 
serien zeigt, jeglicher Faltungs- und Verwerfungsvorgang unter- 
blieb. Somit kann man doch im Pariser Becken unmôglich von einer . 
,kontinuierlichen“, sondern nur von einer ,episodischen“ Faltung 
sprechen. Tatsächlich hat Marcel Bertrand, wenn er auch den 


1) Marcel Bertrand, Sur la Continuité du Phénomène de plissement 
dans le Bassin de Paris. Bull. Soc. géol. de France, 3ïème Série, Band XX, 
S. 118ff., 1892 
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Ausdruck der ,Kontinuität* des Faltungsphänomens gebraucht 
hat, die ,Kontinuität“ nur im Sinne einer mehrfachen Wieder- 
holung der Faltung bewiesen. | 

Je kritischer man das Material über die Zeitlichkeit orogene- 
tischer Vorgänge sichtet, um so klarer tritt hervor, da sich diese 
Vorgänge auf der ganzen Erde in eine relativ geringe Zahl 
eng umgrenzter Zeiträume, die dadurch eine gewisse universelle 
Bedeutung gewinnen, einordnen, und daf in anderen und z. T. sehr 
langen Zeiten nirgends auf der Erde irgend welche Faltungen 
oder Verwerfungen nachgewiesen sind. Nirgends auf der Erde 
scheint mir 7. B.. eine Dislokation innerhalb der untersilurischen 
Serie oder im Obersilur mit Ausnahme seines jüngsten Ab- 
schnittes oder ïinnerhalb des Untercarbons oder in der Trias 
mit ganz ôrtlicher Ausnahme ïin ïibrer Ausgangszeit oder in 
der Zeïitspanne vom Unterjura bis zum oberen Oberjura oder 
im Hauptteile der Unterkreide oder im Oligocän mit Ausnahme 
seines jüngsten Teiles usw. sicher erweisbar zu sein, — näm- 
lich so erweisbar, dafi sie nicht auch einer äl- 
teren oder jüngeren ,notorischen“ Dislokations-. 
phase angehôürt haben kônnte. Und wo immer man die 
genannten Schichtfolgen untersucht, so fehlen jene Erscheinungen, 
die schon Elie de Beaumont in den zwanziger Jahren des vorigen 
Jahrhunderts das Mittel zur Bestimmung des Eintrittes und Alters 
von Gebirgsbildungen an die Hand gegeben haben, nämlich die 
Diskordanzen t). 

Umgekehrt sind, wie uns die Diskordanzen in den verschie- 
densten Gebieten der Erde zeigen, z. B. der Ausgang der Silurzeit, 
der Ausgang der Devonzeit, der Ausgang des Unterkarbons, die 
Zeit unmittelbar vor Ablagerung der oberen Paläodyas, der Aus- 
gang der Jurazeit, der Ausgang der Kreïdezeit, der Ausgang des 
Oligocäns, der Ausgang des Miocäns usw. recht ,kritische“ Ter- 


1) Um MiBverständnissen zu begegnen, bemerke ich, daB ich hier den Begriff 
»Diskordanz‘“, wie in der déutschen geologischen Literatur meist üblich ist, nur 
für den Fall des winkligen AbstoBens der Schichtung des Liegenden am 
Hangenden gebrauche (Winkeldiskordanz, ;,,angular discordance“, ,,discordance 
angulaire“), und nicht auch, wie in der englischen und amerikanischen und z. T. 
auch in der franzôsischen Literatur zu geschehen pflegt, schon dann, wenn ein- 
fache Unterbrechung der Sedimentation, oft verknüpft mit Erosion, vorliegt, 
dabei aber das Liegende und Hangende durchaus parallelgeschichtet sind. In der 
franzôsischen Literatur hat G. Dollfus (Bull. Soc. géol. France, 8. Série, t. IX, 
S. 118) die Notwendigkeit der scharfen Trennung der ,discordance par ravine- 
ment‘ und der ,,vraie‘ , discordance par soulèvement‘ hervorgehoben und für erstere 
die Bezeichnung ,,Semi-Discordanz‘ gebraucht. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1918. Heft 3, 26 
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mine in tektonischer Hinsicht. Natürlich muB man bei einer der- 
artigen Festlegung orogenetischer Zeiten, in denen die Struktur 
des Untergrundes durch Faltung, Überschiebung oder Verwerfung 
sich verändert, die epirogenetischen Vorgänge, die grüfere Erd- 
gebiete ohne Anderung ïhrer tektonischen Innenstruktur einheit- 


_lich und lang andauernd bewegen, abtrennen, — denn tut man 
dieses nicht, so hat man selbstverständlich eine ,kontinuierliche“ 
Gebirgsbildung. 


In manchen Fällen zerlegt sich eine tektonische Hauptphase 
zwar in ,Unterphasen“, aber auch dann ist die Gebirgsbildung 
nicht kontinuierlich, sondern durch anorogenetische Zeïten unter- 
brochen, wenn auch nur durch relativ kurze. 

Mancherlei Umstände haben die Erkenntnis der Einordnung 
aller gebirgsbildenden Vorgänge in eine relativ beschränkte An- 
zabl kurzer Epochen hintangehalten und tun es vielfach heute 
noch. Es kommt dabei in allererster Linie die eben schon berührte 
unzureichende Unterscheidung von Epirogenese und Orogenese in 
Betracht, und das hängt wenigstens zum Teil wieder mit der Un- 
klarheit über diese Begriffe, wie sie in der Literatur herrscht, 
zusammen, worauf ich an anderer Stelle zurückkvmme. Unzweifel- 
haft epirogenetischer Art sind z. B. jene Bewegungen der Gebirge, 
die in der sog. ,Antecedenz“ der Fluftäler zum Ausdrucke kom- 
men, d.h. darin, daf der FluB älter ist, als das Grebirge, das er 
durchschnitten hat, und zwar in dem Mae, wie es sich aufwôlbte, 
»etwa wie die Säge-den bewegten Balken durchschneidet“. Solche 
Verhältnisse sind zuerst von Medlicott im Himalaya und unab- 
hängig davon von Hayden und Powell in den Rocky Mountains 
und von E. Tietze im Alburs und in den Karpathen angenommen 
worden, sowie später von E. Suef (Antlitz der Erde III, 2, 
S. 588) für die Durchschneidung der Ausläufer des Sa-Alai durch 
den Amu-Darja bei Kelif und des Mogol-tau durch den Syr-Darja 
unterhalb Chodjent. Hier handelt es sich um die von der jüngeren 
Morphologenschule in so vielen Gebirgen untersuchten weïtspannigen 
Verbiegungen, die die Gebirgsstreifen in ihrer Gesamtheit 
üund ohne Ânderung der tektonischen Innenstruktur 
betreffen, die vergleichbar jenen weitspannigen Verbiegungen, die 
zur Aufwôlbung der Landschwellen führen, und gleich jenen 
säkulärer Art sind: damit handelt es sich gar nicht um ,Fal- 
tungen“ und überhaupt nicht um orogenetische Vorgänge. Also 
beweist die sog. ,Antecedenz“ der Flufitäler auch in den Fällen, 
in denen sie wirklich zutreffend ist, nichts im Sinne einer konti- 
muierlichen ,Gebirgsbildung“, sondern sie beweist nur die Konti- 
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nuität der Epirogenesen; also kann man auch die ,hinreichend 
sicheren Beweise“, die A. Tornquist in seiner ,Allgemeinen Greo- 
logie“ (Leipzig 1916,, S. 540) wieder aus der Antecedenz der Klusen 
des Schweizer Juras für die langsame Gebirgsbildung in diesem 
Gebirge und in den Alpen herleiten môchte, nicht anerkennen ?). 

. Oft sind sodann die stratigraphischen Unterlagen zur Fest- 
legung der Zeitlichkeit einer Orogenese ganz unzureichend, ohne 
da dem genügend Rechnung getragen wird. Immer vwieder 
werden die Intervalle, innerhalb deren der orogenetische Vorgang 
eingetreten sein mu, nicht genau genug gefafit. Eine Faltung, 
die zwischen einer Stufe der Formation A und irgend einer Stufe 
der Formation C eingetreten ist, wird kurzhin in die Zeit B ver- 
legt, trotzdem sie ebensogut bereits im Ausgange von À oder im 
Anfange von C eïingetreten sein kann. Und ist sich der Autor 
auch der Basis, auf die er die Faltung ,zur Zeit B“ begründete, 
bewuft, so erscheint die Faltungszeit B beim nächsten Literatur- 


1) Überhaupt ist nach A. Tornquist (Le. S. 518) ,aus der geologischen 
Erfahrung“ nicht ersichtlich, ,daf die Kompression in der starren Erdrinde eine 
gewisse Periodizität aufweist und daf es Zeiten besonderer Intensität der Kom- 
pression gibt, unter deren Einfluf der Zusammenschub der Geosynklinalgebiete 
erfolgt*, Dagegen spricht nach Tornquist vor allen Dingen, daf nicht alle 
Teile einer Geosynklinale gleichzeitig aufgefaltet worden sind. Diese Tat- 
sache ist an sich unbedingt zutreffend, — denken wir doch nur an die Erschei- 
nung des , Wanderns“ der Faltung. Die Faltung ergreift in verstärktem Mae 
eben bald diesen, bald jenen Teil der grofen Geosynklinalen und verschiebt sich 
dabei nicht nur quer zum Streichen, sondern auch in der Richtung des Streichens, 
je nach dem wechselnden, — wenn ich so sagen soll —, Prädestiniertsein der 
einzelnen Teiïle, das mit den wechselnden Verhältnissen der Mobilität (Gefügigkeit 
des Bodens gegenüber dem orogenetischen Druck) und Position (Erreichbarkeit 
für den orogenetischen Druck) zusammenhängt. Von ,selektiver“ Faltung nach 
Mobilität und Position habe ich in diesem Sinne gesprochen (Geolog. Rundschau 
1917, Bd. VIIE, $. 108) Diese bedingenden Verhältnisse wechseln aber innerhalb 
der Geosynklinalen von einer Gebirgsbildungsphase zur anderen im Gefolge der 
Strukturveränderungen, die die vorangegangene Faltung mit sich gebracht hatte, 
und ganz besonders auch infolge der zwischen den beiden Gebirgsbildungsphasen 
eingetretenen tektonischen ,,Evolution‘ des Bodens. DaB Tornquist hierin einen 
Beweis gegen die Periodizität einer verstärkten Wirkung des faltenden Druckes 
sehen will, ist umso überraschender, als er auf der folgenden Seite seines Lehr- 
buches die von mir an Hand der Verhältnisse des Niederdeutschen Beckens 
geschilderte mehrfache und kurzzeitige Unterbrechung der Evolutionen in der 
Erdkruste durch ,diastrophale Bewegungsphasen‘“ als ,allgemeingültiges Gesetz‘ 
anerkennt, Der Eintritt , diastrophaler Bewegungsphasen‘ ist doch nichts anderes, 
wie der Eintritt der von Tornquist bezweifelten ,,besonderen Intensität der Kom- 
pression“, — wie die entstehenden Faltungs- und sonstigen Einengungsbilder 
zeigen. 


26 * 
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zitat schon als gesicherte Tatsache. Ferner liegt oft den Behaup- 
tungen über das Auftreten orogenetischer Vorgänge eine viel zu 
weitgehende Bewertung von Gerôllanhäufuangen und von sonstigen 
faziellen Erscheinungen zugrunde. In anderen Fällen wird allein 
schon aus dem Eintreten von Trans- und Regressionen, indem 
sie mit Bewegungen der Lithosphäre in Zusammenhang gebracht 
werden, oder aus dem Wechsel kontinentaler oder mariner Se- 
dimentation auf ,gebirgsbildende“ Vorgänge geschlossen. Für 
manche Regressionen besteht ohne Zweifel eine Berechtigung 
in dieser Richtung, denn wenn aus dem Meeresraume die Ge- 
birge aufsteigen, so wird das Meer verdrängt; aber andere Re- 
gressionen sind von orogenetischen Vorgängen unabhängig, Und 
was die Transgressionen anlangt, so scheint die Mehrzahl der- 
selben und besonders der weltweit verbreiteten geradezu mit 
eînem Erlahmen selbst der an sich schwachen epirogenetischen 
Erdkräfte in ursächlichem Zusammenhange zu stehen. Zum 
Beispiel fällt doch die weltweit verbreitete mitteljurassische 
Transgression mit einer anorogenetischen Zeit allererster Ordnung 
zusammen. 
Ein weiterer Fehler wird häufig in dem Sinne gemacht, daf : 
allein schon aus der Einschaltung von Eruptivgesteinen in sedi- 
mentäre Schichtfolgen auf ,tektonische“ Vorgänge geschlossen 
wird. Dabei fallen doch z. B. in Deutschland die tertiären und 
dyadischen Ergüsse in der Hauptsache in solche Zeitspannen, in 
denen keinerlei Gebirgsbildung weder hier noch sonstwo erfolgt ist. 
GewiB gibt es augenscheinliche Füälle einer gewissen Gleichzeitig- 
keit von Orogenese und Vulkanismus; aber die Verallgemeine- 
rung, daf der Austritt von Eruptivmassen und insbesondere 
schon die Einschaltung von Eruptivdecken in den Sedimentserien 
Zeiten der Gebirgsbildung andeute, ist jedenfalls unzulässig. 
Auferhalb der kurzfristigen orogenetischen Phasen sind nun 
aber nicht nur keine neuen Dislokationen entstanden, sondern es 
ist auch aus den Schicht- und Lagerungsverhältnissen kein Beweis 
zu entnehmen, da an bestehenden Dislokationen neue Ver- 
schiebungen eingetreten seien, trotzdem eine /gewisse Môglichkeit 
* des letzteren Fallés unter Hinweis auf die jungen Erdbebendislo- 
kationen zugegeben werden muB (vgl. uften). Dieses Geknüpft- 
sein auch der posthumen Verschiebungen an die orogenetischen 
Termine ist ganz besonders gegenüber der in der Literatur so weit- 
verbreiteten Auffassung hervorzuheben, daf die Einsenkung der 
Meeresbecken und sonstiger Sedimentationsräume an fortwährend 
wiederaufreiBenden, also in andauernder Wirksamkeit bleibenden 
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Verwerfungen erfolgt sei, während, wie ich hier wohl nicht wieder 
auszufübren brauche, die Beobachtungen in den uns zugänglichen 
Randzonen der Meere der Vorzeit nur im Sinne einer bruch- 
losen Absenkung sprechen und die in den alten Randzonen heute 
etwa vorhandenen Verwerfungen als Ergebnis einer älteren oder 
jüngeren oder auch einer den Absenkungsvorgang unterbrechenden 
Orogenese erscheinen lassen. So schleppt sich durch die Literatur 
ja auch die Behauptung von dem oligocänen Einbruche des 
Oberrheintalgrabens, trotzdem bisher nicht der Beweis dafür er- 
bracht ist, daB im Oberrheingebiete in der Zeit, in der die mäch- 
tige oligocäne Sedimentation als Folge des Eïinsinkens vor sich 
ging, bei diesem Einsinken ein Bruch irgendwo aufgerissen oder 
wiederaufgerissen sei, und trotzdem die Brüche das Oligocän des 
Grabens entweder überhaupt nicht oder doch gleichmäfig in 

.seiner Gesamtheit verwerfen, d. h. also entweder älter oder jünger 
als das Oligocän sind. 

Die Grunderfahrung über die Zeitlichkeit von Gebirgsbildungen 
fasse ich als das orogenetische Zeitgesetz nochmals in fol- 
gender Form zusammen: | 

Alle Gebirgsbildung, auch die des Bruch- 
falten- und Blockgebirges, ist an verhältnis- 
mäBig wenigeundzeitlichengbegrenzte Phasen 
von + erdweiter Bedeutung gebunden. 

Es handelt sich hier, wie gesagt, um einen reinen Erfahrungssatz. 
Aber der Umfang der Erfahrangen — besonders auch hinsichtlich 
der immer wiederkehrenden Konkordanz in den Sedimenten langer 
Perioden — ist schon derartig, daf die Zusammenfassung zu einem 
allgemeineren Gesetze berechtigt erscheint. 


b. Anorogenetische Dislokationen. 


In den langen anorogenetischen Zeïiten, die zwischen den oro- 
genetischen Phasen liegen, schlummern die tektonischen Kräfte 
nicht, nur äufern sie sich in schwachen, trotzdem aber durch die 
Langzeitigkeit ihres Wirkens oft zu gewaltigen Verschiebungen 
führenden (epirogenetischen) Bewegungen. Und wenn wir die 
Bruchlosigkeit dieser Vorgänge aus den uns überlieferten Schicht- 
verbänden immer wieder herauslesen, so müssen wir trotzdem 
die Môglichkeit unbedeutender Ausnahmen offen lassen, — und 
das umsomebhr, als uns wenigstens aus der anorogenetischen J etzt- 
zeit derartige Ausnahmen bekannt sind. 

Die Epirogenese ist nicht eine rein vertikale Bewegung grôferer 
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räumlicher Eïnheiten, sondern eine Vertikalbewegung unter ganz 
schwacher, aber anhaltender Verbiegung oder, wohl richtiger ge- 
sagt, eine Vertikalbewegung infolge einer derartigen ,Faltung 
grôüBter Amplitude“. Als ,Undation“ habe ich sie in diesem Sinne 
den ,Undulationen“ der orogenetischen Zeiten gegenübergestellt!). 
Diese langsame Verbiegung vollzieht sich selbst in relativ starren 
Materialien m. E. deswegen bruchlos, weil die Zeit gewisser- 
mafen als mobilisierender Faktor wirkt und die Sprüdigkeit, die 
bei plôtzlichem und stärkerem Drucke zur Bruchbildung führen 
würde, aufhebt. Nun stellen wir uns ein nach älterer Orogenese 
in sich noch nicht wieder festgefügtes und noch nicht wieder ver- 
heiltes System grofBer Erdblôcke vor und denken uns dieses in 
ganz langsamer Verbiegung begriffen. Mag nun auch die Ursache 
der Verbiegung in seitlichem Drucke liegen und mag der schwache 
epirogenetische Druck allmählich auch zu einem festeren Gefüge 
der Massen führen, so wird es trotzdem innerhalb des Schollen- 
haufwerkes zu Rutschungen und Gleitungen, also zu Dislokationen, 
kommen kônnen. Das ist es, was uns m. E. die Überlegung über 
den Vorgang der Undation in noch nicht festgefügtem Boden 
sagen muf; und das ist es m.E. auch, was wir in seinen Wir- 
kungen in den Erdbebendislokationen der anorogenetischen 
Jetztzeit, — oder doch in einem Teile derselben —, beobachten. 

Erdbebendislokationen, d. h. mefbare Verschiebungen an 
Erdbebenspalten, sind an sich seltene Erscheinungen. Das hob 
neuerdings W. Branca?) gegenüber der übertriebenen Geneigtheit, 
Erdbeben als ,tektonische“ zu klassifizieren, wieder hervor. 
Ferner sind die Sprunghôhen verschwindend gering, gemessen 
an dem MafBstabe sonstiger Erfahrungen über Verwerfungsbeträge. 
So zeigten die Erdbebendislokationen auf Lokris im Jahre 1894 
11/>—2 m Sprunghôhe, diejenigen des mitteljapanischen Erdbebens 
im Jahre 1891 2,5—6 m, während bei dem Erdbeben von St. Fran- 
cisco im Jahre 1906 neben stärkeren Horizontalbewegungen von 
stellenweise 7 m Verschiebungsbetrag vertikale Verwerfungen von 
etwa 1 m Sprunghôühe eingetreten sind. 

Keïneswegs sind aber alle Erdbebenspalten tektonischen Ur- 
sprungs. 


1) H. Stille, Tektonische Evolutionen und Revolutionen in der Erdrinde, 
Leipzig 1913. 

2) W. Branca, Über die Bedeutung der magmatischen Beben gegenüber 
den tektonischen. Sitzungsber. Kel, Preuf. Ak, d. Wiss. Mathem.-phys. KI. 1917. 
Bd. XXVIIL, S. 380f. 
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Bekanntlich pflegt man die Erdbeben ihrer Ursache nach in 
tektonische, vulkanische (magmatische) und Einsturzhbeben (Auf- 
lôsungsbeben Branca’s) einzuteilen, und selbstverständlich sind 
etwaige Erdbebenspalten, die bei Erdbeben der letzten beiden 
Kategorien entstanden sind, keine tektonischen Erscheinungen, 
sondern gehôren zu den weiterhin zu besprechenden ,unechten“ 
(atektonischen) Dislokationen (,Pseudo-Dislokationen“). Nun ist 
aber die Trennung tektonischer und vulkanischer Erdbeben in 
vielen Fällen recht schwierig und umstritten, und sicher sind 
sehr viele Erdbeben vulkanischer oder doch magmatischer Natur, 
trotzdem sie, was im allgememen als Beweis für tektonischen 
Ursprung gilt, in tektonischen Zonen liegen und trotzdem mag- 
matische oder gar vulkanische Vorgänge nicht in ihrer Nachbar- 
schaft erkennbar «sind. Ich verweise in diesem Sinne auf die 
* jüngst verôffentlichten Ausführungen Branca’s (1. c.) über die Be- 
deutung der magmatischen Beben gegenüber den tektonischen. 

Mag man nun aber auch in der Zuteilung der Erdbeben zu 
den atektonischen Kategorien recht weit gehen und mag man bei 
den tektonischen Erdbeben auch die rein oberflächlichen Wirkungen 
der Erderschütterung an Hängen oder in lockeren Erdmassen, auch 
wenn sie in Form von Verwerfungen in Erscheinung treten, fort- 
lassen, so bleibt doch immerhin eine Reïhe von jungen Erdbeben® 
dislokationen übrig, deren tektonische Natur sich kaum bestreiten 
läft, — d.h. von Verwerfungen, die in einer anorogeneti- 
schen Zeit, nämlich der Jetztzeit und jüngsten Vergangenheit, 
entstanden sind. Sind wir berechtigt, sie als Begleiterscheinungen 
einer Undation in noch nicht festgefügten Bodengebieten zu er- 
klären, so sind sie damit zwar tektonisch, aber nicht oroge- 
netisch. Als ,pseudo-orogenetisch® mag man sie, da sie 
zwar äuBerlich mit orogenetischen Erscheinungen übereinstimmen, 
bezeichnen. Sie sind nicht Âuferungen der episodisch wirkenden 
starken Kräfte, die zu den Erscheinungen der Orogenese führen, 
sondern Begleiterscheinungen der säculären schwachen Erdbewe- 
gungen, die unter den Begriff der Epirogenese fallen. Damit 
unterliegen sie auch nicht dem orogenetischen Zeitgesetze, wie 
sie auch ferner nicht dem noch zu besprechenden orogenetischen 
Hochbewegungsgesetze zu folgen brauchen. 

Zum orogenetischen Zeitgesetze sind wir dadurch gekommen, 
daf wir diejenigen Erscheinungen, die unter den Begriff der Oro- 
genese fallen, als auf ganz bestimmte Zeiten beschränkt und als 
in den Zwischenzeiten fehlend erkannten. Nun sehen wir, daf 
eine Erscheinung von der Art einer orogenetischen, wenn auch 
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eine äuferst schwache, sich in der anorogenetischen Jetztzeit ein- 
stellen kann. Und wie es heute Erdbeben gibt, die zu Disloka- 
tionen führen, so wird es an solchen auch in den anorogenetischen 
Zeïten der älteren Erdgeschichte nicht gefehlt haben. Das einzige 
Kriterium zur Unterscheidung derartiger ,Erdbebenspalten“ der 
Vorzeit') von den echten orogenetischen Dislokationen ist die Ent- 
stehungszeit. Die Feststellung solcher fossiler Erdbebenspalten 
wird sicher zunächst erschwert durch die sehr geringen Sprung- 
hôhen, dann aber auch dadurch, daf die zur Ermôglichung der ge- 
naueren Zeitbestimmung gerade bei derartig unbedeutenden Ver- 
schiebungen erforderlichen günstigen Umstände nur recht selten 
zusammenkommen môügen. Es genügt an sich nicht, daf in einem 
günstigen Aufschlusse die Verwerfung selbst erkennbar ist, denn 
dann ist ja keinerlei Beweis gegen ihre Zugehôrigkeit zu einer 
orogenetischen Phase vorhanden, sondern der gleiche Aufschluf 
müfte auch noch die überdeckende und nicht mehr verworfene 
Schicht, die nach der Entstehung der Verwerfung abgelagert 
wurde, zeigen. Jedenfalls muB aber schon die Môglichkeit oder, 
richtiger gesagt, Wahrscheinlichkeit des Vorhandenseins solcher 
fossiler Erdbebenspalten davor warnen, auf eine einzelne kleine 
Verwerfung, die einmal ganz auferhalb des Rahmens aller sonstigen 
ÆErfahrungen über die Zeitlichkeit orogenetischer Vorgänge nach- 
gewiesen wird, eine orogenetische Phase begründen zu wollen, wie 
auch die rezenten Erdbebenspalten die Jetztzeit nicht als oroge- 
netisch kennzeichnen kôünnen, sondern sich durchaus im Rahmen 
unserer Vorstellungen über epirogenetische Vorgänge erklären 
lassen. Es kommt hinzu, dafi eine solche fossile Erdbebenspalte 
vielleicht gar auf ein atektonisches Beben zurückgehen kôünnte und 
dann nicht nur anorogenetisch, sondern sogar atektoniseh wäre. 


Es gibt also, das wollen wir zum Schluf wiederholen, Ver- 
-werfungen, wenn auch ganz unbedeutende, die tektonischen Ur- 
sprungs sind und trotzdem nicht unter das orogenetische Zeïitge- 
setz fallen, — die allerdings auch gegen die allgemeine Gültigkeït 
des orogenetischen Zeïitgesetzes nichts beweisen, da sie ja epiro- 
genetischer Entstehung sind. Sie bilden aber eine/Einschränkung der 
Auffassung von der Bruchlosigkeit der Epirogenese, allerdings eine 


1) Eine jede Orogenese ist selbstverständlich mit Erdbeben und zwar mit 
solchen von groBer Intensität verknüpft, und eine jede Verwerfung ist in diesem 
Sinne eine Erdbebenspalte. Wenn ich aber hier von ,Erdbebenspalten“ spreche, 
so meine ich natürlich nur die den Spalten unserer heutigen, d. h. anorogeneti- 
schen Erdbeben vergleichbaren Risse. 
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solche, die aus dem ganzen Vorgange einer unter besonderen Ver- 
hältnissen sich vollziehenden Epirogenese ohne weiteres verständ- 
lich ist. 


ce. Atektonische Dislokationen (,Pseudodislokationen‘). 


Dem orogenetischen Zeitgesetze unterliegen ferner nicht, wie 
ganz selbstverständlich ist, die ,unechten“ Dislokationen (, Pseudo- 
dislokationen“), d. h. diejenigen Verschiebungen in der Erdkruste, 
— und zwar im allgemeinen in deren alleräuBerster Zone —, die 
zwar äuBerlich den ,echten“ Dislokationen gleichen kônnen, jedoch 
nicht durch die tektonischen Kräfte der Erdrinde hervorgerufen 
worden sind, sondern durch exogene Kräfte oder den Vulkanismus. 

Folgende Beispiele solcher Dislokationserscheinungen, die 
nicht mit den Wirkungen der orogenetischen Kräfte verwechselt 
“werden dürfen“, nennt J. Cornet im 2. Bande seiner , Géologie“ 
(Mons 1910), S. 69—71: 

1) Schollenabsetzungen an Talhängen. 

2) Hakenbildungen an Talhängen. 

3) Faltungen plastischerer Gresteinsmassen an Talhängen 1in- 
folge Gehängegleitung, besonders bei Gleitung schwerer 
Gesteinsmassen. 

4) Subaquatische Rutschungen. 

5) Gletscherwirkungen auf den Untergrund. 

6) Einbrüche über Auslaugungsräumen. 

7) Auftreibungen infolge der Volumzunahme von (Gesteins- 
massen bei chemischer Veränderung. 

8) Wirkungen lakkolithischer Intrusionen. 

Für Fall 6 finden sich wohl nirgendwo derartig schône Beispiele, 
wie in Mittel- und Norddeutschland in den oft viele kilometer-, 
ja meilenweit sich erstreckenden ,Auslaugungsgräben“ über den 
subterranen Rücken von Zechsteinsalz, die auch nicht, wie sonst 
im allgemeinen die saxonischen Gräben, an die Senkungszonen des 
Bodens, sondern umgekehrt an die Hebungsachsen gebunden zu 
sein pflegen. 

Atektonisch sind ferner die in Begleitung vulkanischer Erup- 
tion eintretenden Dislokationserscheinungen und endlich diejenigen 
Erdbebenspalten, die mit atektonischen Beben (s. oben) zusammen- 
hängen, wie auch solche durch tektonische Beben ausgelôsten in- 
direkten Dislokationswirkungen, die unter die obigen Kategorien 
1—4 fallen. 
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d. Die vergleichende Methode der Altersbestimmung 
gebirgsbildender Vorgänge. 


Es lassen sich nur in verhältnismäfig wenigen Fällen die oro- 
genetischen Vorgänge im Einzelaufschlusse oder im Einzelgebiete 
zeitgenau oder einigermafen zeitgenau festlegen. Das ist z. B. 
der Fall, wenn, wie bei der ,sudetischen“ Faltung Niederschlesiens, 
in der gefalteten Serie noch das obere Untercarbon steckt, wäh- 
rend die überdeckende ungefaltete Serie mit dem unteren Ober- 
carbon (Waldenburger Stufe) einsetzt; oder wenn die 1. und 2. 
Mediterran-Stufe noch mitgefaltet sind, während die Pontische Stufe 
keinen Anteil mehr an der Faltung hat (z. B. Rhonebecken, Drau- 
Save-Grebiet). Solche Müglichkeiten der ,unmittelbaren“ Zeit- 
festlegung einer Orogenese nach den Verhältnissen im untersuchten 
Erdschnitte sind im allgemeinen nur dann vorhanden, wenn recht 
bald nach der Orogenese die Sedimentation wieder eingesetzt hatte. 
Aber zwischen Orogenese und wiederbeginnender Sedimentation 
liegt zumeist eine lange Periode der Denudation, in der auch die 
vor der Orogenese entstandenen Sedimente zum Teil wieder be- 
seitigt werden, und so ergeben sich längere oder kürzere über- 
lieferungslose Zeitintervalle, innerhalb deren die Gebirgsbildung 
zu irgend einem, aber unmittelbar nicht näher anzugebenden 
Zeïitpunkte eingetreten ist. | 

_ In solchen Fällen beschreiten wir den Weg der ,mittel- 
barén“ Zeitfestlegung durch Vergleich mit den Verhältnissen in 
anderen Erdschnitten. Wir ermitteln, welche zeitgenaue (Gre- 
birgsbildung innerhalb des in Frage kommenden Zeitintervalles 
in Nachbargebieten oder, — falls auch hier keine vergleich- 
baren ,unmittelbaren“ Ergebnisse zu erhalten sind —, überhaupt 
in der Erdkruste erkennbar ist, und teilen dieser tektonischen 
Phase, fufend auf dem orogenetischen Zeitgesetze, den zunächst 
nur intervallmäBig festgelegten Vorgang zu. Das ist ein Weg, 
der in Einzelfällen oft genug beschritten worden ist; mir kommt 
es aber hier darauf an, die Notwendigkeit seiner konsequenten 
Begehung zur Vermeidung des Verlegens von tektonischen Er- 
eignissen in Zeitpunkte oder Zeïitspannen, die sich überall als an- 
orogenetisch erwiesen haben, hervorzuheben und an Einzelbeispielen 
zu erläutern. 

In weiten Teilen des Tian-schan !) transgrediert über einem 


1) Vgl. u. à. K. Leuchs, Zentralasien, Hdb. d. region. Geol. Bd. V, Abtlg. 7, 
Heidelberg 1916. Nach den Forschungen F. Machatscheck’s (Ergebnisse einer 
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gefalteten Grundgebirge, das devonische Schichten einschlieflich 
Oberdevon enthält, das obere Untercarbon mit Productus gigan- 
teus Mart. (Visé-Stufe), während das untere Untercarbon gänzlich 
zu fehlen scheint. Die Faltung ist hier also in dem Intervalle 
zwischen Oberdevon und Visé-Stufe eingetreten. In dieses Intervall 
fällt die in vielen Gebieten der Erde, in Europa z. B. in den Su- 
deten, der Bretagne und dem Gebiete des schottischen Grabens, nach- 
weisbare vorcarbone Gebirgsbildung, und dieser und nicht etwa 
einer ,intra-untercarbonen“ Phase der variscischen Faltung, die 
ein gänzliches Novum in der geologischen Wissenschaft bedeuten 
würde und schon mit der Konkordanz von unterem und oberem 
Untercarbon, wo immer sie zusammen auftreten, nicht vereinbar 
wäre, ist auch die zunächst nur als älter als oberes Untercarbon 
zu bestimmende Phase der Faltung des Tian-schan zuzuteilen. Die 
. auf die Untersuchungen im Tian-schan begründete Auffassung von 
K. Leuchs, daf die Faltung spätdevonisch-untercarbonisch sei, ist 
zwar durchaus zutreffend, nur läft sich m. E. auf vergleichender 
Basis der Zeitpunkt noch etwas genauer dahin präzisieren, daf er 
schon vor dem Untercarbon liegt. 

In vielen Gebieten Europas lassen sich z. T. nur css 
z. T. auch recht beträchtliche orogenetische Vorgänge zwischen 
Unterem und Oberem Rotliegenden nachweïisen. Das ist z. B. in 
der Gegend von Halle, im Erzgebirgischen Becken, im Saarge- 
biete, im Schwarzwalde, in den Karnischen Alpen und in den 
Pyrenäen der Fall. Soweit in diesen Gebieten Oberes Obercarbon 
(Ottweiler Stufe, Stéphanien) noch vorhanden ist, findet es sich 
in vülliger Konkordanz mit dem Unterrotliegenden. Wenn wir 
nun das Oberrotliegende unter Ausfall von Unterrotliegendem dis- 
kordant über Ottweiler Schichten, — wie an vielen Stellen der 
Mansfelder Mulde —, antreffen, so ist zwar in diesen beson- 
deren Fällen die ,unmittelbare“ Zeitfixierung des tektonischen 
Ereignisses innerhalb des Intervalles vom Oberen Obercarbon bis 
zum Oberrotliegenden nicht môglich; aber auf dem ,mittelbaren“ 
(vergleichenden) Wege kommen wir selbstverständlich dazu, auch 
hier die Gebirgsbildung der allgemeiner erkannten Voroberrot- 
liegend-Phase zuzuteilen und sie nicht etwa, da ,zwischen Ober- 
carbon und Oberrotliegend“ eingetreten,: kurzhin in das ,Unter- 


Studienreise in den westlichsten Tian-schan, Mitt, K. K. geogr. Ges. Wien 1912, 
S. 108) sind im westlichen Tian-schan Oberdevon und Untercarbon lückenlos 
und konkordant miteinander verbunden. Aber das beweist natürlich nichts gegen 
die vorcarbone Faltung im zentralen Tian-schan, sondern beweist nur, daf diese 
Faltung das heutige Gebiet des westlichen Tian-schan nicht ergriffen hat. 
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rotliegende“ zu verlegen und womüglich hier einen neuen Hinweis 
auf die oft behauptete, aber mit der immer wieder zu beobachtenden 
Konkordanz vom Oberen Obercarbon bis zum Ende des Unterrot- 
liegenden unvereinbare ,postcearbonische“ oder ,frühdyadische“ 
Faltung zu erblicken. 

Im westlichen und nôürdlichen Randgebiete der Alpen kônnen 
wir feststellen, daf eine bedeutsame Faltung nach der Maastrichter 
Stufe des Obersenons und vor dem Mitteleocän (Lutétien) einge- 
treten ist; die genauere Zeitbestimmung ist zwar hier wegen der 
Lückenhaftigkeit der Profile (Fehlen des Daniens, Paleocäns und 
Untereocäns) auf unmittelbarem Wege nicht môüglich, wohl aber 
bringt uns die mittelbare (vergleichende) Methode dem Ziele näher. 
Eine jüngsteretacisch-alttertiäre Gebirgsbildung ist nämlich auf der 
Erde weithin eingetreten, und zwar, soweit überhaupt eine genauere 
Zeïitbestimmung môglich ist, bereits vor Ablagerung des jüngsten 
Gliedes der Kreïide, des Daniens, — wenn vielleicht auch mit 
einer unbedeutenden Nachphase im frühen Paleocän (vor der Lan- 
dener Stufe) zu rechnen ist und wenn auch in einem Einzelfalle, 
der wohl noch der Nachprüfung bedarf (Pays de Bray im Pariser 
Becken nach Munier-Chalmas!)), eine ganz unbedeutende winklige 
Diskordanz zwischen Untereocän (Cuisien) und Mitteleocän (Lu- 
tétien) angegeben wird. Aber die anderseits immer wieder beob- 
achtete Konkordanz innerhalb des älteren Tertiärs einschlieBlich 
der lutetischen Stufe führt im Zusammenhange mit der Erkennung 
einer bedeutsamen Dislokationsphase in der allerjüngsten Kreide 
dazu, auch die ,vorlutetische“ Faltung im westlichen und nôrd- 
lichen Randgebiete der Alpen schon in die allerjüngste Kreide 
zu verlegen, — wie auch die sonstigen ,vorlutetischen“ Gebirgs- 
bewegungen, die wir z. B. noch in Istrien, in den Karpathen, im 
Apennin, in Südspanien, im Atlas oder in den pacifischen Rand- 
gebieten Nordamerikas kennen. In diese Zeit glaube ich nach 
der vergleichenden Methode nunmehr auch die ,vortertiäre“ oder 
alttertiäre“ Phase der saxonischen Faltung Deutschlands stellen 
zu müssen. 

Die ,jangmiocäne“ Gebirgsbildung erweist sich in vielen Ge- 
bieten, — so im Rhonebecken, in der Drau-Save-Zone, in Nord- 
westafrika, im Kaukasusgebiete —, als zwischen der 2. Mediterran- 
stufe und der pontischen Zeit erfolgt (,vorpontische“ Grebirgs- 
bildung); an einzelnen Stellen ist sogar noch eine genauere Alters- 
feststellung dahin müglich, da$ sie zwischen der sarmatischen oder 


1) Vel. Haug, Traité de Géologie, Fig. 407, S. 1426. 
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. wenigstens der altsarmatischen und der pontischen Zeït eintrat. 
Nun liepgt zwar in anderen Gebieten, — wie in den sub- 
betischen Gebieten Südspaniens, in Portugal, am Südrande der 
Alpen oder wie auferhalb Europas in Britisch Birma und im 
malayischen Archipel, — über den dislocierten Mediterranschichten 
nicht die pontische Stufe, sondern postpontisches Pliocän (Piacenza- 
Stufe oder noch jüngeres), aber trotz des Fehlens der pontischen 
Stufe wird man auch in diesen Fällen, da die pontische Stufe und 
die nächstjüngeren postpontischen Schichten, wenn zusammen auf- 
tretend, in sich stets konkordant liegen, die Dislokationsvorgänge 
nach dem vergleichenden Verfahren in die vorpontische Phase zu 
verlegen haben. 

Selbstverständlich führt auch die eben an Beispielen erläuterte 
mittelbare Methode der Altersfestlegung tektonischer Vorgänge 
. durch Vergleich mit den Verhältnissen in anderen Gebieten keines- 
wegs immer zu eindeutigen Resultaten, vielmehr ergeben sich solche 
nur dann, wenn innerhalb der in Frage kommenden Zeïtspanne 
nur ein einziger notorischer Disiokationstermin vorhanden ist. Und 
auch dann hat das Wort ,eindeutig“ oft nur einen vorläufigen 
Wert, denn neue Forschungen künnen immerhin auch in solchen 
Zeïträumen, die wir bisher als anorogenetisch glauben betrachten 
zu müssen, neue orogenetische Phasen enthüllen; dessen wollen wir 
uns bewuft bleiben, wenn von ,eindeutiger“ Zeïtbestimmang auf 
vergleichendem Wege die Rede ist. 

Haben wir dagegen zwei notorische Dislokationsphasen inner- 
halb des in Frage kommenden Intervalls, so ist natürlich das-mit- 
telbar festzustellende Ergebnis zweideutig, haben wir deren drei, 
so ist es dreideutig usw. Ziehen wir z. B. in Deutschland in der 
Zeit vom Jura bis zum Alttertiär nur die drei Hauptphasen der 
saxonischen Faltung, nämlich die vorkretacische (kimmerische), die 
vorsenone (vor Oberemscher) und die jüngstcretacische (,vorter- 
tiäre“, s. 0.) in Betracht und vernachlässigen wir die Unterphasen, 
die z. B. bei der kimmerischen Faltung auftreten, so haben wir 
in dem Falle der Überlagerung von dislociertem Lias durch Untere 
Kreïide ein eindeutiges Resultat, da hier nur die kimmerische Dis- 
lokationsphase in Betracht kommt, im Falle der Überlagerung 
durch Senon aber ein zweideutiges (kimmerische oder vorsenone 
Phase) und endlich im Falle der Überlagerung durch die subher- 
cynische Braunkohlenformation ein dreideutiges (kimmerische oder 
vorsenone oder jüngsteretacische Phase). 

Alles in allem müssen wir also hinsichtlich der RAA Re 
Dislokationstermine ,minimalistisch“ verfahren, d. h. wir müssen 


380 Hans Stille, 


uns auf die wenigen bereits erkannten und sich immer wieder be- 
stätigenden Termine beschränken, bis die vôllige Unmôüglichkeit 
der Einreiïhung eines orogenetischen Ergebnisses in irgend einen 
derselben erwiesen und damit der unzweideutige Beweis für eine 
neue Dislokationszeit erbracht ist. Und ist er erbracht, so ist 
an der ganzen Auffassung des Beschränktseins der orogenetischen 
Vorgänge auf relativ wenige und kurze Phasen nichts geändert, 
sondern die so kleine Zahl der notorischen Phasen ist eben nur 
um eine neue vermehrt worden. Aber daf zu den bis heute fest- 
gestellten Faltungsphasen nicht allzu viele neue mehr hinzukommen 
werden, das sagen uns schon jetzt die in allen Weltteilen wieder- 
kehrenden Konkordanzen innerhalb der gleichen mächtigen Schicht- 
folgen. 

Wie die Stratigraphie die Basis zur Festlegung der Zeïitlich- 
keit orogenetischer Erscheinungen bietet, so kônnen umgekehrt 
die orogenetischen Vorgänge, nachdem ïihr Beschränktsein auf ganz 
bestimmte Zeitlichkeiten als allgemeines Gesetz erkannt worden 
ist, wichtige Anhaltspunkte für die Klärung stratigraphischer 
Fragen, namentlich beim Fehlen sonstiger Anhaltspunkte, bieten. 
Wenn z. B. in Gebieten variscischer Faltung eine Schichtfolge 
von Rotliegend-Typus konkordant dem Obercarbon folgt und in 
sich konkordant ist, so wird man diese Schichtfolge mit erheblicher 
Wabhrscheïnlichkeit in ihrer Gesamtheit für älter als Oberrotlie- 
gend halten dürfen; eine zwischen ihr und dem Obercarbon vor- 
handene Diskordanz würde dagegen auf die Zugehôrigkeit zum 
Oberrotliegend schlieBen lassen. Und tritt innerhalb dieser Schicht- 
folge eine Winkeldiskordanz auf, so wird man mit dieser die 
Grenze zwischen Unter- und Oberrotliegend zu ziehen haben. 

Ein anderes Beïispiel. Die kohleführenden Schichten von Hai- 
nichen und Borna bei Chemnitz werden bald als Kulm, bald als 
unterstes Obercarbon (Waldenburger Stufe) aufgefaft, ohne daf 
die begleitenden Pflanzenreste eine sichere Entscheidung zulassen. 
Nun haben diese Schichten eine ziemlich bedeutende Aufrichtung 
erfahren, und zwar vor Ablagerung der Saarbrücker Stufe von 
Zwickau und Lugau-Olsnitz!); und da wir aus andern Gebieten, 
in denen aufer der Saarbrücker auch noch die Waldenburger 
Stufe vorhanden ist, wissen, daf der nachkulmische Faltungs- 
akt schon vor der Waldenburger Stufe eingetreten ist, und da 
anderseits Waldenburger und Saarbrücker Stufe, wo auch immer 
sie zusammen auftreten, in sich konkordant liegen, so muf man 


1) F. KoBmat, Übersicht über die Geologie von Sachsen, S. 56. 
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m. E. auch die Faltung der Schichten von Hainichen und Borna 
in die Zeit vor der Waldenburger Stufe verlegen und diese 
Schichten deshalb dem Kulm, und nicht dem tiefsten Obercarbon, 
zuteilen. 


e. Die Gleichzeitigkeit der Entstehung der verschie- 
denen Strukturtypen. 


Darf nun als Erfahrungssatz gelten, daf die orogenetischen 
Vorgänge nur an ganz bestimmte Termine in der Erdgeschichte ge- 
knüpft sind, so steht weiter fest, daB nicht etwa in der einen Zeit 
die Faltungen, in der anderen die verwerfungsartigen Phänomene 
eintraten, sondern da8 gleichzeitig die verschiedensten 
Gebirgstypen geschaffen wurden, — hier z. B. ein Falten- 
gebirge, dort ein Blockgebirge. 

: Bedeutsame orogenetische Vorgänge fallen in den circum- 
mediterranen Faltengebirgen, z. B. in gewissen Zonen der 
Alpen, in die Wende von Kreide- und Tertärzeit. Es ist dieselbe 
Faltung, die, wie oben schon gesagt wurde, als ,vorlutetisch“ in 
solchen Gebieten bezeichnet wird, die erst im Lutétien (Mittel- 
eocän) erneut überflutet worden sind. In die gleiche Zeit fällt 
auch eine der Hauptdislokationsperioden im auBeralpinen Europa, 
z. B. im Pariser Becken, wo nun zwar nicht ein typisches Falten- 
gebirge entsteht, sondern wo ein flachwelliges Bruchfaltenge- 
birge älterer Anlage sich fortbildet. In diesem Sinne sei auf die 
erneute Bruchfaltung entlang der Axe des Artois verwiesen. Bei 
uns in Deutschland wird diese Phase als ,alttertiär“ oder ,voroli- 
gocän“ bezeichnet, — als ,voroligocän“ dort, wo das Fehlen 
älteren Tertiärs ihre genaue Zeitbestimmung unmôglich macht, — 
während sie nach den Verhältnissen im nürdlichsten Deutschland 
älter als die dortige paleocäne Transgression ist, die wir wohl 
mit der Transgression der Landener Stufe in Belgien und Nord- 
frankreich und der Transgression der Thanetstufe im Londoner, 
Becken zu identifizieren haben. Wir finden also, soweit wir den 
Verhältnissen überhaupt nachgehen kônnen, die Gleichzeitigkeit 
der tektonischen Vorgänge in den Alpen und nôrdlich der Alpen; 
aber in den Alpen entsteht die Form des echten Falten- oder gar 
des Deckengebirges, in den auferalpinen Becken die Form des 
Bruchfaltengebirges, stellenweise auch des Blockgebirges. 

Ein anderes Beispiel. 

Eine bedeutsame Phase der D chilien. zum Teil zer- 
fallend in 2—3 Unterphasen, liegt für viele Erdgebiete in der 
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Wende von Jura- und Kreidezeit. In ihr ereignet' sich die mit 
starken Intrusionen magmatischer Massen verknüpfte Hauptfaltung 
der pacifischen Ketten Nordamerikas. Von Alaska bis Mexiko ist | 
diese ,Pacific revolution“ bekannt, im Grebiete der Vereinigten 
Staaten besonders in der Sierra Nevada und den Coast Ranges, 
und überall hat sie hier den Typus des Faltengebirges ge- 
schaffen. Auch aus der westlichen Umrandung des Pacific, aus 
Japan und Neu-Seeland, *wird diese Faltung angegeben. Gleich- 
zeitig entstehen ganz andersartige Gebirgstypen in anderen Teilen 
der Erde, so in den atlantischen Gebieten Nordamerikas Schollen- 
verschiebungen von Blockgebirgsart, an denen die Newark- 
Formation noch beteiligt ist, — mag zyar hier auch das Fehlen 
des Juras nur die ,vergleichende“ Methode der Altersbestimmung 
ermôglichen. Weitverbreitet ist die spätjurassische (vorcretacische) 
Gebirgsbildung in Europa; und fehlen ihre Spuren hier auch nicht 
in den jungen Faltengebirgen, so ist sie doch vor allen Dingen 
für die auBeralpinen Gebiete Mittel- und Westeuropas bedeutungs- 
voll und hat dort zu den Erscheinungen des Bruchfalten- oder 
auch des Blockgebirges geführt. 

Nebmen wir endlich noch ein Beïispiel aus der Zeit der va- 
riscischen Gebirgsbildung. Sie ist eine typische Faltung in den 
weitesten Teïlen Mitteleuropas, so auch noch in Südengland. Aber 
in Nordengland und Schottland, in den Gebieten der vorangegan- 
genen kaledonischen Erdbewegungen, tritt zu den Zeïten, in denen 
in Mitteleuropa der tektonische Typus des Faltengebirges entsteht, 
nämlich einerseits zwischen Old Red und Untercarbon und ander- 
seits zwischen Untercarbon und Obercarbon, Verschiebung an 
lang aushaltenden Brüchen ein. Auch schon zwischen dem 
unteren und oberen Old Red sind hier Schollenverschiebungen er- 
folgt, und diese môgen ihr zeitliches Âquivalent in gewissen Fal- 
tungserscheinungen des deutschen variscischen Gebirges haben, über 
die in Bezug auf das Lahngebiet Verôffentlichungen von J. Ahl- 
burg bevorstehen. 

Eine grundsätzliche Unterscheidung von Zeiten der Faltungs- 
erscheinungen und Zeïten der Verwerfungserscheinungen ist also, 
wie ich wiederhole, nicht angängig, vielmehr sind es die gleichen 
Perioden, in denen sowohl Falten wie auch Verwerfungen ent- 
stehen. Das sehen wir dort, wo im Bruchfaltengebirge Falten 
und Verwerfungen zusammen den tektonischen Bau des Unter- 
grundes schaffen, — in dieser Hinsicht verweise ich auf meine 
älteren Arbeiten —; das sehen wir auch dann, wenn jede der 
beiden Dislokationsarten ihre besonderen Räume bevorzugt. 
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3) Entstehungsartliche Übereinstimmungen. 
a. Das orogenetische Hochbewegungsgesetz. 


Nicht nur strukturell durch Übergänge und nicht nur ent- 
stehungszeitlich sind die verschiedenen Formen der Gebirgsbildung 
miteinander verknüpft, sondern auch durch etwas drittes, nämlich 
durch die Gleichartigkeit des Bewegungssinnes beim Entstehungs- 
vorgange, der bei allen der aufwärtige ist. 

Wenn man von ,aufwärts“ und ,abwärts*, von ,gehoben“ 
und ,gesunken“ spricht, so vergleicht man damit zunächst nur 
das Verhalten zur Nachbarschaft. In diesem Sinne definiert man 
den Horst als einen an Verwerfungen ,gehobenen“, den Graben als 
einen an Verwerfungen ,gesunkenen“ Teil der Erdkruste. Zu ab- 
soluteren Vorstellungen kann man dadurch kommen, daB man die 
” Bewegungen auf den einzigen uns verfügbaren Pegel, nämlich die 
Oberfläche der Hydrosphäre, bezieht. Allerdings ist der Meeres- 
spiegel der Vorzeit wohl kaum ein stabiles Vergleichsniveau und . 
ganz besonders kann er nicht als stabil gelten, wenn man sich 
auf den Boden der Kontraktionstheorie stellt, — aber wir haben 
kein anderes verwertbares Fundament für unsere tektonischen Über- . 
legungen. Und tatsächlich wird von ihm auch ziemlich allgemein 
— bewuñt oder unbewufñt — ausgegangen, wenn man Hebungs- 
und Senkungsvorgänge der Vorzeit betrachtet. 

Faltung bringt Heraushebung; die durch die Faltung auf ge- 
ringeren Breitenraum gebrachten Gesteinsmassen weichen in den 
Hôhenraum aus. Der Beweïis für die Heraushebung liegt in der 
nach der Faltung einsetzenden Denudation solcher Gresteinsmassen, 
die sich vor der Faltung unter dem Denudationsbereiche, oft sehr 
tief unter ihm, befunden haben. Auch die Deckenfaltung ist mit 
Heraushebung der betroffenen Gresteinsmassen verknüpft, wenn 
hier auch eine besonders starke Seitenbewegung hinzukommt.. 

Was für die Biegfaltung hinsichtlich der Heraushebung der 
Gresteinsmassen ohne weiteres zutrifft, gilt gleichfalls für die Bruch- 
faltung. Das habe ich ganz besonders gegenüber der Senkungs- 
theorie, wie E. SueB sie in Bezug auf die mitteldeutsche Gebirgs- 
bildung noch im letzten Bande des ,Antlitzes der Erde“ nach- 
drücklich vertreten hatte und wie sie sich auch sonst unter den 
deutschen Geologen wenigstens bis vor kurzem noch der allge- 
meinsten Anerkennung erfreute, geltend gemacht. Ich habe gezeigt, 
daf gerade in den orogenetischen Phasen, in denen die ,Senkung“ 
eingetreten sein soll, die vorher tief versenkten Gesteinsmassen, 

Kgl. Ges. d, Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klacse. 1918: Heft 8. VF 
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z. B. in der Randzone des niederdeutschen Beckens (nôrdliches 
Harzvorland, Südhannover, Teutoburger Wald), der Denudation 
zugeführt, also hochbewegt worden sind. Die Beweisführung ist 
dabei einfach und klar. Wir betrachten, um ein Beispiel zu geben, 
irgend eine Phase der saxonischen Gebirgsbildung, z. B. die kimme- 
rische (jungjurassische). Wir leiten aus den uns heute zugäng- 
lichen Verbandsverhältnissen der Schichten ab, 

1) da8 vor dieser Gebirgsbildung die damals noch ungestôrten 
Schichtmassen tief unter dem Meeresspiegel lagen, 

2) da nach der Gebirgsbildung die nanmehr gestôrten (und 
gefalteten) Gresteinsmassen einer ausgedehnten und tief ein- 
greifenden Denudation unterliegen, also ü be r Meeresniveau 
gehoben worden sind. 

Und daraus ergibt sich eben, da mit der Gebirgsbildung eine 
Aufwärtsbewegung der Gesteinsmassen zeitlich zusammenfäll. 

Genau so ist die Sachlage in den Gebieten der Bruchfaltung 
Nordfrankreichs oder Südenglands, z. B. entlang der Achse des 
Artois. Die Denudationeñ, die im Gebiete dieser Achse zwischen 
dem Jura und der Unterkreide im Gefolge der vorkretacischen 
Gebirgsbildung (so im Boulonnais) oder weithin nach der Ober- 
kreide und vor dem Landénien im Gefolge der vortertiären Ge- 
birgsbildung eingetreten sind, beweisen die mit den Dislokations- 
vorgängen erfolgte Hebung, die auch die ,çgesunkenen‘“ Zonen be- 
troffen hat. 

Mag also nunmehr der Zusammenhang zwischen Gebirgsbil- 
dung und Aufwärtsbewegung für die Decken- und echten Falten- 
gebirge, wie auch für die Bruchfaltengebirge, die als bei der 
Faltung zerreifende Massen aufwärts bewegt werden, erwiesen 
sein, so ist die Sachlage nicht anders hinsichtlich der dislozierten 
Gebiete von Blockgebirgstypus. 

Zwischen den von Hunderten von Verwerfungen durchsetzten 
Falten des Eggegebirges und der paläozoischen Rheïnischen Masse 
liegt das Gebiet der ,,Randstaffeln‘ der Rheïnischen Masse. Sie 
sind in sich kaum noch gefaltet und geben geradezu schulbeispiel- 
mäfiig das Bild des stufenfôrmigen ,, Abbruches‘ einer älteren Masse : 
zu einem Senkungsfelde. ÆEntlang der Diemel von Marsberg ab- 
wärts befinden wir uns zunächst im paläozoïschen Grundgebirge. 
Es folgt die erste Abbruchstaffel, die hier Zechstein und Unteren 
Buntsandstein enthält; es folgt die zweite, zusammengesetzt aus 
Mittlerem Buntsandstein; es folgt die dritte bestehend aus Rôt 
und Muschelkalk, — und so kommen wir allmählich in das ,,Sen- 
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kungs‘gebiet mit den Eggefalten. Diese Abbruchstaffeln sind gleich 
den Eggefalten vorkretacisch. Das beweist nôrdlich der Diemel 
die diskordante Überdeckung durch die Kreide, und der Vorgang 
ist auch hier ohne weiteres klar. Ehe die Verwerfungen entstanden 
und die Erscheinung des Blockgebirges hervorriefen, lagen die 
heute von der Kreide transgredierend überdeckten Schichten in 
der Tiefe und über sie war noch das Jurameer oder wenigstens 
noch das Liasmeer, — jüngerer Jura ist am südlichen Egge- 
gebirge nicht mehr bekannt —, hinweggeflutet. Die flache Über- 
deckung der eingeebneten Randstaffeln durch die Kreïide beweist 
aber, daB der Grebirgsbildung eine tief eingreifende Denudation 
gefolgt ist und die bei der Gebirgsbildung entstandenen Niveau- 
unterschiede beseitigt hat. Diese Denudation setzt natürlich die 
entsprechende Heraushebung des ganzen Staffelngebietes voraus. 
* Also auch hier ist die Wirkung des orogenetischen Vorganges 
keine absenkende, sondern eine heraushebende. Und in welche 
anderen Grebiete vom Blockgebirgstypus wir nun auch gehen môgen, 
nirgends ist ein Beweis dafür gegeben, da8 den Blockverschie- 
bungen eine Sedimentation verstärkten Maëstabes als Hinweis auf 
eingetretene Versenkungen unmittelbar gefolgt ist, vielmehr finden 
wir so oft, da an den dislozierten Erdstreifen die Denudation 
anhebt, d. h. daB Gesteine, die vorher wegen ihrer Tiefenlage 
für die Denudation nicht erreichbar waren, durch Hebung in die 
Sphären der Denudation gelangt sind. 
Die eben erläuterten Verhältnisse fasse ich zusammen zum 
orogenetischen Hochbewegungsgesetze : 
Alle Gebirgsbildung, auch des Bruchfalten- und 
Blockgebirges, erfolgtunter Aufwärtsbewegung 
gegenüber dem oceanischen Spiegel. 


b. Das orogenetische Hochbewegungsgesetz in seiner 
Sonderbedentuæg für die Verwerfungsvorgänge. 


Die Verwerfungen sind ja, wenn wir (s. oben) von den seltenen 
Ausnahmefällen anorogenetischer (seismischer) Dislokationen und 
selbstverständlich auch von den atektonischen Vorgängen absehen, 
nur eine Art der Orogenese, und es ist damit nur die Formulierung 
des orogenetischen Hochbewegungsgesetzes für diese besondere 
Art orogenetischer Erscheinungen, wenn ich sage: 

Die Verwerfungen sind Begleiterscheinungen 
einer Aufwärtsbewegung gegenüber dem ocea- 
nischen Spiegel. 

27* 
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Dieser Satz enthält allerdings einen scharfen Widerspruch gegen- 
über jener auch heute noch recht allgemein verbreiteten Auffassung, 
die in radialer Senkung das Wesen des Verwerfungsvorganges 
erblickt. Er stellt ôrtliche Einsenkungen oder Einbrüche in Spalten 
an sich nicht in Abrede, nur sagt er aus, daf sie in aufstei- 
genden Zonen erfolgt sind. Betrachten wir derartige Fälle. 
Um zunächst bei den Verhältnissen Mitteldeutschlands zu 
bleiben, so knüpfe ich daran an, dafi ich im Jahre 1908 in den 
Erläuterungen zu den geoclogischen Blättern des südlichen Egge- 
gebirges”) den ,Muldengräben“, d. h. den durch den Hinzutritt 
von Verwerfungen zu ,,Gräben‘ gewordenen Muldenkernen, solche 
Versenkungen gegenübergestellt habe, die nach der ganzen Art 
ihres Auftretens als verworfene Mulden nicht recht erklärbar, 
vielmehr auf Einstürze in klaffende Spalten oder auf sonstige 
Zerrungserscheinungen‘“ des Untergrundes rückführbar sind. Be- 
sonders handelte es sich um Einbrüche in Sattelspalten. Spätere 
Untersuchungen am nürdlichen Teutoburger Walde, dem Osning ?), 
zeigten in der ,HaBbergversenkung“ einen besonders typischen 
Fall solcher Zerrungsgräben. Der Osning ist ein Sattel, dessen 
Südwestflügel auf der weiten Erstreckung von Detmold bis 
Borgholzhausen tief versenkt und durch den Nordostflügel 
überschoben ist. Auf diese Erstreckung finden sich in den 
Muschelkalkschichten des Nordostflügels, und zwar in durch- 
schnittlich 500 m Abstand von der Sattelspalte (Sattelüberschie- 
bung), vielfach schmale streichende Versenkungen von Keuper und 
Jura, die ich zu der HaBbergzone zusammengefafit habe. Dañ 
sich diese Hafbergzone, die den Gesamtbau des Osningsattels 
wenig stürt, gerade auf derjenigen Erstreckung des Gebirges zeigt, 
in welcher der Südwestflügel überschoben und überkippt ist, lä8t 
von vornherein den Zusammenhang zwischen ihr und der Ver- 
senkung und Überschiebung des Südwestflügels vermuten und legt 
ihre Deutung als typischer ,,Zerrungsgraben‘ in- dem $Sinne nahe, 
daB ,,bei oder nach der tiefen Absenkung des Südwestflügels der 
dem Bruchrande zunächst liegende Teil des Nordostflügels über 
den weichenden Südwestflügel hinübergeschoben wurde und die 
dadurch verursachte Spannung ihre Auslôsung in einem der Ab- 
bruchszone parallelen, etwas nôrdlich von ïhr liegenden Rif- 
systeme fand, in das dann von oben her Schollen jüngeren Ge- 


1) Vgl. Erl. z. BL. Peckelsheim, Lief. 147 d. geol. Spezialkarte von Preufen 
usw., S. 63 u. 64. 

2) H. Stille, Der Mechanismus der Osning-Faltung. Jahrb. d. preuf. geol. 
Landesanst. f. 1910, Bd. XXXI, I. Teil, S. 357 ff. 
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birges hineinstürzten“. Zur näheren Erläuterung verweise ich auf 
die im Jahre 1910 (L c.) verôffentlichten schematischen Profile. 

Dieses Beispiel zeigt zwar, daB im Falle derartiger Zerrungs- 
gräben Einsenkung oder Einbruch kleinerer Schollenstreifen gegen- 
über der Nachbarschaft erfolgt, — aber sie erfolgt innerhalb 
_einer äufsteigenden Faltungszone und als Begleit- 
erscheinung des gebirgsbildenden Prozesses. Also ist 
auch hier die Verwerfung ,die Begleiterscheinung einer Auf- 
wärtsbewegung“, und tatsächlich ist das eingesunkene Graben- 
material durch den tektonischen Gesamtvorgang hoch über seine 
Ausgangslage gehoben worden, wie die einfache Überlegung über 
seine Hôhenlage vor und nach der Gebirgsbildung ergibt, wovon 
gleich noch die Rede sein wird. Es ist herausgehoben und dann 
wieder etwas zurückgestürzt. 

Solche Einsenkungen oder Einstürze innerhalb aufsteigen- 
der Erdzonen bezeichne ich demnach als ,Rückbrüche“, 

Die Diskussion über das Wesen der saxonischen Faltung hat 
mir dann im Jahre 1916 Veranlassung gegeben'), etwas weiter 
auf die Fälle einer ,Zerrung aus Faltung“, d. h. auf Fälle, in 
denen der faltende Druck zu Dilatationen, insbesondere zum Auf- 
reifen von Zerrungsspalten, führen kann, einzugehen. Ganz be- 
sonders habe ich dabei die Môglichkeit der ,supramarginalen“ 
Zerrung behandelt, d. h. der Zerrung in hôherem, über dem Rahmen 
liegenden Niveau, in dem die aus der Tiefe herausgepreften Ge- 
steinsmassen einen gewissen seitlichen Spielraum gewinnen, — und 
solche Fälle liegen m.ÆE. am Osning und in den Zerrungsgräben des 
Eggegebirges vor. Eine andere Môglichkeiït erläuterte ich im An- 
schlusse an van Werveke*) dahin, daB bei Aufwôlbung eines 
starreren Grundgebirges, das eine geringe Decke von Sediment 
trägt, ,die jungen Schichten gezwuugen sind, sich dem sich auf- 
wülbenden alten Kern anzupassen und ihre Oberfläche zu ver- 
grôBern. Das geschieht durch Zerreifungen, durch Verwerfungen . .“ 
Auch in einem solchen Falle kann es zu Einstürzen in die Zer- 
rungsspalten kommen, aber auch sie sind Begleiterscheinungen 
eines Hebungs vorganges, also ,Rückbrüche“. Und wie steht es 
nun mit der Hühenlage der rückgestürzten Massen verglichen mit 
ihrer Hôhenlage vor der Orogenese, von der der Rücksturz einen 


1) E. Stille, Hebung und Faltung im sog. Schollengebirge. Ztschr. deutsch. 
Geol. Ges. 1916, Monatsber., S. 287 fr. 

2) van Werveke, Die Trierer Bucht und die Horsttheorie. Ber. Niederrhein, 
geol. Ver. 1910, S. 25. 
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Teil ausmacht? Verbleiben die Rückbrüche stets über dem vor- 
orogenetischen Niveau? 

Betrachten wir zunächst wieder die Rückbrüche von Art der 
Hafbergzone oder der Zerrungsgräben des Egsgegebirges, so er- 
kennen wir, wie schon gesagt wurde, daf der Betrag der oro- 
genetischen Heraushebung der nunmehr rückgestürzten Massen 
nur zum kleinsten Teile durch den Rücksturz wieder ausgeglichen 
ist; liegen sie doch auch nach dem Gesamtvorgange einschl. Rück- 
sturz weit hôher, als sie vorher gelegen waren. Im Falle des 
Osnings befanden sich z. B. die Keuperschichten des Rücksturzes 
vor der Gebirgsbildung einige hundert Meter unter dem Meeres- 
niveau, — nach der Gebirgsbildung sind sie trotz des Rück- 
sturzes sehr erheblich gehoben. Für die Auffassung aber, daf hier 
zwei getrennte Orogenesen vorliegen, etwa eine ältere, die den 
Osningsattel schuf, und eine jüngere, die zur Hafbergversenkung 
führte, sodaf letztere einer selbständigen, rein abwärtigen Oroge- 
nese, unabhängig von dem Hebungsvorgange des Osnings, ihre 
Entstehung verdankte, ist nicht der geringste Anhalt gegeben 
und es bliebe das räumliche Gebundensein der Hafbergversenkung 
gerade an die Überschiebungszone des Osnings und ihr Ver- 
schwinden im Fortstreichen nach Südost und Nordwest mit dem 
Verschwinden der Überschiebungserscheinung unerklärt. Noch 
evidenter ist die Gleichzeitigkeit von Faltung und Zerrungsgräben 
am Eggegebirge, wo beide Erscheinungen der vorkretacischen oro- 
genetischen Phase angehôren. 

Und wenn überhaupt die Gedankengänge hinsichtlich des Zu- 
standekommens der ,supramarginalen“ Zerrungen richtig sind, so 
gibt ja erst die Hebung über das Rahmenniveau die Môglichkeit 
für die Entstehung der Zerrungsspalten, während in den tieferen 
Zonen zwischen und neben dem Rahmen die starke Pressung herrscht, 
die zur Heraushebung der sich faltenden Massen führt. Schon nach 
diesem Gedankengange erscheint die tiefere Zone neben den Rahmen 
wenig für die Entstehung von Zerrungsrissen und damit für die 
Aufnahme von Rückstürzen geeignet. Man wende, wie ich in 
diesem Zusammenhange aus der oben zitierten Arbeit aus dem 
Jahre 1916 wiederholen môchte, gegenüber der Auffassung der 
supramarginalen Zerrungen nicht ein, da die in Rede stehenden 
Zerrungsgräben überall in dem Niveau des Rahmens und nicht 
über diesem liegen; das ist die Folge des Wiederversinkens der 
saxonischen Ketten, das schon bald nach den Faltungen einsetzte. 

So komme ich zunächst für einen grofen Teil unserer 
Zerrungsgräben zu der Auffassung, da die Einsenkung nicht nur 
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die Begleiterscheinung einer Aufwärtsbewegung ist, sondern daf 
als Endresultat des ganzen orogenetischen Vorganges die rück- 
gestürzten Massen hôher liegen als vorher. Ob dieses für alle 
Fälle von Rückbrüchen gilt, ist eine Frage, die mir noch nicht 
spruchreif erscheint. Wenn man bei Behandlung dieser Frage die 
tiefe Absenkung mit dem Eïndringen des Meeres in die ,,Sen- 
kungs“zonen beweisen will, — und das wäre wohl der richtige 
Weg der Beweisführung, — so mu man sich hüten, mit den Ver- 
schiebungen an den Dislokationen die oft nachfolgende epiroge- 
netische Absenkung der dislozierten Massen zu verwechseln. In 
Norddeutschland sehen wir das Meer der Unteren Kreide über 
kimmerisch dislozierte Gebiete vorgreifen, wobei die Begleit- 
umstände zeigen, daf das Vorgreifen eine Folge des Wiederver- 
sinkens der kimmerisch gefalteten Gebiete ist; aber wie leicht 
kann, wenn man die Vorgänge nicht scharf zeitlich analysiert und 
in diesem besonderen Falle nicht die zwischen Dislokation und 
Transgression eingetretene Denudation würdigt, die Vorstellung 
entstehen, daf$ infolge der Dislokation das Meer vorgedrungen 
sei, die Dislokation also zu einer Abwärtsbewegung geführt 
habe. 

Aber mag nun auch in Einzelfällen der Rücksturz eine Ge- 
steinsmasse unter ihr vororogenetisches Niveau bringen, jeden- 
falls erscheint er auch dann als Begleiterscheinung eines 
Hebungsvorganges und bedeutet keinen Widerspruch gegen 
das orogenetische Hochbewegungsgesetz in seiner auf die Ver- 
werfungen bezüglichen Sonderform (siehe oben). Nur die Kehr- 
seite dieser Sonderform ist es aber, wenn wir weiter sagen:. 

Alle Abwärtsbewegung, gemessen am oceanischen 

Spiegel, erfolgt, — soweit es sich nicht um ,Rück- 

brüche“ handelt, — bruchlos. 

Vor allen Dingen hebe ich hier nochmals hervor, da8 unzwei- 
deutige Beweise für die immer wieder behaupteten Einbrüche 
der Meere nicht vorhanden sind, sondern daf es sich, wo immer 
wir die Randzone der fossilen Meere untersuchen kônnen, um 
bruchlose Eïnsenkung handelt}. Was aber für die fossilen Meere 
erweisbar ist, muB wohl auch für die rezenten Meere bis zum 
unzweideutigen Beweise des Gegenteils gelten. 

G. Steinmann ?) bezeichnet als positive Gebirgsbildung ,,die- 


1) H. Stille, Injektivfaltung und damit zusammenhängende Erscheinungen. 
Geol. Rundsch. 1817, S. 89f., spez. S. 138—140. 
2) Die Bedeutung der jüngeren Granite in den Alpen. Geol. Rundschau 
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jenigen gebirgsbildenden Vorgänge, die sich vorwiegend aus he- 
benden Bewegungen zusammensetzen, mügen diese sich als Folgen 
von Faltungen oder von schollen- oder blockfôrmigem Aufsteigen 
ergeben. Negative Gebirgsbildungen sind dagegen solche, die 
sich vorwiesgend in Senkungen und Einbrüchen äufern“. Im An- 
schluf an diese Steinmannsche Unterscheidung wies ich 1917) 
darauf hin, daf bei den Gräben Niederhessens ,,schollenfürmiges 
Aufsteigen‘‘ als Folge von Faltungen‘“ vorliegt und da diese 
Gebilde also unter die positive Gebirgsbildung fallen. Nunmebhr 
glaube ich aber auf Grund der im Gesetze der orogenetischen 
Hochbewegung ausgedrückten Sachlage jegliche negative Ge- 
birgsbildung, soweit es sich nicht um ,,Rückbrüche“ bei Aufwärts- 
bewegungen handelt, ablehnen zu müssen. Natürlich gilt auch bei 
diesen Betrachtungen der oceanische Spiegel als Vergleichsbasis. 

Nicht unterliegen dem orogenetischen Hochbewegungsgesetze 
natürlich die anorogenetischen und weiïter die unechten (atektoni- 
schen) Dislokationen; aber sie fallen ja auch garnicht unter den 
Begriff der ,Orogenese!, 


: IL Folgerungen. 
Als verknüpfende Verhältnisse zwischen den verschiedenartigen 
Formen der Gebirgsbildung haben wir kennen gelernt: 

1. die Verknüpfung der Strukturen durch Übergänge zu 
einer sozusagen lückenlosen Formenreihe vom hôchsten 
tektonischen Typus, dem Deckengebirge, zum niedrigsten 
Typus, dem Blockgebirge; dabei kônnen Anderungen des 
tektonischen Typus auch im Fortstreichen eines und des- 
selben geologischen Gebildes eintreten ; 

2. die entstehungszeitlichen Verhältnisse ; 

8. das Aufwärtige des Bewegungsvorganges. 

‘Wir kônnen also zusammenfassend sagen, daB gleichzeitig (2) die 
verschiedensten, aber durch Übergänge mit einander verknüpften 
(1) Formen der Gebirgsbildung unter Hebung gegentüiber dem ocea- 
nischen Spiegel (3) entstehen. 

Aus diesen Verhältnissen ergibt sich m. E. die Unmôglich- 
keit einer grundsätzlichen Unterscheidung einer 
tangentialen Gebirgsbildung, die zum Faltenge- 


1913. Ber. über Hauptvers. d. Geolog. VHnenne zu Frankfurt am 4. Januar 
1913, S. 4, Anm. 1. 
2) Injektivfaltung usw., S. 99. 
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birge führt, und einer vertikal gerichteten Gebirgs- 
bildung, die das Schollengebirge schaffen soll. Gegen 
diese Unterscheidung spricht 

1. das Vorhandensein der Übergangsformen. 

Stelle ich ein typisches Faltengebirge einem Blockgebirge 
gegenüber, so mag zunächst zwar die Vorstellung, daf ganz 
verschiedenartige Vorgänge, — im ersten Falle ein zusammen- 
schiebender, im letzteren ein senkender, — die so ungemein ver- 
schiedenen Bilder geschaffen haben, eine gewisse Berechtigung zu 
besitzen scheinen. Aber betrachten wir nun die beiden Formen 
als Glieder einer durch zahlreiche Übergänge verknüpften Reiïhe, 
so ist es unmôglich, innerhalb dieser Reïhe einen Schnitt zu 
machen zwischen denjenigen Formen, die durch seitlichen Druck 
entstanden sind, und der nächsttieferen, jedoch nur wenig abwei- 
‘chenden Form, die nun plôtzlich auf ganz andere Ursachen zu- 
rückgehen soll, — umsomehr, wenn wir vielleicht feststellen 
kônnen, daB diese letztere Form im Fortstreichen des Gebirges 
wieder eine Gestaltung annimmt, die mit den nächsthôheren und 
dem Faltengebirge noch zugerechneten Gestaltungen überein- 
stimmt. 

2. die Entstehung aller Formen der Gebirgsbildung, auch 
des Bruchfalten- und Blockgebirges, unter Her- 
aushebung ihrer Gesteinsmassen. 

Sind also das Deckengebirge und das Faltengebirge, wie wir 
nicht zweifeln kônnen, das Ergebnis seitlichen Druckes, so müssen 
auch das Bruchfaltengebirge und das Blockgebirge samt ihren 
Verwerfungen durch seitlichen Druck geschaffen worden sein. 

Beruht damit die Verschiedenheit der tektonischen Typen 
nicht auf der Verschiedenartigkeit der orogenetischen Kräfte, 
so wäre zu erwägen, ob sie nicht durch die Verschiedengradig- 
keit der Kräfte bedingt ist. Gewif ist die Deckenfaltung eine 
sehr starke Faltung, — wenn man die Stärke der Faltung nach 
dem Grade des erzielten Zusammenschubes beurteilt —, gewif ist die 
normale Biegfaltung eine wechselnd starke, die Bruchfaltung eine 
recht schwache, während beim Blockgebirge in vielen Fällen über- 
haupt keine räumliche Einengung bewirkt wird. Aber die Stärke 
der Einengung läft doch nicht ohne weiteres einen SchluB auf die 
Stärke der wirksam gewesenen Kräfte zu, — denn es ist ein 
groBer Unterschied, ob sich die Zusammenpressung in Materialien 
mit sehr hohen oder in solchen mit geringen Einengungswider- 
ständen vollzieht. Hinzu kommt, daB noch nicht einmal durchweg 
der niedrigere tektonische Typus auch die schwächere Einengung 
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bringt; ist doch z. B. in manchem Bruchfaltengebirge, wenn wider- 
sinnig einfallende Verwerfungen (,Überschiebungen“) stärker auf- 
treten und einigermafen steile Schichtenstellung vorherrscht, der 
Zusammenschub sicher beträchtlicher, als in einem flachwelligen, 
bruchlosen Schichtensysteme, das immerhin ein ,echtes“ Falten- 
gebirge ist. Aus diesen Gründen kann man nicht in der Inten- 
sität des zusammenschiebenden Druckes die Ursache oder wenig- 
stens nicht die wesentliche Ursache der Strukturverschiedenheiten 
suchen. 

Die Erklärung, weshalb der tangentiale Druck in dem einen 
Falle zu diesem, in dem andern zu jenem geotektonischen Typus 
geführt hat, ergibt sich aus dem Vergleiche der Untergrundsver- 
hältnisse, wie sie bei der Gebirgsbildung in den einzelnen Ge- 
bieten vorgelegen haben. Es zeigt sich bei diesem Vergleiche, 
daf die Art der Gebirgsbildung in erster Linie die Funk- 
tion der Mobilitätsverhältnisse (,Gefügigkeit“) des be- 
troffenen Bodens ist. Der mobilere Untergrund verbiegt sich eben 
verhältnismäBig leicht und bruchlos, der starrere (stabilere) wider- 
setzt sich der Verbiegung und reagiert auf den seitlichen Druck unter 
Bruchbildung. Deshalb finden wir die hôheren tektonischen Typen 
in den ehemals mobileren Räumen der Erdkruste, den Grebieten der 
tiefen Geosynklinalen, während die niedrigeren Typen im allgemeinen 
an die stabileren Erdzonen gebunden sind. Somit wechseln auch bei 
wiederholter Gebirgsbildung in ein und demselben Raume die tek- 
tonischen Formen, wenn inzwischen Veränderungen der Mobilität 
eingetreten sind. Im jüngeren Paläozoïikum entsteht in Mittel- 
europa das variscische ,Faltengebirge“; aber nachdem im Zusam- 
menhange mit dieser Faltung der Boden eine hôhere Stabilität ge- 
wonnen hatte, die nur teilweise in der Folgezeit durch Beckensenkung 
und Sedimentation wieder ausgeglichen werden konnte, erscheinen, 
und zwar z. T. schon in der jüngsten Phase der variscischen Fal- 
tung (vor dem Oberrotliegenden, s. oben), vor allem dann aber 
bei der mesozoisch-känozoischen (saxonischen) Gebirgsbildung die 
Formen des Bruchfalten- oder gar des Blockgebirges. Sogar in 
ein und demselben Profile kônnen bei grofer Verschiedenheit der 
Mobilität verschiedene Strukturtypen auftreten. So stecken in 
der Tiefe des norddeutschen Bruchfaltengebirges häufig Salzkôrper, 
die in sich die Struktur der Faltengebirgswelt zeigen; in dem sehr 
mobilen Salz hat also der Druck zu Faltungserscheinungen geführt, 
während die umgebenden Schichtsysteme nach Art, eines Schollen- 
gebirges disloziert wurden. 

In den mobilen Räumen und Materialien führt also der oro- 
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genetische Druck im allgemeinen zum Decken- und Faltengebirge, 
in den resistenteren zum Bruchfaltengebirge oder gar zum Block- : 
gebirge, während es in den stärkstresistenten Erdzonen kaum noch 
zu orogenetischen Verschiebungen kommt. Da nun aber hinsichtlich 
der Mobilität alle Übergänge vorhanden sind, so ist auch das 
Vorhandensein aller Übergangsformen zwischen den tektonischen 
Typen erklärt. 

Da die Stärke des wirkenden Druckes für die Form des 
entstehenden Gebildes nicht wesentlich bedingend sein kann, wurde 
schon gesagt. Aber insofern scheint sie nicht ohne Bedeutung zu 
sein, als der Druck mobilisierend zu wirken vermag und alsdann 
im Zusammenhange mit der erhôhten Mobilität auch ein hôherer 
Strukturtypus auftritt. Ferner kann in manchen Fällen neben 
den Mobilitätsverhältnissen auch den Lageverhältnissen eine 
. gewisse Bedeutung für die Art des entstehenden tektonischen Ge- 
bildes zukommen. 


Über die Integralform der Erhaltungssätze 
und die Theorie der räumlich-geschlossenen Welt. 


Von 
F. Klein. 


Vorgelest in der Sitzung vom 6. Dezember 1918 !). 


In meïiner Note vom 19. Juli 1918 habe ich versucht, über die 
verschiedenen Formen, welche man in der Einsteinschen Gravi- 
tationstheorie den Differentialgesetzen für die Erhaltung von Im- 
puls und Energie geben kann, eine Übersicht zu gewinnen; meine 
Aufgabe soll heute in erster Linie sein, zu der Integralform der 
Erhaltungssätze Stellung zu nehmen, welche Einstein für die von 
ihm bevorzugte Form der Differentialgesetze aufgestellt hat. Im 
Zusammenhang damit werde ich Einsteins Theorie der räumlich- 
geschlossenen Welt und die Abänderung, welche diese durch de 
Sitter gefunden hat, behandeln?), Die physikalischen Fragen 
werden nur gestreift, das Ziel ist, die mathematischen Zu- 


1) Zum Druck eingereicht Ende Januar 1919. 
2) Die in Betracht kommenden Verüffentlichungen sind: 
Einstein 1. Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitäts- 
theorie. Sitzungsberichte der Berliner Akademie vom 
8. Februar 1917. 
2. Kritisches zu einer von Herrn de Sitter gegebenen ILü- 
sung der Gravitationsgleichungen, ebenda, 7. März 1918. 
8. Der Energiesatz in der allgemeinen Relativitätstheorie, 
ebenda, 16. Mai 1918. 
de Sitter in verschiedenen Mitteilungen im Verslag der Amsterdamer 
Akademie, 1917, sowie in einer zusammenfassenden Artikelreihe in 
den Monthly Notices of the R. Astronomical Society: On Einsteins 
theory of gravitation and its astronomical consequences (siehe ins- 
besondere den Schlufteil III vom November 1917). 
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sammenhänge vôllig klarzustellen; ich empfinde eine gewisse Ge- 
nugtuung, daB dabei meine alten Ideen von 1871—72 zu ent- 
scheidender Geltung kommen')} Wie weit Fortschritte erzielt 
sind, môge der Leser selbst durch Vergleich mit den Darstellungen 
der anderen Autoren entscheiden. 

Leider muf ich vorweg in den Formeln meiner vorigen Note 
einen durchgreifenden Vorzeichenwechsel ‘anbringen. Um nämlich 
mit den in der Physik üblichen Bezeichnungen in Übereinstimmung 
zu sein, habe ich die Energiekomponenten 7,,, wie der nachträg- 
liche Vergleich ergab”), überall durch — 7,, zu ersetzen. Die Er- 
haltungssätze in der Form, die ich nach Por benenne, (Formel 
(42) der vorigen Note), lauten dann: 


o(&+u) 
: (1) PSE RES == 0. 


Auferdem ist aber noch in den Formeln (49), (50) das Vorzeichen 
von @* umzudrehen (wenn man das ds mit dem Vorzeichen nimmt, 
wie ich es in Übereinstimmung mit Einstein in meiner vorigen 
Note verabredete, wird das Einsteinsche @ mit dem Hilbertschen 
K geradezu identisch). Daher ist statt (56) zu schreiben: 


(24 1 (°4 
(2) le He ne es 
die Einsteinsche Form der Erhaltungssätze : 
ô(E+ 
@) . Ne 


bleibt daher, wie von vorneherein zu erwarten, ungeändert. 

Nachdem so die Vorzeichen in (1) und (2), (3) zur Überein- 
stimmung gebracht sind, wird es der Einsteinschen Grundauf- 
fassung entsprechen, wenn ich weiterhin 


© ko 
die A bez. die Le 


1) Siehe insbesondere: 
1. Über die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. Math. Annalen 
1871 (Bd. IV). (Vorher ein Auszug in den Güttinger Nachrichten 

vom 30. 8. 71.) 
2. Das Antrittsprogramm: Vergleichende Betrachtungen über neuere geo- 
metrische Forschungen, Erlangen 1872 (abgedruckt in Bd. 43 der 

Math. Annalen). 
- 2) Bei diesem Vergleich wie bei vielen für die folgenden Betrachtungen er- 
wünschten Rechnungen bin ich in dankenswertester Weise von Herrn Vermeil 

unterstützt worden. 
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kurzweg als die (durch die zufällige Koordinatenwahl 
bedingten) Gravitationskomponenten der Energie be- 
zeichne. Im Übrigen will ich die hiernach sich ergebenden Kom- 
ponenten der ,Gesamtenergie“ abkürzend mit dem Buchstaben V, 
bez. $, bezeichnen: 


(® dt, TU = ge 


Es ist eine Besonderheit meiner folgenden Darstellung, auf 
die ich hier vorweg hinweise, daB ich die 1 und U* (oder denn 
die # und %#*) — welche beide ihre Vorzüge haben — immer 
nebeneinander betrachte; man sieht dann deutlicher, wie weit in 
den aufzustellenden Integralformen der Erhaltungssätze ein sub- 
jektives Moment zur Geltung kommt. 

Zur Bequemlichkeit des Lesers setze ich die zu Grunde lie- 
gende Definition der entsprechenden lateinischen Buchstaben nach 
Formel (16), (55) der vorigen Note noch einmal her. Man hat: 


po) : 


ôK ôK ôg% 
CRETE g uv (02 @n 
(b) 2U, Kô, Ôg#” 9 09 Jo + Va EP TA 
0G* 


(6)  2U* — PE on ge. 


Ich habe in (5), wie durchweg in meiner vorigen Note, im An- 
schluf an Hilberts ursprüngliche Schreibweise, die Quadratwurzel 
Vg benutzt. Will man vollen Anschluf an die Einsteinsche Be- 
zeichnungsweise haben, mu man überall —9 nehmen. Auf die 
SchluBformeln (1}—(3) hat diese Ânderang keinen Einfluf; sie 
ist aber doch zweckmäfig, damit die der unmittelbaren Beobach- 
tung unterliegenden Grüfen durchweg reelle Komponenten be- 
kommen; sie soll also weiterhin ebenfalls als angenommen gelten. 


IL. Die Integralsätze für abgeschlossene Systeme 
der gewôühnlichen Theorie. 


8 1. Von der vektoriellen Schreibwéise mehrfacher 
Integrale. Erste Einführung des I, bez. L. 


Wo immer man mit der Transformation mehrfacher Integrale 
zu tun hat, ist die übliche Schreibweise, z. B. Î (fe f(ay) dx dy, nicht 
zweckdienlich. Die Stückchen dx, dy sind doch auf verschiedene 
Richtungen abgetragen zu denken, gehôren also zwei verschiedenen 
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Vektoren an, so daB schon etwas gewonnen ist, wenn man 
JT {(xy) d'æxd”y schreibt. Noch klarer wird die Hu wenn 
man die Vektoren d’, d” nicht gerade parallel den beiden Koordi- 
natenaxen, sondern beliebig wählt und das Produkt d'xd”’y dem- 
entsprechend durch den Inhalt des zwischen den beiden Vektoren 
eingeschlossenen Parallelogramms ersetzt. So kommen wir zu der 
Schreibweise 


(?) JT (y): 


die ich gern die Grafmannsche nenne, weil sie den Ideenbil- 
dungen in Grafmanns Ausdehnungslehre von 1861 entspricht: die 
Formel ist der Beweglichkeit, die wir in den Begriff des mehr- 
fachen Integrals legen, besser angepañit. 

Zum Zwecke der speziellen Auswertung wird man von (7) 
.selbstverständlich in jedem Augenblicke zur gewühnlichen Schreib- 
weise zurückgehen kônnen. Für alle Transformationsbetrach- 
tungen aber ist (7) vorzuziehen. Setzen wir 2. B. x — o(£, »), 
y —= V(E, 7), so ist aus (7) unmittelbar klar, warum in die Trans- 
formationsformel des Integrals die Jacobische Funktionaldeter- 
minante eingeht. Denn man hat identisch: 


d'xd'y |, 
d'x d'y 


d'xd'y 
d'x d'y 


= f(v): Va Fr 


f(æy): d'E d” n 
Dies vorausgeschickt werden wir nun in der Folge gewisse 
dreifache Integrale betrachten, die sich so anschreiben: 


D nee Et 
d'u d'y 
() = JIf DE lu |? 
d'u ... d'u 


oder auch die anderen, die ich 
(9) 15 


nenne und die sich aus dem Vorstehenden ergeben, indem man die 
#7 durch die ®*7 ersetzt. — Zu erstrecken sind diese Integrale 
über irgend ein Stück einer in der vierdimensionalen Welt w!...w1V 
gelegenen ,Hyperfläche“; 4’, d”, d" bezeichnen drei von einander 
unabhängige Vektoren, die von dem einzelnen Punkt der Hyper- 
fläche je in tangentialer Richtung auslaufen. 

Aus den Differentialgesetzen (1), (3), denen die %° bez. 9*° 
genügen, wird man — bei Voraussetzung der gewühnlichen Stetig- 
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keits- bez. Eindeutigkeits - Eigenschaften für die Ÿ — von vorne- 
herein schliefien, da8 diese ZI, bez. I* Null sind, wenn man 
ihr Integrationsgebiet in der Weise geschlossen an- 
nimmt, daf es ein bestimmtes Weltstück umgränzt. 
In der Tat verwandeln sich dann die Z, in bekannter Weise in die . 
über das umschlossene Weltstück erstreckten vierfachen Integrale 


HS SA 
FE ON \ De et 
(10) , = [ff Gr) A ET NO te 
DU DAS 


und ähnlich die Z*, wo nun die Integranden selbst wegen der Er- 
haltungssätze (1), (3) ohne weiteres verschwinden. — 

Unser besonderes Interesse aber richtet sich darauf, wie sich 
die I,, I* bei affinen Transformationen der w verhalten, wenn 
man also die w linearen Transformationen mit konstanten Koeff- 
zienten unterwirft : 


(11) nt = aul+...+ au + ce, 


Eben hier bewährt sich nun unsere vektorielle Schreibweise. Wir 
wissen aus den Entwickelungen der vorigen Note, daf sich die 
V9, bez. V*, bei den Transformationen (11) wie gemischte Ten- 
soren verhalten; aus ihnen erwachsen die %°, bez. 9* durch Mul- 
tiplikation mit Vg (bez. V—3g). Danach ist ohne weiteres ersicht- 
lich, daf sich die Integranden d1,, bez. d1*, wie ,kontragrediente“ 
Vektoren transformieren. Es will dies heifien, daB sie die aus 
(11) abgeleiteten homogenen linearen Substitutionen erleiden : 


dI, = aïdl,+...+ a al, 
Nun sind aber die Koeffizienten a in (11) nach Voraussetzung 


Konstañte. Wir werden also entsprechende Substitutionsformeln 
für unsere Integrale Z, selbst haben: 

(12) L = @l++al 

(und natürlich ebenso für die I*), womit das hier abzuleitende Re- 
sultat bereits erreicht ist. 

Der gedankliche Fortschritt aber, der sich mit diesen Formeln 
(12) verbindet, läft sich so aussprechen: die d1,, dl} sind, wie alle 
Vektoren der allgemeinen Transformationstheorie, von Hause aus 
je an einen bestimmten Weltpunkt w als Ausgangspunkt ange- 
knüpft, es sind gebundene Vektoren (oder, wenn wir uns noch 
genauer ausdrücken wollen: Vierervektoren). Diese Bindung an 
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einen besonderen Punkt tritt nun bei den Transformationsformeln 
für die I,, I* ganz zurück. Man wird die 1,, 1 zweck- 
mäBigerweise als freie kontragrediente Vierervek- 
toren bezeichnen, d.h. als Vierervektoren, die nur eine Rich- 
tung und eine Intensität (= VS pied 1) baben, aber keinen be- 
stimmten Ort in der vierdimensionalen Welt. 

Dieser Begriff des freien Vierervektors haftet natürlich durch- 
aus daran, daf wir die Gruppe (11) der affinen Transformationen 
der w zu Grunde legten. In der Physik, bez. Mechanik ist es 
eben genau so, wie ich es in meinem Erlanger Programm für die 
Geometrie darlegte: da nämlich von einer Unterscheidung be- 
stimmter GrôBenarten immer erst dann die Rede sein kann, wenn 
man sich über die Transformationsgruppe verständigt hat, an der 
man die Begriffsbildungen messen will. Ich bin schon seit Jahr- 
zehnten dafür eingetreten, da8 die Physiker die hierin liegende 
Auffassung, welche allein Klarheit schafft, bewuft aufnehmen 
môchten !). Insbesondere habe ich 1910 in meinem Vortrag über 
die geometrischen Grundlagen der Lorentzgruppe?) ausdrücklich 
bemerkt, daB man nie von Relativitätstheorie schlechtweg reden 
sollte, sondern immer nur von der Invariantentheorie relativ zu 
einer Gruppe. — Es gibt so viele Arten Relativitätstheorie als es 
Gruppen gibt ?). 

Die so formulierte Auffassung steht vielleicht im Gregensatz 
zu den Auseinandersetzungen, wie sie im Anschluf an Einsteins 
allgemeine Darlegungen z. Z. vielfach propagiert werden, nicht 
aber, worauf ich grofen Wert lege, zu Einsteins eigenen weiter- 
gehenden Einzelentwickelungen. Vielmehr zeigen die Einstein- 
schen Arbeïiten, die ich in der vorliegenden Note kommentiere, 
daf sich Einstein im einzelnen Falle — ohne den Gedanken syste- 
matisch zu fassen — genau der Freiheit der Ideenbildung bedient, 
wie ich sie in meinem Erlanger Programm empfohlen habe. 


1) Vergl. u. a. meinen Aufsatz Zur Schraubentheorie von Sir Robert Ball“ 
im 47. Bande der Zeitschrift für Math. und Physik (1202) (1906 im 62. Bande 
der Mathematischen Annalen mit einigen Erweiterungen wieder abgedruckt). [Hier, 
wie im Texte, werden nicht etwa neue physikalische Begriffsbildungen eingeführt, 
sondern es wird nur das, was bei eingehender Beschäftigung mit den Einzelpro- . 
blemen von Vielen gemacht ist, auf ein klares mathematisches Prinzip bezogen.] 

2) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker - Vereinigung, Bd. 19 (1910) 
(abgedruckt in der Physikalischen Zeitschrift, 12. Jahrgang, 1911). 

3) Vergleiche auch die Mitteilung über ,invariante Variationsprobleme“ von 
Fri. Noether im Jahrgang 1918 dieser Nachrichten (SchluBbemerkung daselbst). 


Égl. Ges. d, Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1918. Heft 3. 28 
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8 2. Die Integrale Z,, I* für abgeschlossene Systeme. 


Unter einem ,abgeschlossenen“ System versteht Einstein in 
seiner oben unter 8) genannten Mitteilung ein solches, welches s0- 
zusagen in einer Minkowskischen Welt ,schwimmt*, d.h. ein Sy- 
stem, dessen Einzelteilchen eine Weltrôhre durchlaufen, auBer- 
halb deren ein ds’ von verschwindendem Riemannschen Krüm- 
mungsmaf herrscht. Man kann dieses ds’ mit konstanten Koeffi- 
zienten schreiben (ohne es darum gerade in die typische Form 

2 2 2 

dé — re Ra . a setzen zu müssen): Einstein spricht dann von 
,Gralileisehen“ Koordinaten. Als solche sollen die w° auferhalb 
der Weltrôhre fortan gewählt sein, innerhalb mügen sie; stetigen 
Übergang vorausgesetzt, beliebig verlaufen. Über die Werte der 
$°, V*° im Inneren der Rôhre kann dementsprechend nichts Be- 
sonderes ausgesagt werden, auferhalb aber sind sie jedenfalls 
Null. Denn es verschwinden dort nicht nur alle &, sondern, 
wegen der Konstanz der g,,, — wie ein Blick auf die Definitions- 
formeln (5), (6) zeigt —, auch alle U?, bez. U*°. 

Das Innere der Weltrôhre denken wir uns, den Punkten des 
Systems entsprechend, natürlich von einer kontinuierlichen Schaar 
von Weltlinien durchfurcht, denen allen ein gemeinsamer positiver 
Sinn beizulegen ist. Irgend ein die Weltlinie tangierender Vektor, 
der diesen Sinn markiert, môüge die Komponbnten dw!, ..., dwlY 
besitzen. $ 

Es liegt auf der Hand, welche dreidimensionalen Mannigfal- 
tigkeiten (Hyperflächen) man als ,Querschnitte“ Q der Weltrôhre 
bezeichnen wird. Um uns bequemer ausdrücken zu kônnen, werden 
wir in der Folge ausschliefilich solche Querschnitte in Betracht 
zichen, welche von jeder Weltlinie nur in einem Punkte ge- 
schnitten werden. Drei von einander unabhängige, den Querschnitt 
tangierende Vektoren d', d”, d' môgen dann so gewählt werden, 
daf die Detérminante 

Date Je du 
d'w 
d"wt 
[del 
ein festes Vorzeichen erhält. Indem wir an das Beispiel: 


d 0, 0, 0, dt 
d'— 4,0, 0,0 
a = 0 0 20,10 
a — 0, 0, de, 0 


WU 
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anknüpfen, wählen wir dieses Vorzeichen zweckmäBigerweise 
negativ. 
Dies vorausgesetzt bilden wir uns für den Querschnitt die 
vier Integrale 
Free pezs I 


des vorigen Paragraphen. 

Im genauen AnschluB an die Einsteinschen Entwickelungen 
werden wir dann die Behauptung aufstellen, daf diese Inte- 
grale sowohl von der Auswahl der Querschnitte, als 
von der Koordinatenwahl, die wir im Innern der 
Rôhre treffen môgen, unabhängig sind. Vom Stand- 
punkte der die ganze Welt umfassenden affinen Transformationen 
der w definieren die J,, bez. I* jedenfalls einen freien kontragre- 
dienten Vektor. Unsere neuen Sätze besagen, daf diese Vek- 
toren nur von dem materiellen Systeme als sol- 
chem, nicht aber von den Zufälligkeiten der ana- 
lytischen Darstellung abhängig sind. 

Zum Beweise der neuen Sätze genügt es jedenfalls, solche 
zwei Querschnitte neben einander zu stellen, @ und Q, die zu- 
sammengenommen ein einheitliches Stück der Weltrühre abgränzen 
(die also einander nicht schneiden); — der allgemeine Fall, wo Q 
und @ einander durchdringen, erledigt sich hinterher mit Leich- 
tigkeit dadurch, daf man einen dritten Querschnitt (Q) ‘hinzu- 
nimmt, der weder Q noch Q begegnet, und nun erstlich Q mit (Q), 
dann (Q) mit Q zusammenstellt. 

Im Übrigen gliedert sich der Beweis (alles im Anschluf an 
Einstein) in zwei Teile: 

a) Wir denken uns zunächst das Koordinatensystem der w 
innerhalb und auBerhalb der Weltrôühre irgendwie nach Vorschrift 
gewählt. Wir denken uns dann das zwischen Q und Q befindiiche 
Rôhrenstück nach auBen stetig abgerundet, so daf es von einer 
einheitlichen Hyperfläche umgränzt erscheint, welche das Innere 
der Rôühre in Q und Q durchsetzt. Die Integrale Z,, 1* geben, 
sinngemäf über diese geschlossene Hyperfläche erstreckt, gemäf 
dem vorigen Paragraphen sämtlich Null. Aber diejenigen Teile 
unserer Hyperfläche, welche über die Weltrôhre hinausragen, 
* liefern zu diesen Integralen, — weil für sie die Integranden 7, 
B*° selbst verschwinden —, überhaupt keinen Beiïtrag. Es bleiben 
die Beiträge der beiden Querschnitte Q und Q, die aber, wenn wir 
sie nach der früher verabredeten Vorzeichenregel berechnen, in 
das über die geschlossene Hyperfläche genommene Integral mit 

28 * ’ 
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entgegengesetztem Vorzeichen eingehen. Da die Samme Null ist, 
werden die genannten Beiträge einander gleich sein, w. z. b. w. 
b) Nun kommt es noch darauf an einzusehen, daB die auf den 
einzelnen Querschnitt Q treffenden Z,, I* bei allen Abänderungen 
der w*, die auBerhalb der Weltrôhre verschwinden, tatsächlich 
ungeändert bleiben. Wir machen das in der Weiïse, daf wir uns 
zunächst innerhalb der Rôhre zweierlei Koordinatensysteme, w 
und #, gegeben denken, die sich am Rande der Rôhre beïde in 
stetiger Weise an dasselbe äufere (Galileische) Koordinatensystem 
anschliefen. Von dem ersteren machen wir Gebrauch, um für den 
Querschnitt Q die Integrale Z,, bez. 1* zu berechnen, von dem 
anderen für Q, wobei sich die Werte I,, bez. 1* -ergeben môgen. 
Es ist zu zeigen, daB I, — I,, bez. 1* — 1*, und dieser Nach- 
weis wird erbracht sein, wenn es uns gelingt, eine dritte Koordi- 
natenbestimmung, w, einzuführen, welche sich entlang Q hinreichend 
genau an die der w, entlang Q desgleichen an die der w anschlieBt, 
während sie längs des Mantels der Rôhre und auBerhalb derselben 
nach wie vor die dort herrschenden Galileischen Koordinaten lie- 
fert. ,Hinreichend genau“ heïft dabei, daf die Berechnung der 
V9, bez. der V#° aus den # für den Querschnitt Q dieselben Re- 
sultate liefert, wie die Benutzung der w, und entsprechend für 
den Querschnitt Q dieselben Resultate, wie die Benutzung der #. 
Wegen der in den Formeln (5), (6) bei der Definition der V7, V*° 
vorkommenden Differentialquotienten der guy genügt es in dieser 
Hinsicht, — nach einem Überschlag, den mir Herr Vermeil ge- 
macht hat —, daB die © mit den w entlang Q auch noch in ihren 
fünf ersten Differentialquotienten übereinstimmen, desgleichen mit 
den #w entlang Q. Allen den solcherweise der Koordinatenbe- 
stimmung % auferlegten Bedingungen genügt man nun offenbar 
durch folgendes Beispiel: Man führe die Gleichungen ein, wel- 
chen die Querschnitte Q, Q beziehungsweise in den w und den w 
genügen. Sei f(w) — 0 die erste dieser Gleichungen, f(w) — 0 
die zweite. Ich schreibe dann einfach: 
4 5 — C'.0+Ga).5 
MOTO 
und habe damit in der Tat allen Bedingungen entsprochen. Unser 
zweiter Nachweïs ist also erbracht und damit der Beweis der 
neuen Sätze überhaupt erledigt. 
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$8 3 Endgültige Festlegung freier Impuls-Energie- 
vektoren für das abgeschlossene System. ; 

Die I,, bez. I* bilden natürlich die Grundlage für die dem 
abgeschlossenen System beizulesenden Impuls - Energievektoren. 
Zur vollen Festlegung der letzteren wird es aber noch notwendig 
sein, die Dimensionen der mit einander verbundenen GrôBenarten 
in Betracht zu ziehen. Auf Seite 2 meiner vorigen Note wurde ver- 
abredet, dem ds* die Dimension sek°? beizulegen. Wollen wir dem- 
entsprechend nun voraussetzen, daf die benutzten w° sämtlich die 
Dimensionen sek* haben. Die g“’, g,, und das g sind dann di- 
mensionslos, die X, U?, U?, U*°, U*° werden übereinstimmend von 
der Dimension sek. Da die Gravitationskonstante x die Dimén- 
sion gr ‘cm’ besitzt, erhalten die = _— die Dimension gr‘ 
cm *sek?, d. h. die Dimension einer ,spezifischen“ (auf die Raum- 
einheit bezogenen) Energie. Es stimmt das damit, da sie in 
den 957, %%° mit den T° additiv zusammentreten. 

Nun werden diese #7, 3*° unter den Integralzeichen Fit LFmat 
dreigliedrigen Determinanten multipliziert, die, nach unserer Ver- 
abredung über die Dimension der w, selbst dis Dimension sek*° 
haben. Offenbar muB ich, um die Dimension einer eigentlichen 
Energie zu bekommen, den Z,, I* noch den Faktor € (c — Licht- 
geschwindigkeit) hinzufügen. In Übereinstimmung hiermit 
sollen als freie Impuls-Energievektoren des vorge- 
legtenabgeschlossenenSystemsendgültig die Grôfen- 
quadrupel: 


(14) JL=cl,.. Ji=él*,. 


bezeichnet werden. Zahlenfaktoren, die noch zweiïfelhaft sein 
kônnten, sollen nicht weiter beigefügt werden; auch soll an un- 
serer Vorzeichenbestimmung festgehalten werden. 

Den Beweis für die Richtigkeit dieses Ansatzes erblicke ich 
darin, daf in der Definition unserer J* Einsteins eigene Definition 
des zu dem abgeschlossenen System gehôrigen Impuls - Energie- 
vektors eingeschlossen ist. Um dies einzusehen, werden wir in 
unserer Definition der JŸ zunächst den Faktor c« wieder weg- 
streichen (weil nämlich Einstein solche MaBeinheiten zu Grunde 
legt, daf c — 1 wird, was für den hier in Betracht kommenden 
Vergleich eine blofe Âuferlichkeït ist). Dann aber müssen wir, 
was eine wirkliche Partikularisation ist, den Querschnitt Q so 
wählen, daf er bei der uns gelassenen Freiheit der Koordinaten- 
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wabl durch die Gleichung w!" — 0 dargestellt werden kann. Um 
die Tragweite dieser Einschränkung einzusehen, üiberlege man, daf 
die Galileischen Koordinaten auBerhalb der Weltrôhre bis auf eine 
affine Transformation festgelegt sind. Die neue Bedingung läuft 
also darauf hinaus, den Querschnitt Q so zu wählen, da er den 
-Mantel der Weltrôhre unseres Systems in einem-Gebilde durch- 
setzt, welches, von aufen her gesehen, bei zunächst willkürlich 
angenommenen Galileischen Koordinaten durch eine lineare Glei- 
chung dargestellt wird. 

Wollen wir nun in der Tat annekhmen, daf entlang des Quer- 
schnittes #1" verschwindet, also d'u, d'wlY, d''wlY eo ïipso Null 
sind. Unser Integral J* reduziert sich dann (indem wir c = 1 
setzen) auf 
d'u d'u 
LA VE ES El LE 
| dur. d'un 


SIT: 


also, wenn wir auf die gewübhnliche Schreibweise zurückgehen, auf 
e 
(15) J* — fff8 dur du dm, 


was bis auf die Buchstabenwahl genau die Einsteinsche Formel ist. 

Diese Formel ist ja, äuferlich genommen, ohne Zweifel ein- 
facher, als die von mir zu Grunde gelegte. Dafür ist dann der 
Vektorcharakter der J*, wie ihn Einstein behauptet aber nicht 
ausführlicher begründet hatte, schwieriger einzusehen. In längerer 
Korrespondenz mit Einstein wollte mir in der Tat ursprünglich 
nicht gelingen, diesen Vektorcharakter zu begründen, bis ich zu 
der Grafmannschen Schreibweise der Integrale griff, von der ich 
oben ausging. Damit war aber auch die von mir gewählte Ver- 
allgemeinerung des Querschnittbegriffs gegeben. 

Bleibt der wesentliche Unterschied gegen die Einsteinsche Dar- 
stellung, daB ich neben den Vektor J* als gleichberechtigt den 
Vektor J, stelle, — indem ich, unter dem Integralzeichen, statt 


der Einsteinschen te = ne die Lorentzschen nr setze. DaB 


die J, und die J* im allgemeinen verschieden sind, 
werden wir sogleich an einem Beispiele einsehen. 
Ich würde dem abgeschlossenen System danach sogar unendlich 
viele verschiedene Impuls-Energievektoren zuordnen kônnen, wenn 
ich z. B. statt 1 das Aggregat t7+1 (E 


# 
unter À irgend eine numerische Konstante verstanden. Überhaupt 


— :) setzen wollte, 
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würde ich statt der t irgend ein u° setzen dürfen, das sich von den 
t nur um einen Term der erforderlichen Dimension unterscheidet, 
welcher gegenüber affinen Transformationen einen gemischten Tensor 
vorstellt, der auferhalb der Weltrôhre identisch verschwindet, im 
Inneren aber eine verschwindende Divergenz hat. Welcher von 
diesen unendlich vielen Vektoren zu bevorzugen ist, bleibt, so 
lange ich nur das Bestehen der Integralsätze verlange, unent- 
schieden. Eine Entscheidung kann nur getroffen werden, wenn man 
neue Gründe heranbringt, die einen bestimmen, unter den unend- 
lich vielen Formen des Differentials gerade eine einzelne zu 
bevorzugen. 


IH. Einsteins räumlich-geschlossene Welt (Zylinderwelt). 


$ 4 Der geschlossene Raum konstanter positiver 
Krümmung. 


In Einsteins Note vom Februar 1917 ist nur erst der Môg- 
lichkeit eines sphärischen Raumes gedacht, wie er aus einer 
Mannigfaltigkeit von 4 Dimensionen (= Ë, », €, w), deren Bogen- 
element durch die Gleichung 


(16) do = dEË+ dr + dé + do’ 
gegeben ist, unmittelbar durch die ,Kugelgleichung“ 
(17) E+n+È+o ne R? 


ausgeschnitten wird). Für den Kenner der geometrischen Lite- 
ratur ist es wohl selbstverständlich, daf ich Einstein damals 
gleich auf meine alten Untersuchungen über Nicht-Euklidische Geo- 
metrie von 1871 aufmerksam machte, denen zufolge sich neben 
die sphärische Raumform eine andere geschlossene Raumform kon- 
stanter positiver Kriümmung stellt, der elliptische Raum (wie 
er von mir in Verbindung mit meinen sonstigen Betrachtungen 
damals genannt wurde). Man erhält ïihn aus dem sphärischen 
Raum, indem man einfach je zwei diametral gegenüberstehende 
Punkte der Kugel durch Zentralprojektion auf einen berührenden 
linearen Raum zusammenfaft. Wir môgen dementsprechend setzen : 


Ë 6 


dns. eu pus 
(18) D a Lin 


1) Unter ,Raum“ soll fortan durchaus ein dreidimensionales Gebiet ver- 
standen werden (das in der vierdimensionalen , Welt“ enthalten ist). 
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Rückwärts wird dann: 


A9) &= À ns É=e . 


VEHPEP RE Ve 

Der elliptische Raum ist einfacher als der sphärische, indem 
sich seine geodätischen Linien schlechtweg als gerade Linien 
darstellen (die sich, wenn sie sich überhaupt treffen, immer nur in 
einem Punkte schneiden‘); die Länge einer solchen geodätischen 
Linie ist Rx, der Gesamtinhalt des Raumes R°x° (statt 2 Rx, bez. 
2 R°x° im sphärischen Falle). 

Bei der blofen Angabe des Bogenelementes tritt der Unter- 
schied der beiden Raumformen natürlich noch nicht hervor?). Ich 
kann das durch (16) und (17) gegebene de” ebensowobhl für den ellip- 
tischen Raum gebrauchen wie seinen in x, y, : umgerechneten Wert: 

2 
(0 do” Æ GLe _ TRY |R° (dx° + dy? + de?) + (yde — 2dy) 
+ (edx — de) + (xdy — ydx) | 


im sphärischen Falle, oder auch beidemal den in Polarkoordinaten 
ausgedrückten Wert: 


(21) dé — R°(49°+ sin° #. dp° + sin°9 sin’ y. dy). 


1) Deshalb steht der elliptische Raum voran, wenn man, wie ich das 1871 
tat, von den Grundbegriffen der projektiven Geometrie ausgeht. Er ist dann dem 
hyperbolischen Raume (dem Raume von Bolyai und Lobatscheffsky), wie dem 
parabolischen Raume (dem ŒEuklidischen Raume) direkt nebengeordnet und es 
heiBt dieses Sachverhältnis gründlich verkennen, wenn man, wie es bei der Mehr- 
zahl der Autoren immer wieder heift, die Formeln (18) als eine ,Abbildung“ des 
sphärischen Raumes auf den ,Euklidischen“ bezeichnet. ,Euklidisch“ wird der 
Inbegriff der Wertsysteme dreier Variabeln x, y, z erst, wenn wir die Differen- 
tialform dx? + dy? + dz° hinzunehmen, — oder, für die gruppentheoretische Auf- 
fassung, wenn wir die Gesamtheit der projektiven Umformungen der x, y, z (deren 
Invariantentheorie die projektive Geometrie ist) durch die Untergruppe derjenigen 
ersetzen, welche die genannte Differentialform ungeändert lassen. — Ich bringe 
alle diese Dinge, die anderweitig bekannt genug sind, in der gegenwärtigen Mit- 
teilung, die doch auch für Physiker bestimmt ist, zur Sprache, weil sie im Phy- 
sikerkreise unter Nachwirkung der einseitigen, auf 1868 zurückgehenden Helm- 
holtzschen Tradition immer noch wenig verbreitet scheinen. 

2) Mit der Angabe des do? ist in der Tat der ,Zusammenhang“, den die 
gugehôrige Raumform im GroBen zeigt, noch nicht bestimmt. Auch dieses wird 
in der zeitgenüssischen Literatur immer noch vielfach nicht beachtet. Für Räume 
konstanter Krümmung habe ich die einschlägigen Verhältnisse in einer Abhand- 
lung von 1890 (Mathematische Annalen Bd. 87) eingehend behandelt. Von Lehr- 
büchern geht hierauf insbesondere dasjenige von Killing ein (Einführung in die 
Grundlagen der Geometrie, Teil I, 1893). Ich verweise auch gern auf neuere Ver- 
ôffentlichungen von Hadamard und Weyl. 
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$ 5 Einsteins ,2ylinderwelt* und deren Gruppe. 


Weiterhin soll de?, wie im vorigen Paragraphen, — auch ohne 
daf wir das Koordinatensystem spezifizieren —, kurzweg das 
Quadrat des Bogenelementes eines geschlossenen Raumes von der 


= bedeuten, müge dieser nun sphärisch 
oder elliptisch angenommen werden. Der Anstieg zu Einsteins 
räumlich-geschlossener Welt wird sich dann einfach so vollziehen, 


daB wir 


konstanten Krümmung 


2 
C0 as = ar € 


setzen und übrigens £ von —oco bis + co (unter Ausschluf dieser 
.Gränzen) laufen lassen. (Dimension und Vorzeichen dieses ds’ 
stimmen mit unseren allgemeinen Verabredungen. Berechnen wir 


danach formal das Kriümmungsmaf für den Raum # — Const. so 
2 
erhalten wir —{. Dieses negative Vorzeichen entspricht natür- 


R? 
lich nur dem Umstande, daB das in (22) eingeführte ds für den ge- 
nannten Raum rein imaginär wird; es liegt also kein Widerspruch 
gegen den vorigen Paragraphen vor, wo wir den Raum kurzweg 
als einen solchen konstanter positiver Krümmung bezeichnet haben). 

Wir fragen in erster Linie nach der grôfiten kontinuierlichen 
Gruppe von Koordinatentransformationen, durch welche das ds° 
(22) in sich übergeht. 

Von vorneherein ist klar, daB zum mindesten eine G@, solcher 
Transformationen existiert. Denn es gibt bereits eine kontinuier- 
liche G,, welche de” in sich überführt: um an (16) anzuknüpfen, 
der Inbegriff der orthogonalen Transformationen der Ë, », 6, © von 
der Determinante +1. Zu ihr tritt dann noch die G,, welche 
einer Vermehrung von # um eine beliebige Konstante entspricht. 
Die so gewonnene G, ist gewiB transitiv, d.h. man kann durch. 
sie jeden Weltpunkt in jeden anderen, beispielsweise in den Punkt 
t = 0, 3 — 0 überführen (um von dem in (21) eingeführten Polar- 
koordinatensystem Grebrauch zu machen). Môge dieser Punkt kurz- 
weg O heifen; um ihn herum ist noch eine kontinuierliche &, von 
Raumdrehungen môglich. 

Wir behaupten nun, daf es auch keine grôBere kon- 
tinuierliche Gruppe von Koordinatentransfor- 
mationen gibt, die ds* in sich überführt, als eben un- 
sere G;. Zu dem Zwecke genügt es zu zeigen, daf bei festge- 
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haltenem © eben nur die genannte G, von Drehungen besteht. Zum 
Beweise führe man von © auslaufende , Riemannsche Normalkoor- 
dinaten“ ein. Man erreicht dies beispielsweise, indem man t als 
Variable beibehält und statt der Polarkoordinaten ?, p, die 
Verbindungen einführt: + 


R : ss 
(23) hi = cosy, n, = À 9.sinpcosy, Ys = TL 9-sinpsinu. 


Schreiben wir noch für { der Gleichfôrmigkeit wegen y,, so er- 
halten wir für ds° 


2 
C4 A = (id dd) +57 E Cid vu) 
ñ a - 
+ Glieder hôherer Ordnung in den y,, y, %, 


was zeigt, daB wir es in der Tat mit Normalkoordinaten zu tun 
haben. Was nun die Transformationen von ds° in sich angeht, so 
haben wir, da O festbleiben soll, gemäf der allgemeinen Theorie 
der Normalkoordinaten nur mehr nach der grôfiten kontinuierlichen 
Gruppe homogener linearer Substitutionen der y zu fragen, 
welche dieses ds’ in sich verwandelt. Die beiden hingeschriebenen 
Terme der ds’ müssen dabeiï, ihrer Dimensionen halber, jeder für 
sich in sich übergehen. Es ist danach klar, daB y, ungeändert 
bleiben muB, während y,,,, y, hüchstens der kontinuierlichen 
Gruppe ternärer orthogonaler Substitutionen unterworfen werden 
künnen. Damit aber sind wir bereits am Ziele. 

Nach dem so bewiesenen Satze ist es vielleicht gestattet, Ein- 
steins räumlich-geschlossene Welt kurzweg als Zylinderwelt 
zu bezeichnen, weil sie sozusagen die Symmetrie eines Rotations- 
zylinders besitzt: beliebige Verschiebung längs der {-Axe und be- 
liebige Drehung um © bei festgehaltenem {. Natürlich ist die Ana- 
logie keine vollkommene, weïil ebensowohl um einen beliebigen an- 
deren Punkt (als 0) gedreht werden kann. Ich môüchte auch keinen 
bleibenden Term einführen, sondern nur ad hoc einen kurzen Aus- 
druck haben, der den Gegensatz gegen die im nächsten Abschnitt 
zu behandelnde de Sittersche Hypothese B markiert. 

Im Übrigen werden wir sagen dürfen, da8 im vorliegenden 
Falle, nachdem wir uns über die Zeiteinheit und den Anfangspunkt 
der Zeïitrechnung geeinigt haben, der Zeitbegriff weiter 
keine Willkür enthält!), oder, wenn man es lieber so aus- 


1) So auch bei de Sitter 1. c. vermerkt. 
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drückt, daf innerhalb der vierdimensionalen Welt die dreifach 
ausgedehnten Räume { = Const. Mannigfaltigkeiten 
sui generis sind. Also eine bemerkenswerte Annäherung an 
die Vorstellungsweisen der klassischen Mechanik. 

Dies ist, wenn man die physikalische Überlegung erwägt, von 
der aus Einstein die Zylinderwelt eingeführt hat, von vorneherein 
selbstverständlich. Um nämlich die Gesamtheit der Massenver- 
teilungen und Geschehnisse der Welt vom hôheren Standpunkte zu 
übersehen, fingiert Einstein zunächst einen Durchschnittszustand, 
bei welchem die Gesamtheit der Massen in dem als geschlossen vor- 
ausgesetzten Raume inkohärent und gleichfôrmig verteilt 
ist, und innerhalb dieses Raumes, während é von —o bis +co 
läuft, ruht. Die wirklichen Massenverteilungen und Geschehnisse 
sollen als Abweichungen von diesem Durchschnittszustand aufge- 
faft werden. An diesem Durchschnittzustand gemessen ist dann 
die Zeit (oder genauer die in verabredeter Einheit gemessene Zeit- 
differenz zweier Weltpunkte) eo ipso etwas Absolutes, der Raum 
in sich homogen'). Ihren präzisen mathematischen Ausdruck aber 
findet diese Auffassung in der Invariantentheorie unserer G,. 

Besonders interessant ist es noch, zu sehen, wie sich unsere 
G, zur Lorentzgruppe G;, erweitert, man also zu den Vor- 
stellungen der ,speziellen“ Relativitätstheorie kommt, 
wenn man das Krümmungsmaf unseres Raumes verschwindend 
nimmt, d.h. À — co setzt. Unser ds? (22) reduziert sich dann 
nämlich überhaupt auf seinen ersten Term?): dy — dy? — dy, — dy, 
und bleibt danach bei allen homogenen linearen Substitutionen der 
dy,, dy,, dy,, dy, ungeändert, welche diese einzelne quadra- 
tische Form in sich transformieren. Damit hôrt y, — { auf, 
eine für sich stehende Variable zu sein, kombiniert 
sich vielmehr bei den zulässigen Substitutionen mit 
den y,, y, Y Wie dies gerade das Wesen der speziellen 
Relativitätstheorie ausmacht. 


$ 6 Die Feldgleichungen der Zylinderwelt. 


Wir müssen noch bestätigen, da die Annahme einer den 
ganzen Raum gleichfôrmig erfüllenden, ruhenden Materie, sagen 


1) DaB der Raum dabei noch nach Belieben sphärisch oder elliptisch vor- 
ausgesetzt werden kann, hat Einstein s. Z. ohne weiteres gut geheifen. Übrigens 
behandelt auch de Sitter diese beiden Annahmen immer nebeneinander. Ebenso 
auch das neue Weylsche Buch (Raum, Zeit, Materie). 

2) Nicht nur der zweite Term, sondern auch alle hôheren Terme fallen fort. 
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wir von der konstanten Dichte o, mit den für unser ds' aufge- 
stellten Einsteinschen Feldgleichurfgen in der Tat verträglich ist. 
Gedacht ist dabei natürlich an die Feldgleichungen ,mit 4-Glied*, 
von denen bereits in meiner vorigen Note (Formel 57) die Rede 
war : 


(25) Ki Mu 4 Ty = 0. 


uy uv 


Da die Verteilung der Materie im Raume eine durchaus gleich- 
fôrmige sein soll, genügt es, die Verifikation für den Punkt O zu 
machen. Auch werden wir, da es sich um eine Relation zwischen 
Tensorkomponenten handelt, von vorneherein das in Normalkoor- 
dinaten geschriebene ds* (24) zu Grunde legen dürfen. 

Von hier aus aber findet man ohne alle besondere Rechnung, 
vergl. die Note von Vermeil in den Gôttinger Nachrichten yom 
Oktober 1917 (,Notiz über das mittlere Krüimmungsmaf einer #- 
fach ausgedehnten Riemannschen Mannigfaltigkeit“) : 

2 2 
al K, TS Le 
während alle anderen K,, verschwinden. 

Nun hat man für den Punkt © bei Zugrundelegung der Nor- 
malkoordinaten : 


(27) ae rT "0, his auto 2. 


ni 
D 


(26) K;, = K, a K% 5 


Daher ergeben die Feldgleichungen (25): 


© 3€? 


LE 1 — 0, PE —1-x"oe = 0, 


d. h. 
C 2 


Fe Homer | 
was mit dem von Einstein selbst gegebenen Resultate stimmt (so- 
fern man noch &© — 1 setzt). 

Hierzu die Bemerkung, daf sich für X selbst folgender kon- 
stanter Wert berechnet: 

2 
(29) K = °E. 

Für die Anwendung auf das Weltall bleibt natürlich der un- 
seren heutigen Kenntnissen der Stellarastronomie mit einiger Wahr- 
_scheinlichkeit entsprechende Wert von À abzuschätzen. Dies hat 
de Sitter in seiner wiederholt genannten Mitteilung ausgeführt. 
Ich führe gern sein Resultat an, damit man sieht, daB Einsteins 


\ 
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kosmologische Betrachtung, deren mathematischen Inbalt allein wir 
hier behandeln, doch auch physikalisch nicht vôllig in der Luft 
hängt. Man hat nach de Sitter 

R — 10° bis 10° Halbmessern der Erdbabn 


zu nehmen. Die Dichte 9 wird so gering, daf nur etwa 107* gr 
Masse auf den Kubikzentimeter treffen, d. h. in etwa 100 Kubik- 
zentimetern befindet sich die Masse eines Wasserstoffmoleküls. Die 
Konstante 4 aber wird beiläufig 107% sek”?. 


$ 7. Die Integralsätze für die Zylinderwelt. 


Nimmt man die Feldgleichungen mit 4 Glied, so sind, wie ich 
in $ 7 meiner vorigen Note im Anschluf an Einsteins Entwicke- 


lungen ausführte, U7 und 4 — À U*, damit die Erhaltungs- 


sätze gewahrt bleiben, durch 


(30) D, Us+ae, & + lo 


zu ersetzen. Wir werden dementsprechend statt der Integrale 7, 
bez. 1* des & 1 Integrale I, bez. 1* bilden und von vorneherein 
sicher sein, daf diese Integrale, genommen über solche geschlossene 
Hyperflächen, welche einen Teil der Zylinderwelt- abgränzen, ver- 
schwinden. 

Nunmehr wird der Begriff des Querschnitts, den wir in 
I für die damals betrachtete , Weltrôhre“ benutzten, zu übertragen 
sein. Wir werden als solchen eine sonst beliebige geschlossene 
Hyperfläche bezeichnen wollen, welche jede Weltlinie der Zylinder- 
welt, d.h. jede Parallele zur f-Axe, einmal schneidet. Das ein- 
fachste Beispiel bilden die ,Räume“ £ — Constans. 

Wir werden dann wie früher den Doppelsatz haben: 

1) daB die Integrale J,, bez. 1*, genommen für einen beliebigen 
Querschnitt, einen von dessen Auswahl unabhängigen Wert haben, 

2) daB dieser Wert auch nicht davon abhängt, welche Koor- 
dinaten man bei der Ausführung der über den Querschnitt hin- 
erstreckten Integration benutzt. 

Nur das wird sich ändern, daf es nicht mehr angeht, den 
Inbegriff der Integrale I, bez. 1* als einen (freien) Vierervektor 
zu bezeichnen. Denn für diese Benennung fehlt, gemäf der Natur 
unseres G,, die gruppentheoretische Grundlage. Jedenfalls gilt : 

1, bez. 1 wird von Hause aus für sich stehen. Wir mügen 
seinen Wert, mit c multipliziert, als Gesamtenergie der 


Zylinder-Welt bezeichnen. 
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Um die Klassifikation der GrôBen J,, L,, 1, aber (bez. der 1°, 

*, 1*) brauchen wir uns nicht. viel zu kümmern, da man sich auf 

verschiedenartige Weise überzeugen kann, daf sie sämtlich 
Nullsind. 

Erstlich folgt dies (wie auch Einstein betr. der Z* ausführt) 
aus Symmetriegründen. Ich resumiere die Sache von meinem Stand- 
ponkte aus Wenn wir an den Normalkoordinaten y festhalten, s0 
werden von den co kontinuierlichen Transformationen, die den 
Raum y, = 0 in sich überführen, natürlich nur die co sich als homo- 
gene lineare Substitutionen der y,, Y,, y, darstellen, welche Drehungen 
des Räumes um © vorstellen. Aber es genügt für unsere Zwecke 
auch, die von ihnen gebildete Untergruppe zu betrachten. Ihr 
gegenüber werden sich die US, U®, U* (and ebenso die U*°, U*°, U*°) 
wie Komponenten eines dreidimensionalen Tobofss de die 
I, I,, I, (bez. die 1*, 1*, 1*) wie die Komponenten eines von O 
tatoo Did verhalten. Nun ist aber die Zylinder- 
welt, wie wir wissen, um © herum räumlich isotrop. Besagter 
Dreiervektor mu also bei einer beliebigen Raumdrehung um O0 
herum ungeändert bleiben, und das kann er nur, wenn seine sämt- 
lichen Komponenten verschwinden. 

Zweitens môgen wir den Weg direkter Rechnung beschreiten. 
Wir wählen als den Querschnitt, über den unsere Integrale ‘zu 
erstrecken sind, irgend eine der Mannigfaltigkeiten y, — Const. 
Innerhalb derselben mügen irgendwelche Koordinaten w!, w!l, wi 
eingeführt gedacht werden. Die Integrale 1, bez. 1* werden rat 
gemäf den Darlegungen von $ 3, in der bec Form ge- 
schrieben werden kônnen: 


(31) Le ir ++ 7) = g de duo quo 
bez. 
(31*) Ti = [ff(TS +6) V=g. du dut dt. 


Die direkte Rechnung ergibt nun, da8 die T4, Ut, 4 für r = 1, 2, 3 
sämtlich verschwinden. | 

Für die Gesamtenergie der Zylinderwelt haben wir 
mit diesen Formeln die Ausdrücke gewonnen: 


(32) JT efff (r: E ü) VE du dut du, 
bez. 


(82*) Je = Cfff(TS +4) V= gd dut qui. 
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Der Energiebetrag stellt sich danach in dem einen wie dem an- 
deren Falle als Summe zweier Summanden dar. — Wir mügen 
denjenigen Summanden, der 7 entspricht, als Massenenergie 
bezeichnen, den anderen als die Gravitationsenergie. 

Die Massenenergie berechnet sich jetzt ohne weiteres. T# näm- 
lich wird, wie wir auch die w1, w!l, w!ll wählen mügen, gleich © 9, 
and- c\/— 9 dut du! dwl ist nichts anderes, als das Volumelement 
dV unseres Raumes y, — Const. Die Massenenergie wird 
also einfach c’oV, unter V das Gesamtvolumen des Raumes 
verstanden, also, jenachdem wir die sphärische oder die elliptische 
Hypothese annehmen wollen, 2x°R° oder x°R°. 

Für die Gravitationsenergie aber hat Einstein in 
seinem Falle, also bei Zugrundelegung der Formel (32*), in- 
dem er räumliche Polarkoordinaten benutzte, Null gefunden. 
Das dV wird in diesem Falle — sin° 9 sin o.d® dy dy, das / (wenn ich 
LCR das Resultat der 
sin © 
Integration wird Null, weil das J cos29.d9 von O bis x zu nehmen 
ist. — Dieses Ergebnis ist gewiB sehr bemerkenswert. Da es von 
der Wahl der w!, w1l, «1 unabhängig sein muf, fragt es sich, ob 
man statt der Polarkoordinaten, die eine (von Einstein nur ange- 
deutete) längere mechanische Rechnung mit sich bringen, nicht 
zweckmäBigerweise andere einführen soll. Ich müchte vorschlagen, 
durchweg mit den überzähligen Koordinaten EË, », & © des $S 4 
(zwischen denen dann die Abhängigkeit £? + 9° + € + «0° — R? besteht) 
zu operieren. Man wird dann natürlich die Grundformeln der 
Tensorrechnung auf den Fall abhängiger Koordinaten verallge- 
meinern müssen, wozu indef alle Ansätze in der Läteratur vor- 
liegen. Ich vermute, daB bei Durchführung dieser Umsetzung 
nicht nur das Integral über die Gravitationsenergie sämtlicher 
Volumelemente des Raumes, sondern bereits das dem einzelnen 
Volumelement entsprechende Differential verschwinden dürfte, wo- 
durch doch eine verbesserte Einsicht in die Einfachheit des Ein- . 
steinschen Resultates erreicht wäre. 

So viel über das #. Das Neue, was ich nun auszuführen habe, 
ist, daB wir ein ganz anderes Resultat bekommen 
(and dies gleich ohne komplizierte Rechnung), wenn wir an 


Stelle des 4 das = also an Stelle von J*das J. 


die Einsteinschen Terme zusammenziehe) 


wählen. — U“ ist, wie wir wissen — U‘+4. Wenn wir nun 
auf die oben unter (3) wiederangeführte Formel für U zurück- 
greifen, so zeigt sich, da im Falle der Zylinderwelt, bei belie- 
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biger Wabl der w!, wl, wlll, alle Terme bis auf den ersten fort- 
fallen. U* wird einfach — + X und also 


4c 
Tail 


(33) Di—1K+1— 


Es hat also einen konstanten, aber nicht verschwindenden Wert. 
In Folge dessen wird bei Zugrundelegung der U? die Gravi- 
tationsenergie der Zylinderwelt nicht etwa Null, 
sondern doppelt so grof wie die Massenenergie. 

Die hiermit festgestellte Sachlage hat ersichtlich eine über 
den Fall der Zylinderwelt hinausreichende Bedeutung. Sie zeigt 


am Beispiele, da8 die Energiekomponenten 2 auch für die In- 


tegralformen der Erhaltungssätze allgemein andere Resultate 
als die { geben. Dies ist, was ich in der Einleitung das Hinein- 
spielen eines subjektiven Momentes in die Aufstellung der Energie- 
bilanz genannt und in seiner Tragweite für abgeschlossene Systeme 
am Schlusse von $ 8 näher erläutert habe. Das Ergebnis ist an 
sich gewiB in keiner Weise wunderbar, aber widerspricht doch 
dem Eindruck, den man beim ersten Durchlesen der Einsteinschen 
Note hat, als sei es ein ausschliefilicher Rechtstitel der #7, zu 
einfachen Integralsätzen zu führen. 


III. Über de Sitters Hypothese B. 


In seinen wiederholt genannten Mitteilungen, insbesondere in 
Note III der Monthly Notices, hat de Sitter die Annahme der 
Zylinderwelt u. a. dahin modifiziert, daB er statt letzterer — 
unter Aufrechterhaltung der für ds’ charakteristischen Vorzeichen — 
eine Welt konstanter Krümmung setzte. Es ist dies die von 
ihm mit B bezeichnete Hypothese !); ich stelle mir die Aufgabe, 
die hierbei hervorkommenden Verhältnisse durch môglichst ein- 
fache Formeln üiberzeugend darzulegen. Das Wesentliche meiner 


1) de Sitter bemerkt, daB ihm diese Annahme (die sich dem Mathematiker 
durch ihre Symmetrie empfiehlt) zunächst durch Ehrenfest vorgeschlagen worden 
sei. Ich selbst habe in meinen Vorträgen vom Frühjahr 1917 (deren Ausarbei- 
tung in einer kleinen Zahl von Exemplaren verbreitet ist), indem ich über Ein- 
steins damals eben erschienene ,Kosmologische Betrachtungen“ referieren wollte, 
aber die Formeln nicht genau verglich, unwillkürlich denselben Ansatz gemacht 
und mich dann später, als ich zur Ausarbeitung der physikalischen Folgerungen 
schritt, gewundert, daB die Resultate mit den von Einstein für seine Zylinder- 
welt angegebenen natürlich nicht stimmen wollten. 
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Überlegungen findet man übrigens bereits in den Protokollen über 
die Sitzungen der Gôttinger Mathematischen Gesellschaft vom 
Sommer 1918 angegeben, die in dem im Oktober 1918 ausgege- 
benen Hefte des Jahresberichts der Deutschen Mathematikerverei- 
nigung abgedruckt sind (schräge pagina 42—44). Vergl. auch eine 
Mitteilung an die Amsterdamer Akademie (Verslag vom 29. Sept. 
1918). 


$ & Die geometrischen Grundlagen für die Welt 
konstanter Krümmung. 


Wir werden der Annahme, da die Welt eine Mannigfaltigkeit 
konstanter Krümmung sei, in einfacher Weise gerecht werden, 
indem wir bei fünf Variabelen mit Ânderung eines Vor- 
zeichens die gewühnliche Gleichung einer Kugel anschreiben, 
- und auf dieser ,Pseudokugel“ euklidisch messen‘). Dabei wollen 
wir indef, um die frühere Verabredung betr. die Dimension der 


| Ë 3 Ë ER 
Variabelen einzuhalten, den Radius nicht R, sondern —< nennen; 


wir werden ebenso, der Konsequenz halber, das übliche Vorzeichen 
von ds’ umkehren. Ich schreibe also als Gleichung der Pseudo- 
kugel 


(84) CRC dant Pere Die At A er à 
und für das zugehôrige ds’: 
(35) — ds — dé + dr? + dE — dv" + do. 


Die hierdurch gegebene pseudosphärische Welt (£, », 6, 
v, ©) hat wegen des dem ds’ zugesetzten Minuszeichens das kon- 


2 .. 
stante (Riemannsche) Kriümmungsmaf +. Im UÜbrigen geht 
sie durch eine kontinuierliche G,, ,pseudoorthogonaler“ Substitu- 
tionen, d. h. geeigneter linearer homogener Substitutionen der £, », 
6, v, © in sich über, nicht aber, wie man leicht nachweisen kann, 
durch eine noch umfassendere Gruppe. 

An ïhre Seite stellen wir dann gleich eine pseudoellip- 
tische Welt, indem wir, unter Beibehaltung des in (35) gege- 
benen ds”, schreiben: 

Rue à ef 


+R 1 
UE er ae 
C © € @ 


a 


[» eu R 
(86) æ — = ; 


RE v 
0 ET Ru 


1) Die Vorschlagssilbe ,pseudo“ soll immer auf das Auftreten eines ab- 
wéichenden Vorzeichens hinweisen. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1918. Heft 3. 29 
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woraus rückwärts 


Rx 
(EU = ass ane 0 du , 6 — AUS , 
eVa+y Le en ae 


KE? 


OÙ | 
eVa+y+s ot À 


Diese Ë, n, 6, v, © werden wir bei Behandlung der pseudoelliptischen 
Welt zum Homogenisieren der Gleichungen gebrauchen kônnen 
(wie vielfach geschehen soll). Bemerken wir noch, daf 

2 2 2 2 2 2 2 4 
Go pe nn CRE re 


C [or] Co 


insofern wir uns, wie selbstverständlich, auf reelle Werte der ur- 
sprünglichen Koordinaten £,...o beschränken, immer positiv ist. 

Wir werden nun der Kürze wegen allein von dieser pseudo- 
elliptischen Welt sprechen (also die pseudosphärische bei Seite 
lassen) und ich mu schon den Leser bitten, mich hierbei durchaus 
projektiver Auffassungen bedienen zu dürfen, welche allein 
den in Betracht kommenden Verhältnissen wirklich gerecht werden. 
Ich will in dieser Hinsicht eine Reïhe von Aussagen, die dem ge- 
schulten Geometer selbstverständlich sind, kurz zusammenstellen : 

1. Es handelt sich in der pseudoelliptischen Welt um eine 
projektive MaBbestimmung, deren Fundamentalgebilde 
durch 

a 


(39) + ae Mo te ei ="0 


gegeben ist und, der Analogie nach, fortan kurz als (zweischaliges) 
Hyperboloid bezeichnet sein mag. Nach der Vorzeichenbestimmung 
(88) befinden wir uns zwischen den Schalen dieses Hyperboloïids 
(d. h. in dem Weltstück, von dem aus reelle Tangentialkegel an 
das Hyperboloid laufen), in Übereinstimmung mit dem indefiniten 
Charakter unseres ds’. In homogenen Koordinaten Ë, ... geschrieben 
lautet die Gleichung des Hyperboloïids : 


(40) E+m+8-v+o = 0, 
das Hyperboloid ist also der Schnitt des Asymptotenkegels 
unserer Pseudokugel mit unserem x, y, z, u-Grebiet. 


2. Die kontinuierliche Schar der pseudoorthogonalen Substi- 
tutionen der Ë, 7, ..… liefert für die x, y, z, u die grôfite kontinuier- 


‘&) Nes 
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liche Gruppe von Kollineationen, durch welche unser Hyperboloid 
in sich übergeht. 

83. Môgen neue Gebilde, welche durch eine einzelne lineare 
Gleichung zwischen den x, y, z,w (bez. durch eine entsprechende 
homogene Gleichung zwischen den Ë,»,...) dargestellt werden, 
schlechtweg Räume heïfen. ë 

4. Räume, welche das fandamentale Hyperboloid nur in ima- 
ginären Punkten schneiden (wie z. B. w — 0), werden elliptische 
MaBbestimmung schlechtweg aufweisen, also endlich ausgedehnt 
sein. Insofern wird man also unsere Welt als ,räumlich ge- 
schlossen“ bezeichnen dürfen und direkt neben die Einsteinsche 
Zylinderwelt stellen. 

5. Als Gränzfälle treten neben diese Räume solche, welche 
das Hyperboloid in einem Pankte berühren, z. B. die Räume 


Fn oder, was dasselbe ist, v + w — 0. 
Solche Räume môügen kurzweg Tangentialräume genannt werden. 
6. Irgend zwei Tangentialräume umgränzen, bei projektiver 
Auffassung, ein zusammenhängendes Weltstück, in dessen Inneres 
das Hyperboloïd nicht eindringt und das man nach seiner Grestalt 
zweckmäBigerweise als Doppelkeïil bezeichnen wird. Dieser 
Doppelkeil ragt von zwei Seiten an das noch immer zweidimensio- 
nale Grebiet heran, das den beiden Tangentialräumen gemeinsam 


ist und das man daher zweckmäBigerweise die Doppelschneide 
(des Keïls) nennen dürfte. 


7. Man überblickt diese Sachlage am einfachsten, indem man 
die beiden Tangentialräume von 5 betrachtet (in welche man ver- 
môge der G,, unserer Kollineationen noch jedes andere Paar zweier 
Tangentialräume auf co‘ Weisen überführen kann). Der Doppel- 
keil umfaft dann die Punkte, für welche 


ER ER V 
(42) Ron rt dh —1<— <+1. 


Die Schneide wird durch diejenigen Punkte gebildet, für welche 
u unbestimmt wird, für die also v und « gleichzeitig verschwinden 
(womit x, y, : unendlich werden). 

8. Gemäf der Lehre von der projektiven MaBbestimmung gibt 
jeder solche Doppelkeil nun Anlaf, für irgend zwei seine Schneide 
enthaltenden elliptischen Räume einen reellen Pseudowinkel 
einzuführen. 

29* 
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9. Ich will der Deutlichkeit halber gleich an das Beispiel 
(41), (42) anknüpfen. Zwei zugehôrige (ihrem ganzen Verlaufe 
nach dem Doppelkeil ängehôrige) elliptische Räume werden dann 
durch Gleichungen : 


v (2) (2) (2) 
(43) = U, WU,  bez. en Æ, = 


gegeben sein (wobei w, und w, zwischen + ci und ee _ zwischen 
+ 1 liegen). Sie bilden mit den Flanken des Doppelkeils, d. h. 
den beiden Tangentialräumen (42), zwei zu einander inverse Doppel- 
verhältnisse, von denen wir etwa dieses herausgreifen wollen: 
u+Rlc Re __ v+o v,-0, 

u—R/e u,+Rle vo v,+@o, 


(44) Do — 


Als Pseudowinkel der beiden elliptischen Räume (43) 
wird man dann den mit irgend einer reellen Kon- 
stanten À multiplizierten Logarithmus dieses Doppel- 
verhältnisses definieren. 


10. Mit Rücksicht auf die de Sitterschen Entwickelungen 
wollen wir À — . nehmen und wollen übrigens u, — 0 setzen, 
d.h. den Pseudowinkel von # — O0 beginnend nehmen. Wir 


haben dann, indem wir bei #,, v,, ©, noch den Index weglassen, 
als Definitionsformel des Pseudowinkels: 


HR R/c4+u tea k œ+v 
Pine Sie era. © —v 


(45) 


und sehen deutlich, wie ér von — © bis +co wächst, wenn « von 


Le bis . geht, d. h. den ganzen Doppelkeil durchwandert. 


11. Für die Punkte der Schneide selbst, wo © und v gleich- 
zeitig verschwinden, wird @ naturgemäf vüllig unbestimmt. Man 
hat damit, für die allgemeine analytische Auffassung, keine andere 
Singularität vor sich als beim Polarwinkel @ im Nullpunkte eines 
gewühnlichen ebenen (Polar-)Koordinatensystems.  Nur daB die 
beiden absoluten Richtungen, welche der Winkelbestimmung (im 
Sinne der projektiven Theorie) zu Grunde liegen, im gewôhnlichen 
Falle imaginär, bei (45) aber reell sind !). 


1) Für die Nr. 8—11 môüge der diesen Dingen ferner stehende Leser meine 
alten Entwickelungen in Bd. 4 der Mathematischen Annalen vergleichen (wo die 
in Betracht kommenden Beziehungen und Überlegungen mit aller Ausführlichkeit 
geschildert sind). 


he" 


2 2 ré ne de ARE D 
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$ 9. Einführung von Materie und Zeit. 


Wir denken uns jetzt unser ds* (35) durch 4 unabhängige, vor- 
läufig noch beliebige Parameter w (für welche wir gern unsere 
æ, y, #, u nehmen kônnen) ausgedrückt : 


(46) ds = > 9,,dw" du”. 

Da wir wissen, daB dieses ds’ konstantes Riemannsches Krümmungs- 
maf hat, kônnen wir die zugehôrigen K,, nach den Entwickelungen 
von Herglotz :) gleich hinschreiben: 


86 
(47) Ke SE PR? ï uv 


Wir werden also den Einsteinschen Feldgleichungen mit dem 4-Glied 
(48) EL LPC = 0 
genügen, indem wir 
(49) pee 
setzen, d. h. überhaupt keine Materie annehmen. Wir 
werden auch weiter unten sehen, daf man notwendig zu dieser 
Annahme geführt wird, wenn man von der Voraussetzung einer 
die Welt gleichfôrmig erfüllenden, inkohärenten, bei geeigneter 
Einführung einer ,Zeit‘ & ,ruhenden“ Materie ausgeht. In der 
Tat kommt auch de Sitter zu diesem Resultat, nur daB er es etwas 
anders ausdrückt, wie man an Ort und Stelle nachsehen mag. 
Natürlich entfernen wir uns mit dieser Formel (49) durchaus 
von Einsteins ursprünglicher physikalischer Absicht, welche darauf 
ausging, sich durch gleichfürmige Verteilung der Materie über den 
Raum hin ein mittleres Weltbild zu verschaffen. Wir setzen uns 
aber auch überhaupt in mindestens formalen Widerspruch mit 
einem anderen Grundsatz von Einstein, demzufolge es keine von 
Null verschiedene Lôüsung der Gleichungen (48) ohne Annahme 
von Materie geben soll (vergl. die oben zitierte Note Einsteins 
vom März 1918). Dieser Grundsatz ist- bei Einstein ursprünglich 
ohne Zweifel aus physikalischen Überlegungen erwachsen, er ist 
aber an sich rein mathematischer Natur, er wird also (worauf 
mich Einstein gelegentlich einer Korrespondenz selbst aufmerksam 
machte) durch die blo$e Existenz unseres ds” (46) widerlegt. Aller- 
dings kann man bemerken, daf die g,, dieses ds* (man führe die 


und alle 7, = 0 


1) Sächsische Berichte von 1916, p. 202. 
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Rechnung etwa für die #, y, z, u aus) entlang dem fundamentalen 
Hyperboloid unendlich werden, was als ein Âquivalent für das 
Nichtvorhandensein von Materie an den nicht singulären Stellen 
der Welt angesehen werden kann. 

Handeln wir jetzt von der geeigneten Einführung einer ,Zeit“ 
t (die wir dann als w!Ÿ wählen). Den Ausgangspunkt muB gemäf 
Einsteinscher Auffassung die Bemerkung bilden, daf die Welt, die 
wir suchen, als statisches System soll aufgefaft werden kônnen, 
d.h. daf ds’ unverändert bleiben soll, wenn man, unter Festhal- 


tung von wl, w, wlll, das wY — { um eïne beliebige Konstante 
vermebrt. Es soll also die eingliedrige Gruppe: - 
(60) wt = wo, ww = vf, wi = ot, wi = + C 


in der 10gliedrigen Gruppe, durch welche unser ds? in sich über- 
geht, enthalten sein. Es genügen einige geometrische Schlüsse, 
um einzusehen, daf eine solche eingliedrige Gruppe gleichbedeutend 
mit einer fortgesetzten Drehung unserer pseudoelliptischen Welt 
um eine festliegende, zweidimensionale Axe sein muf, daf { darum 
(nach geeigneter Wahl der Zeiteinheit) bis auf eine additive 
Konstante mit dem Pseudowinkel eines Doppelkeils, 
wie er durch (45) definiert ist, übereinstimmen muf. 
Wir haben also, wenn wir unter v — 0, © — 0 in früherer Weiïse 
irgend zwei Tagentialräume des fundamentalen Hyperboloids ver- 
stehen und auf die additive Konstante keinen Wert legen: 


(1) Rd Er 


C GO — V 


zu nehmen. Nun gibt es solcher Paare von Tangentialräumen co’, 
Wir haben danach ©œ° Weiïisen, gemäf (51) ein é einzu- 
führen, — im Gegensatz zur Zylinderwelt, wo das { vüllig fest- 
gelegt war, im Gegensatz auch zur speziellen Relativitätstheorie 
(der Lorentzgruppe), wo das # (immer nach Festlegung der Zeit- 
einheit und des Anfangspunktes) noch drei willkürliche Parameter 
enthält. 

Konstatieren wir zunächst, daB wir mit (51) genau zu dem ds’ 
kommen, welches de Sitter seiner Hypothese B zu Grunde legt. 
Unter Benutzung räumlicher Polarkoordinaten schreibt nämlich 
de Sitter (sofern ich gleich die von mir sonst gebrauchten Buch- 
staben verwenden, auch das ds’ mit dem früher verabredeten Vor- 
zeichen nehmen darf): 


2 
(52) — ds — _ (49° + sin°® . dp° + sin*® sin” p.dy*)— cos’ ® . dé 
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und dieses ds° entsteht aus dem in (35) an die Spitze gestellten: 
— d$ — dE + dn° + dË — du° + dw’, 
wenn ich, unter Einhaltung der Bedingung (34): 


2 


Re US de à 
einfach ansetze : 


Re Has : 
on — 7 sin Ÿ cosy, D — -; sin ÿ sin cosy, 


Re , : ER ct 
(53) 6 = —-sindsinpsiny, v — —cos® Gin —, 


R cé 
| GO — cos # Cof 
Hier sollen @in und Gof in gewôhnlicher Weise hyperbolische 
Funktionen bedeuten. Es wird dann: 


ct v 
(54) Tang — = ee, 


was in der Tat mit Formel (51) übereinstimmt. 

Ich werde das Stück unserer pseudoelliptischen Welt, welches 
gemäB (53) durchlaufen wird, wenn man #, y, # innerhalb der üb- 
lichen Gränzen, é aber von —co bis +co laufen läft, eine de 


Sittersche Welt nennen. Gemäf (54) durchlänft ae dabei nur 


die Werte von — 1 bis +1. Offenbar ist diese de Sittersche Welt 
nichts anderes, als der Doppelkeil der vorigen Paragraphen. 
Seine beiden ,Flanken“, u—æœ — 0 und v+œ — 0, erscheinen 
als unendlich ferne Zukunft, bez. unendlich ferne Vergangenheit. 
Seine Kante aber (die für die allgemeine Auffassung der pseudo- 
elliptischen Welt aus lauter gewôhnlichen Punkten besteht) er- 
scheint als etwas Singuläres, nämlich als Ort solcher Weltpunkte, 
für welche é den Wert °/o annimmt. — 

Ich habe diese Verhältnisse schon an der oben genannten 
Stelle des Jahresberichts der Deutschen Mathematischen Vereini- 
gung berührt (Vortrag vor der Gôttinger Mathematischen Gesell- 
schaft vom 11. Juni 1918). Um die paradoxen Beziehungen, welche 
für die physikalische Auffassung vorliegen, klar als solche hervor- 
treten zu lassen, habe ich mich damals folgendermaBen geäufert: 
»Awei Astronomen, die, beide in einer de Sitterschen Welt lebend, 
mit verschiedenen de Sitterschen Uhren ausgestattet wären, würden 
sich hinsichtlich der Realität oder Imaginärität irgendwelcher 
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Weltereignisse in sehr interessanter Weise unterhalten kônnen“, 
Gemeint ist, da die Doppelkeiïle, welche aus der pseudoelliptischen 
Welt durch verschiedene Paare von Tangentialräumen der funda- 
mentalen Hyperboloide ausgeschnitten werden, immer nur Stücke 
gemein haben, mit anderen Stücken über einander hinausgreifen. — 

Im Übrigen kann, wer will, sich über die Einzelheiten der de 
Sitterschen Welt leicht genauer orientieren. Die Welt reicht nur 
in den beiden Punkten: £ = 0, 5 — 0, £ — 0, v+o = 0 an 
das fundamentale Hyperboloid heran. Alle Weltlinien sind solche 
Kegelschnitte, welche das Hyperboloïid in diesen beiden Punkten 
berühren (deren Ebene also die eindimensionale Axe £ — 0, = 0, 
£ — 0 enthalten). Es gibt nur noch eine kontinuierliche G&,, welche 
die de Sittersche Welt in sich transformiert, entsprechend der 
Substitutien é — £+ C verbunden mit der kontinuierlichen G, der 
orthogonalen Substitutionen von £, 7, & Hierbei ist £°+ 7° + €? in- 
variant, die Gruppe der Sitterschen Welt ist also nicht mehr 
transitiv. Die ,Axe“ Ë — O0, m = 0, € — O0 und die ,Schneide“ 

— 0, © — 0 sind invariante Gebilde. 

Zum SchluB überzeugen wir uns noch, daf die Dichte o der 
ruhenden, inkohärenten Materie, welche die de Sittersche Welt 
gleichfôrmig erfüllen soll, in der Tat notwendigerweise — 6 gesetzt 
werden muf. Bleiben wir nämlich bei unseren ,statischen“ Koor- 
dinaten. Wir haben dann für alle anderen Indexkombinationen 
U, v ; 


3c° 
A9 = Re Ju 


und nur für uw = 4, » — 4: 


30° : 
19 DR Re Ju #0 @; 


woraus eindeutig 
3c° 
1Æ 


folgt, wie wir in Formel (49) bereits angenommen hatten. — 
Alle diese Resultate sind in voller Übereinstimmung mit de 
Sitters eigenen Angaben. Sie widersprechen aber dem Einwande, 
den Einstein in seiner Mitteilung vom März 1918 gegen de Sitter 
erhob und den dann Weyl in seinem Buche‘), sowie neuerdings 
in einem besonderen Aufsatz in der physikalischen Zeitschrift?) 


e —0 


1) Raum, Zeit, Materie (Berlin 1918), p. 225. 
2) 1919, Nr. IT (vom 15. Januar 1919). 
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durch ausführliche Rechnungen gestützt hat. Beide Autoren finden, 
daB entlang der Schneide des Doppelkeils (ich bleibe der Kürze 
halber bei meiner Ausdrucksweise) Materie vorhanden sein müsse. 
Ich habe die Richtigkeit der Weylschen Rechnungen nicht nach- 
geprüft, schliefe mich aber gern der Auffassung an, die mir Ein- 
stein brieflich aussprach, daB die Verschiedenheiït der beiderseitigen 
Resultate in der Verschiedenheït der benutzten Koordinaten be- 
gründet sein muf. Was ich, unter Verwendung der Ë, 7, 6, v, © 
als einzelnen Punkt der Schneide bezeichne, ist bei Benutzung der 
®, p, v, t (wegen des unbestimmt bleibenden Wertes von ft) ein ein- 
fach ausgedehntes Gebiet. Es sollte nicht schwierig sein, hierüber 
volle Aufklärung zu schaffen. 

Mein abschlieBendes Votum über die de Sitterschen Angaben aber 
ist, daB mathematisch — bis auf diesen einen noch nicht vüllig ge- 
. klärten Punkt — alles in Ordnung ist, man aber zu physikalischen 
Folgerungen geführt wird, welche unserer gewühnlichen Denkweise 
und jedenfalls den Absichten, welche Einstein bei Einführung der 
räumlich geschlossenen Welt verfolgte, widersprechen. 


Eine neue Methode zur Messung der Elastizitätskon- 
stanten von Kristallen und ihre Anwendung zur Ge- 
winnung der Elastizitätskonstanten von Zinkblende. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 24. Januar 1919. 


1) Die Aufklärung, welche die durch von Laue angeregten 
Beobachtungen über den Aufbau der Kristalle geliefert haben, und 
die daran geknüpften theoretischen Versuche einer rationellen 
Theorie der Elastizitätsverhältnisse dieser Kôrper geben den Mes- . 
sungen von Elastizitätskonstanten ein früher nicht geahntes In- 
teresse. Besondere theoretische Verwertbarkeit versprechen dabeï 
Zahlen für einfachst zusammengesetzte Substanzen, — in erster 
Linie natürlich für kristallisierte chemische Elemente, und nach 
diesen, die leider bisher kaum zugänglich sind, für binäre Verbin- 
dungen, die in einem hochsymmetrischen System kristallisieren. 

Die Schwierigkeiten, die derartigen Beobachtungen entgegen- 
stehen, beruhen bekanntlich auf der vielfach bestehenden Unmüg- 
lichkeit, von den interessierenden Substanzen homogenes Material 
in zur Herstellung der nôtigen Präparate ausreichenden Dimen- 
sionen zu beschaffen. Mit den Längen der den Beobachtungen zu 
unterwerfenden prismatischen Stäbe unter 1,5 cm herunterzugehen, 
war bei den bisher angewandten Methoden untunlich. Die Bie- 
gungsbeobachtungen erforderten, um die sehr unangenehme Feh- 
lerquelle der Eindrückung der Lagerschneiden einigermafien zu eli- 
minieren, die Verwendung jedes Stäbchens in zwei Längen, von 
denen die kleïinere 10 mm kaum unterschreiten konnte, die grüBere 
davon aber môglichst abweichen sollte. Für die Drillungsbeob- 
achtungen gingen an jedem Ende des Stäbchens mindestens 3 mm 


» 
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für Einkittung in die Fassungen und Befestigung der Ablesespiegel 
verloren, welche letztere in einem gegenseitigen Abstand der Be- 
festigungsstellen von 10 mm schon schwierig anzubringen sind. 

Diese Umstände haben mich neuerdings veranlaft, auf eine 
von den bisher benutzten abweichende Beobachtungsmethode zu 
sinnen, die sowohl die Fehlerquelle der Eindrückung der Lager- 
schneïden bei der Biesung, als die ,Unbequemlichkeit der Anbrin- 
gung von Ablesespiegeln auf dem Stäbchen bei der Drillung prin- 
zipiell vermeidet. Ich fand eine solche von grofer Einfachheit, 
welche die Anwendung auf sehr kurze Stäbchen gestattet und 
daher die Hoïffnung erôffnet, das Material, welches kleinere Kri- 
stalle bieten, und das bisher der Bearbeitung unzugänglich war, 
nunmehr in einigem Umfang zu verwerten. 

2) Jede mit prismatischen Stäben arbeitende Methode erhebt 
die Anforderung, da8 die singulären Verhältnisse an den befestigten 
Enden der Stäbe, die im Einzelnen nicht bekannt oder aber theo- 
retisch nicht faBbar sind, und die daher von der Theorie nur sum- 
marisch in Rechnung gezogen werden kônnen, auf die beobacht- 
baren Deformationen keinen merklichen Eïiufluf üben. Dieser An- 
forderung wird bei Beobachtungen, die an die gesamte Durch- 
biegung resp. die gesamte Drillung anknüpfen, der Regel nach 
dadurch genügt, daf man die Längen der Stäbe grof$ gegen ihre 
Querdimensionen wählt. Bei Herabdrückung der Längen muf man 
daher gleichzeitig die Querdimensionen verhältnismäfig verkleinern, 
und das führt, speziell bei den Drillungsbeobachtungen, durch die 
gesteigerte Bruchgefahr zu beträchtlichen Unbequemlichkeïten. Die 
neue Methode läft nur ein kleines Bereich nahe der Mitte des 
Stäbchens zur Greltung kommen und erlaubt daher, die Querdimen- 
sionen im Verhältnis zur Länge gr5ôBer zu belassen. Und wenn 
das Präparat durch einzelne dünne transversale Zwillingslamellen 
gestôrte Struktur besitzt, so kann man die Beobachtung an ein 
geringes ungestôrtes Stück anknüpfen und damit einen merklichen 
Eïnfluf der Stôrung ausschalten. 

Die neue Methode benutzt, wie die gleichfôrmige Dril- 
lung, so auch die gleichfôrmige, durch Drehungsmomente 
an den Stabenden bewirkte Biegung und unterzieht der Messung 
speziell die Veränderungen, welche Newtonsche Ringe zwischen 
der (horizontalen) oberen Fläche des Stabes und einer darauf ge- 
legten Linse bei der Deformation des Stabes erleiden. Vorbedin- 
gung für die Anwendung dieses Verfahrens ist natürlich eine Härte 
der Kristallsubstanz, welche die Herstellung leidlich ebener und 
. hochpolierter Begrenzungsflächen gestattet. Im Übrigen kann man 
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durch Wahl einer geeigneten Kriümmung der Linse und einer ent- 
sprechenden VergrôBerungszahl des Mefimikroskopes das der Beob- 
achtung zu unterziehende Bereich des Stäbchens in weiten Grenzen 
verändern. 

Es mag daran erinnert werden, daB Newtonsche Interferenzen 
schon früher bei Elastizitätsantersuchungen zur Anwendung 
gebracht worden sind. Insbesondere hat Cornu!) die hyperboli- 
schen Interferenzstreifen zwischen der einen Breitseite eines gleich- 
fôrmig gebogenen Glasstabes und einer ihr nahe parallelen Glas- 
platte benutzt, um den Poissonschen Quotienten aus Längs- und 
Querdilatation direkt zu bestimmen. Ferner hat Koch?) die Durch- 
biegung eines in der Mitte belasteten kurzen Stäbchens durch die 
Bewegung der Interferenzstreifen gemessen, die zwischen dessen 
unterer Fläche und einem darunter befestigten Glasprisma ent- 
stehen. Indessen ist diese Methode von der von mir benutzten 
prinzipiell verschieden. Sie mit nicht die Gestaltänderung des 
Stäbchens direkt, sondern die Bewegung eines seiner Punkte gesen 
eine mit dem tragenden System fest verbundene Ebene und be- 
freit demnach nicht radikal von der Eindrückung der Lager- 
schneiden, die bei kurzen Stäbchen aus hochgradig starrer Substanz 
durchaus von der Grôfenordnung der gemessenen Durchbiegang 
sein kann und demgemäf, wie schon oben bemerkt, u. U. eine 
ganz wesentliche Fehlerquelle darstellt. 

Im Nachstehenden ist zunächst die Theorie der neuen Methode 
entwickelt und dieselbe darnach auf die Bestimmung der Elasti- 
zitätskonstanten von Zinkblende angewendet. Für diesen Teil 
der Arbeit gewährte eine Bewilligung der Kgl. Gesellschaft der 
Wissenschaften die Hilfsmittel. Da das bez. Kristallmaterial ziem- 
lich reichlich war, so konnte damit eine Prüfung der Brauch- 
barkeit der Methode unter relativ günstigen Umständen ausgeführt, 
werden. Immerhin brachten einerseits vorhandene Zwillingslamellen, 
andererseits die infolge der Zeitverhältnisse nicht gerade muster- 
giltig hergestellten Flächen der Präparate manche Schwierigkeïiten. 

8. Wir benutzen ein für alle Male neben dem Hauptachsen- 
system X Y Z des (beliebig symmetrischen) Kristalles ein Hilfs - 
system X' Y’ 7, dessen Achsen resp. mit der Breite B, Dicke D, 
Länge L des prismatischen Stabes parallel sind, und dessen An- 
fangspunkt in der Mitte der einen Endfläche des Stabes liegt. Die 
auf das System X Y Z bezogenen Elastizitätsmoduln (die Haupt- 


1) A. Cornu, CR. 69, 333, 1869. 
2) K. R. Koch, Wied. Ann. 5, 521, 1878; 18, 325, 1885. 
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moduln) werden mit 5, die auf X' Y'7 bezogenen mit s/, be- 
zeichnet. Die gegenseitige Orientierung der beiden Achsenkreuze 
wird durch das nachstehende Schema von Richtungskosinus be- 
stimmt gedacht: 


| CARE PEU 

(1) x œ CA ÿ1 
y Œ B; Vo 
ñ CA B; Vs 


Die Ausdrücke für die Moduln s;, in s,, und umgekehrt sind ho- 
mogen vom vierten Grade in diesen Kosinus. 

Für das uns zunächst interessierende reguläre Kristallsystem 
sind die Hauptmoduln definiert durch die auf die Würfelachsen 
bezogenen Relationen zwischen Deformationsgrôfien x,...x, und 
Druckkomponenten X,...X,: 


Va Sir Lo Sy y FS38 Ze Ya 


I 
hd 


44 29 
(2) JS X, +5 FissZ;, es vs 2, 
= XF rs Z. 4, = six 


Von den auf ein beliebiges Achsensystem X’ Y’ 7! bezogenen Mo- 
duln kommen für uns nur s!,, s!,, s!,, s!,, s, in Betracht. Die 
allgemeinen Ausdrücke für sie lauten bei Benutzung der in (1) de- 
finierten Richtungskosinus 


Sas tien 2 (Su : 839) trust E) S,4) (y3 A EE Ya ni “a vi 73) 

Sos = Sant (Si Sd 484) (ay + airs + cs Ye) 
(8) Sa = Sp +. (Gus) EJB A+ N + Bs 73) 

Su RTE 4 (CS ce 833) Ne à Su) (Bi ni a p; pe a% Be vs) 

Sés = Su + Æ (Su — 83) — #54) (y: + aps + ps). 
DaB hiernach 45, —s,, 4s! —s!. vom Koordinatensystem unab- 
hängig sind, ist eine Folge des allgemeinen Satzes'), daf für sämt- 
liche Kristallgruppen die sechs Kombinationen 45,,—5,, = #,,,. 
S58 — 2814 = 3... die Komponenten eines Tensortripels sind, das 
für das reguläre System nach Symmetrie Kugelcharakter annimmt. 

4 Wirkt auf das Ende z — ! eines Stabes von beliebigem 

Querschnitt und beliebiger Orientierung gegen den Kristall ein 
Drehungsmoment (Koppelkraft) M um die Parallele zur X-Achse, 
auf das Ende z — 0 demgemäf ebenso — M, dann ist die parallel 
Y' eintretende Verschiebung v gegeben durch?) 


1) W. Voigt, Kristallphysik, Leipzig und Berlin 1910, p. 580. 
2) W. Voiïgt, Kristallphysik, p. 634. (Dort steht L statt M). 
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(4) Tv — Sog LS ee [a'se, — (121 OAIE 


(pi74 
BD 
Denkt man die Formel auf die obere Begrenzungsfläche y — 1D 
des prismatischen Stäbchens angewendet, so stellt das erste Glied 
des Ausdruckes rechts eine konstante Hebung dieser Fläche dar, 
das zweite eine Krümmung jeder ursprünglich zur X-Achse par- 
allelen Linie zu einem Kreisbogen von dem Krümmungsradius o, 
(£: transversal), in Annäherung gegeben durch 


L'on vo d2de 
6) PE POS 


Das dritte Glied stellt eine gleichf‘rmige Drillung des Stäbchens 
um die Z-Achse dar, die als Nebenänderung infolge des biegenden 
Momentes M eintritt'). Man wird bei jeder Art von Biegungs- 
beobachtungen die Orientierung des Stäbchens so wählen, daf der 
Modul s!, verschwindet; denn die Drillung würde dem Auflegen 
des Stäbchens auf die Lagerschneiden widerstreben und u. U. auch 
andere Unbequemlichkeiten bieten. 

Eine wichtige Orientierung, die zu verschwindendem s/, führt, 
ist die, bei welcher die Z’-Achse einer zweizähligen kristallo- 
graphischen Symmetrieachse parallel liegt. 

Das letzte Glied des Ausdrucks (4) entspricht der Krümmung 
aller zur Z-Achse parallelen Fasern nach Kreisbôgen; für den 
Krümmungsradius @ gilt in genügender Annäherung 
d'éneNaottse la MS 


(6) PONT er 


Eïne Messung von e@ liefert hiernach die Bestimmung des Moduls s!,. 

Zu ïhrer Ausführung wurde das zu untersuchende Kristall- 
Stäbchen, mit beiden Enden in leichte zylindrische Ansatzstücke 
_ eingekittet, auf die Unterlage-Schneiden gelegt. An den Enden 
dieser Ansätze hing mittelst zweiïer vertikalen Fäden ein leichter 
Querstab, an dessen Mitte die zur Hervorrufung der zu messenden 
Biegung dienende Belastung P angebracht wurde. Bezeichnet H 
den Hebel, mittelst dessen auf die unterstützten (End-)Querschnitte 
des Stäbchens gewirkt wird, so erzeugt P das Moment M = 1 PH. 

Um nun 9 zu messen wird bei dem neuen Verfahren etwa auf 
die Mitte des Stäbchens eine Glaslinse von geeigneter Krümmung 


1) Experimentell nachgewiesen durch Th. Reimers, Phys. Zeitschr. XIV, 
p. 276, 1913; Diss. Güttingen 1914. 
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gelegt und das zwischen ihr und der Oberfläche des Stäbchens bei 

angenähert normaler Beleuchtung mit Na-Licht entstehende System 
von Newtonschen Ringen beobachtet. Ist der Krümmungsradius 
der Linse gleich À, und ist vor Anbringung der Belastung P in- 
folge der Wirkung der dauernd mit dem Stäbchen verbundenen 
Teile eine Krümmung desselben vom Betrage o, vorbanden, 50 
gilt für die längs +’ geordneten Interferenz-Minima die Beziehung 
@ pu = +8 (+), 

wobei k — 1,2... ist, 4 die Wellenlänge, d, den Abstand zwischen 
Linse sa Stäbchen in der Mitte des Ringsystemes und r? den 
parallel :’ gemessenen Radius des Ringes hter Ordnung bezeichnet, 
Für den A+n,ten Ring gilt analog 


Le 
1 ERr 
® A+ mn = dia + 
woraus die von d, freie Beziehung folgt 
2 2 1 1 
(9) n À Se (rentes ri ( h 0, } 


Dabeïi bestimmt sich 9, gemäB (6) durch das Moment M, der dauernd 
mit dem Stäbchen verbundenen Teiïle, gilt aber bei der Beobach- 
tung als eine zu eliminierende Unbekannte. 

Die Anbringung der Belastung P verwandele den Krümmungs- 
radius @, in @,; dann gilt für zwei Halbachsen r,,, und ”, von 
Ringen, deren Ordnungen um #, abweichen, analog zu (9) 


(10) na = Gin (gr + À) 


Dabei sind, der Einfachheït halber, die # in den Indizes von r?.,, 
und ”,,, ohne die Unterscheidung (»,, 2.) gelassen. 

Bezeichnet man mit # eine ganze Zahl, auf die man (der An- 
schaulichkeït halber) die Beobachtungen reduziert, so wird 


(11) AE i < na] in nl 


@: @o Vin — ri ri ri rF 
oder kurz 
b 1 1 
5 = Me) = nAF. 
Zugleich git nach (6) 
1 6PHs, 
(12) e 2e 7 BD” 
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Damit ist die Theorie der Bestimmung des Dehnungsmoduls s!, 
durch die Beobachtung geliefert. 

Diese Bestimmung erfordert also die Ausführung der Messung 
von zwei Ringdurchmessern im belasteten und zwei im ursprüng- 
lichen Zustand, was gegenüber den früheren Methoden eher eine 
Vereinfachung, als eine Komplikation bedeutet. Es ist klar, daf 
die neue Methode von der wichtigen Fehlerquelle der Eindrückung 
der Lagerschneiden ganz anders befreit, als die ältere, die mit 
der nicht kontrolierbaren Annahme operieren mufte, daB jene Ein- 
drückung bei Benutzung von verschiedenen Auflagestellen des 
Stäbchens die gleiche wäre. 

. Natürlich liegt in dem Umstand, daB 1/9 sich durch die Dif- 
ferenz von zwei, im allgemeinen wenig verschiedenen Zahlen be- 
rechnet, ein Element der Ungenauigkeit; indessen liegt dieser 
Übelstand auch bei der früheren Methode vor, die die Kombination 
der Gesamtbiegungen eines und desselben Stäbchens in zwei nur 
mäfig verschiedenen Längen benutzt, — Zahlwerte, die, besonders 
wenn die Eindrückung der Lagerschneiden neben den Durchbie- 
gungen eine merkliche Grôüfe besitzt, einander gleichfalls sehr nahe 
liegen. 

5. Für einen elliptischen Zylinder von beliebiger Orien- 
tierung gegen den Kristall, mit den Querschnittshalbachsen a und 
b parallel X’ und Y’, stellt sich bei Einwirkung eines drillenden 
Mormientes N um die Z'-Achse eine Verschiebung v nach Y” ein, 
gegeben!) durch 


N (2x'y' y" ce S 
ie | a "trs b? 4,+ 24 (%e+ 8) 


(13) 


Die ersten drei Glieder des Ausdruckes stellen eine Verzerrung 
des Querschnittes in seiner Ebene dar, das vierte eine gleichfôr- 
mige Biegung in der Y’/7/-Ebene, die im allgemeinen als sekun- 
däre Folge des drillenden Momentes N um die Z’-Achse eintritt. 
Beide Nebenänderungen fallen fort, wenn die Moduln s!,, 54, Sk 
s', ss verschwinden, — was z.B. stets dann stattfindet, wenn 
die Achse Z’ des Zylinders in eine zweizählige kristallographische 
Symmetrieachse fällt. In diesem Falle bleibt also die reine Dril- 
lung, die durch das letzte Glied gegeben wird, allein übrig. Ihr 
auf die Längeneinheit bezogener Betrag hat den Wert 


1) S. W. Voigt, Kristallphysik, p. 638. 
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AN Er 
(14) v= (+) 
Das Problem der Drillung für einen Stab von rechteckigem 
Querschnitt ist bekanntlich selbst bei isotroper Substanz nicht in 
geschlossener Form lôsbar. Bei der mit elliptischer übereinstim- 
menden Symmetrie des rechteckigen Querschnittes darf man aber 
jedenfalls schlieBen, da$ auch bei letzterem Querschnitt die Neben- 
änderungen' — Verzerrung der Querschnitte in ihrer Ebene 
und Biegung der Stabachse — in Wegfall kommen, wenn die Stab- 
achse in eine zweizählige Symmetrieachse des Kristalles fällt, — 
— ein SchluB, der sich übrigens leicht direkt stützen läft. 
Bei dieser Lage der Zylinderachse wird also auch für einen 
rechteckigen Querschnitt gelten 


(15) v = vx'#, 


! 
Sés 
b° 


wobei wieder » die spezifische Drillung bezeichnet. Der Wert von 
y ist leicht für den Fall zu berechnen, daB-alle drei Achsenrich- 
tungen X', Y’, Z’ in zweizählige Symmetrieachsen fallen; hier gilt 
nämlich ?) für einigermaBen gestreckte Querschnittsformen (B/D = 3) 


8Ns, 
: D 4/54 
D B(1-0630.7 V%x). 


(16) » — 


Im Falle die Stabachse vier- oder sechszählige Symmetrieachse 
ist, wird s!, = 5/,, und die Formel darf mit dieser Relation gemäf 
den Symmetrieverhältnissen und nach der Erfahrung?) auch auf 
den Fall einer dreizähligen Z'-Achse angewendet werden. Hier 
bestimmt also die Messung von v unmittelbar den Drillungs-Modul 
Sa = S% Ist s,, von s!, verschieden, so kann man beide Zahl- 
werte durch Kombination von Messungen an zwei um die Z’-Achse 
gekreuzt orientierten prismatischen Stäben gewinnen. 

Um die spezifische Drillang » zu messen, wird bei der neuen 
Methode gleichfalls die Erzeugung eines Systemes Newtonscher 
Ringe zwischen der horizontalen oberen Fläche des Stäbchens und 
einer darauf gelegten Linse benutzt. Diese Ringe müften sich, 
wenn die Stabfläche vor der Drillung absolut plan war, aus der 
ursprünglichen Kreisform in Ellipsen verwandeln, deren Achsen 
die Winkel zwischen der X'’- und der Z’-Achse halbieren. 


1) De Saint Venant, Mém. des Sav. etr. 14, 360 u. f., 1853. 
2) W. Voigt, Kristallphysik, p. 647. 
Kgl. Ges. d. Wiss, Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1918. Heft 8. 30 


432 QE W. Voigt, 


Nun sind, wie schon oben bemerkt, die Flächen der kleinen 
Präparate niemals vollkommen plan, sondern unregelmäfig schwach 
gekrümmt; man kann jedoch zum Zweck der Ableitung der darauf 
beruhenden Korrektion der Theorie, jedenfalls für den mittleren 
Teil, die wirkliche Form durch einen Kreiszylinder hinreichend 
approximieren. Sein Krümmungsradius sei mit @, ({: transversal) 
bezeichnet. Ferner werden die Stabachsen durch die Einspannung 
in den Drillungsapparat der Regel nach eine schwache Biegung 
erfahren, die nach dem Krümmungsradius @, ({: longitudinal) statt- 
finden mag. In der Tat zeigten die Interferenzringe vor Ausübung 
der Drillung der Regel nach schwache elliptische Ausartung nach 
den Achsen X' und Z'. 

Messungen von zwei Paar Halbachsen 7, und », parallel zu 
Z!' und X’ liefern dann analog zu (9) und (10) 

M = (io — 7) ( +2) 

@ 

(17) ART 
V4 À (réan a) + = 


Die Ordnungszahlen # sind dabei als für die beiden Achsenpaare 
verschieden zugelassen (resp. gleich », und ,), was aber der Ein- 
fachheit halber in den Indizes {(h+n), t(h+n) nicht ausgedrückt 
ist. 

Wird nun die Drillung des Stabes bewirkt, so entsteht da- 
durch ein Gesetz für den Abstand zwischen Linse und oberer 
Stabfläche x 


RON PR D ANR ot A 

(18) = dtura+ (+ (+) 
oder kurz 
(19) d = d,+vx'z'+ax"+by", 
wobei d, wieder den Abstand an der ,Auflagestelle“ der Linse 
bezeichnet, in die jetzt der Nullpunkt für +' und # gelegt ist. 
Setzt man 

a! — Ecosp—£siny — Ec—Es, 

2! — Ésiny+écosy — Es+é6e, 
so sind die Richtungen £ und £ diejenigen der Hauptachsen der 
Interferenzellipsen, falls gilt 


(21) v(o—s") — 2(a—b)cs, 


(20) 


und es wird zugleich 


pre 
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(22) d = d+AË+BE, 

bei À — a +bs+vcs, B = as +b@=ves. 
Durch Elimination von € und s folgt dann 

1l@+0)+Va +), 

4{(a+5)- Va) +], 


wobei 4 = (+) b— (F+ 


(23) 


(os) 
| 


: BE 0 R «@ 
Formel (21), in der Grestalt 
2v 
21/ PR RES. ne MR 
Ge Éteraen Tre 


geschrieben, zeigt, daf die Hauptachsen der Interferenzellipsen 
_um + 450 gegen die Längsachse z’ des Kristallstabes geneigt sind, 
falls o, — or, d. h. der transversale und der longitudinale Krüm- 
mungsradius der Auflagefläche für die Linse, einander gleich sind. 
Das findet u. a. bei vollständiger Planheit der Fläche statt. 


Da (bei positiv genommener WurzelgrôBe) nach (23) B < À 
ist, so fällt die £-Achse in die grôfere Ellipsenachse, und da 
+ deren Winkel mit der Stabachse bezeichnet, so ist dieser Winkel 
< 45°, wenn 0, > p, 45°, wenn 9, > op. Der erste Fall ist nach 
der Technik des Schleifens der häufigere; der zweite tritt meist 
nur ein, wenn der Kristallstab beim Einspannen für die Drillang 
eine nach oben konvexe Biegung erfahren hat. 

Die Messung der Durchmesser zweier um die Ordnung ng Feb 
n£ verschiedenen Ringe parallel £ resp. £ gibt dann 


(24) in = A (r, Eh +-n) en)? nl — BG m en)? 
und damit 
nn n.ln 
(25) AB = 4m Fes remerall 
E(h+n) £Eh £(h+n) 6h 


wobei x wieder eine beliebige ganze Zahl ist, auf die alle Mes- 
sungen reduziert werden sollen. 


Nan ist nach (23) 
(26) A—B = V(a—t}ÿ+v, 
also 2° = (4A— B) —(a—b). 

Setzt man nun 


(7) AB = jniQ, ab = }naq, 
80 * 
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wobei 
n.in nn 
PR 
ÉGh+n)  £h ER+n) Eh 
(28) 
n,/n n/n 
PP EE | RTE 
FE) SR CR LAURE 


dann wird schlieflich 


(29) = (nd) (@— 9) 
oder bei gegen Q kleinem g auch 
(80) v = qna(o— 5) 


Die Kombination der Formeln (16) und (28) bis (30) enthält die 
Theorie der Gewinnung der Drillungsmoduln s;, und s', nach der 
neuen Methode. Diese Methode erfordert also die Ausmessung 
von zwei Paar Ringdurchmessern im gedrillten und zwei Paar im 
ungedrillten Zustande, — somit das Doppelte der für die Bestim- 
mung von s/!, nôtigen Messungen. Dabei ist indessen die Beobach- 
tang im ungedrillten Zustand nur zur Ableitung der kleïinen durch 
die Unregelmäfigkeiten der Flächen des Kristallpräparates be- 
dingten Korrektion q erforderlich und wirkt nicht zur Steigerung 
der Ungenauigkeit des Resultates mit. Diese letztere ist übrigens 
hier im allgemeinen kleiner, als bei den Biegungsbeobachtungen, 
weil die ursprünglich nahe kreisfrmigen Ringe sich bei der Dril- 
lung parallel £ und £ in entgegengesetztem Sinne deformieren 
und zu Ellipsen mit sehr stark verschiedenen Halbachsen werden. 


6. Bezüglich der Anwendung der gewonnenen Formeln auf 
die Beobachtung und die Darstellung der Messungsresultate mag 
noch einiges Allgemeine beigebracht werden. 

Die SchluBformel für den Biegungsmodul kann nach (11) und 
(12) geschrieben werden 

L 1 


(D) = ER 
bei j 
pt 
(32) HN 
K,= (mon Le = Fe Ba ri) 


Für den Drillungsmodul gilt in dem für uns zunächst allein wich- 
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tigen Fall, da s,, — s!, ist, falls man das Moment N als Produkt 
aus Gewicht P und Hebelarm 7 schreibt, nach (16) und (28) bis (30) 


EE nAG D D! 


D 
(33) Sa —= Cr —= Spa (1-0630 7) 
bei 
AE 
so 
0 i° 1 — 17 fe 
HR pie PE 
(34) : | : 
K, = DATE Æ, = me VEQ + En) 
L 2 
ñn 2 2 Er n i À 
en imim np = mia + in) 


Die Dimensionen B und D der Präparate wurden bei den 
Beobachtungen an Zinkblende mit einem Dickenmesser bestimmt, 
dessen Trommelteile (1/9926) cm entsprachen. Die Ringdurchmesser 
wurden mit einem Mikrometer-Mikroskop gemessen, bei dem ein 
Schraubenumgang 0,02044 cm betrug. Zur Erzeugung der Newton- 
Ringe diente Na-Licht, für dessen Wellenlänge, um die nicht streng 
senkrechte Inzidenz zu berücksichtigen, die korrigierte Zahl 592.107" 
einzusetzen ist. Die Gewichte P sind in Grammen, die Hebel H 
in cm ausgedrückt. 


Bei Benutzung dieser Einheiten kann man die Formeln (31) 
und (33) schreiben 


n FD D° 


Ve res 
de PH 
8) A ONE SG RD D 
Sa = Sy —= À — 0,630 7), 


wobei S den Reduktionsfaktor auf Zentimeter enthält und gegeben 
ist durch 
(86) Si 592.107 


6(0,02044). (9926) ? 
lg S ist hiernach — 0,3961 — 18. 

Die in Rechnung zu setzenden Dicken D der Stäbchen, die, 
als in dritter Potenz in die Formeln (35) eingehend, sehr groBen 
Einflu auf die Resultate üben, wurden im Bereich der beobach- 
teten Newton-Ringe in neun, beiläufig in ein Quadrat geordneten 
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a bc 

Punkten gemessen. Werden diese Punkte durch das Schema d e f 

4 g hi 

dargestellt, dann sind die in Rechnung zu setzende Dicken nach 
der Formel 


D = ${[D,+D,+D,+D,+2(D,+D,+D,+D,)+4D] 
berechnet. 


Über die Ausmessung der Interferenzringe mag folgendes 
bemerkt werden. 

Bei den Biegungs-Beobachtungen (wo nur die Ringdurch- 
messer parallel der Stabachse in Frage kommen), wurde — nach 
Prüfung der ausreichenden Planheit in einzelnen Fälleg durch 
Ausmessung einer grôBeren Anzahl von Ringen — anfangs (1. Reïhe) 
sowohl im unbelasteten wie im belasteten Zustand nur der zweite 
und der zwülfte Ring gemessen!) (k — 2, n — 10). Da aber die 
so gewonnenen Resultate zum Teil auf Fehler im Schliff deuteten, 
wurden weiterhin (2. Reïhe) zur Kontrole je drei Ringe, À — 2 
und #, — 5, n — 10, gemessen. Dies gab die Sicherheit, Fehler 
der Flächen nicht zu übersehen. Schlieflich wurde noch eine kleine 
vorteïlbafte Modifikation an diesem Verfahren angebracht, indem 
im belasteten und im unbelasteten Zustand Ringe verschiedener 
Ordnung ausgemessen wurden, deren Radien angenäbert über- 
einstimmten, z. B. im unbelasteten Zustand der 2., 7., 12., im 
belasteten der 2., 9., 16. Offenbar macht ein solches Verfahren 
von einer Unregelmäfigkeit der Flächen der Präparate ziemlich 
weitgehend frei. 


Bei den Drillungsbeobachtungen waren im undeformierten 
Zustand die Ringdurchmesser parallel und normal zur Stabachse 
zu messen, im deformierten die dagegen um beiläufg 45° geneigten 
Hauptachsen der entstehenden Ellipsen. Um alle Messungen in 
demselben angenähert quadratischen Bereich auszuführen, war hier 
Beschränkung auf eine kleinere Zahl von Ringen geboten, was an 
sich natürlich der Genauigkeit Eintrag tut. Im undeformierten 
Zustande sind, je nachdem die Randpartien der Fläche mehr oder 
weniger unregelmäBig gestaltet erschienen, der 2., 4, 6. oder der 
2., 5., 8. Ring, im deformierten Zustande längs der grofien Ellipsen- 
achse der 2., 4., 6., längs der kleinen der 2. 6, 8, oder der 2, 
7., 12. Ring gemessen worden. 


1) Zu grôBeren Zahlen zu gehen verbot die Kürze der Mikrometerschraube, 


Pb 
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Obgleich die Interferenzringe, zumal in niedriger Ordnung, 
ein diffuses Objekt darstellen, erwies sich nach einiger Übung die 
Einstellung auf dieselben überraschend genau. Die Ringradien 
folgten im allgemeinen so vollkommen dem theoretischen Gesetz, 
daB Abweichungen mit Sicherheit auf Fehler in den Flächen des 
Präparates gedeutet werden durften. 

Als Beispiel mag eine Messungsreihe für die Drillung des unten 
mit No. 4 bezeichneten Stäbchens vollständig aufgeführt werden. 
Die Zahlen beziehen sich auf die Quadrate der Ringradien oder 
Halbachsen. Die Grôüfen Æ sind sämtlich auf n — 4 reduziert. 


Unbelastet. n — 2. 


Longitudinal : 

beob. 17,60 34,28 50,98 

ber. 17,60 34929 5098  .K, — 33,38. 
Transversal : 

beob. 16,85 32,83 48,68 

ber. 16,88 3278 4868 ZX, — 351,50. 


Die transversale Messung ist gemäB der Einwirkung der Quer- 
schnittskurve des Stäbchens die minder genane. 


Belastet,. 
Kleine Halbachse, n — 4: 
beob. 1194 3498. 56,63 
ber. 11,94 3428 56,63 AK, — 22,35. 
GroBe Halbachse, » — 2: 
beob. 31,64 62,49 92,93 s 
ber. 3168 6236 93,05 AK, — 61,36. 


Andere Drillungsrichtung. 
Kleine Halbachse : 


beob. 9,52 31,98 54,38 

ber. 958 31,96 54,39 K, — 22,43. 
Grofe Halbachse: 

beob. 26,11 * 56,93 87,70 

ber. 26,12 5692 8771 K, — 61,50. 


7. Die Drillungsbeobachtungen wurden zuerst (1. Reiïhe) mit 
den längsten (ca. 8 cm) Stäbchen ausgefüihrt, während die Enden, 
nach Bekleben mit dünnem Karton, in die Fassungen des früher 
benutzten Torsionsapparates zentrisch eingeklemmt waren. 
Hierbei sind schwache Biegungen nicht zu vermeiden, die zwar 
auf die Drillung keïnen Einfluf haben, aber schon im undefor- 
mierten Zustande des Stabes die Ringsysteme beträchtlich defor- 
mieren, was nach der Theorie unbequem ist. Da überdies das Ein- 
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klemmen sich bei den kürzeren Stäbchen (bis auf 1 em Länge hinab) 
nach der Gestaltung der bez. Einrichtung von selbst verbot, so 
wurde (für eine 2. Reïhe) eine neue Einrichtung hergestellt, bei 
der die Stäbchen mit ihren Enden spannungsfrei und zentrisch 
eingekittet werden konnten. Über diese Einrichtung mag das 
Folgende mitgeteilt werden. 

Auf einer geradlinigen Führung lassen sich zwei kleine Bôcke 
aus Messing verschieben, die je eine leichte zwischen feinen Spitzen 
mit sehr geringer Reiïibung bewegliche Rolle tragen, an denen die 
Belastung P angreift. Die Figur stellt die eine Rolle RX 
von oben gesehen dar; 7, 7, sind die obern Enden des Tragbockes 
mit den Achsenschrauben s,,s,. Mit der Rolle fest verbunden ist 
ein leichter Rahmen SS, der um den einen 
Träger 7, herumgreïift und bei V eine Ver- 
dickung besitzt, in die genau laufend zur 


Achse s,s, ein kreisrundes Loch eingedreht 
ist. In diese Bohrung wird ein zylindrisches 
Messingstück U eingesetzt, das vorn einen 


Nr 
FF 


gleichfalls auf die Achse 5,5, justierten 
kurzen Spalt von der Weite — der Dicke 
des zu beobachtenden Stäbchens trägt. Die 
zwei Rollen mit den gleichen Einrichtungen 
werden dann auf angemessene Entfernung 
einander genähert, das Stäbchen mit seinen 
Enden in die Spalten eingeschoben und mit einer Spur Wachs- 
Kolophoniumkitt darin befestigt. Um die Wärmeableïtung nach 
dem Rahmen SS zu mindern, ist das Stück U in seinem mittleren 
Teil dünn gedacht. 
* Für sehr kurze und zerbrechliche Stäbchen ist es vorteilhaft, 
die obere Partie des Spaltes in U zu beseitigen; das Stäbchen wird 
auf die andere frei aufgelegt und angekittet. 

Diese Eïinrichtungen haben sich sehr gut bewährt; sie ge- 
statten, Stäbchen von 8-—10 mm Länge und sehr geringer Dicke 
ungefährdet der Beobachtung zu unterwerfen. | 


8 Im Vorstehenden ist eine Fehlerquelle unberücksichtigt 
gelassen, die (im Gegensatz zu den Biegungsbeobachtungen) bei 
den Messungen von Drillungen eine Rolle spielt: die Reibung 
der Drehachse des Apparates, die sowohl die Eïinstellung im be- 
lasteten, wie im unbelasteten Zustange beeinflufit. Dieselbe ist 
zwar bei der benutzten Anordnung (Drehung der beweglichen Teile 
zwischen feinen Spitzen) sehr klein, darf aber doch nicht von vorn- 
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herein ignoriert werden. Das rationelle Verfahren, das ich bei 
früheren Messungen angewendet habe, ging dahin, mit mehreren 
verschiedenen Belastungen zu operieren und für jede die Gleich- 
gewichtslage einmal von grüBeren, einmal von kleineren Belastungen 
her zu erreichen. Die reibungsfreie Einstellung kann dann je in 
der Mitte der bez. beiden Ablesungen liegend angenommen werden, 
und bei Kombination von mehreren Messungen mit verschiedenen 
Belastungen läft sich die (bei meiner Einrichtung nicht direkt zu- 
gängliche) Reibung im unbelasteten Zustande eliminieren. 

Bei den nachstehend beschriebenen Drillungsmessungen wurde 
nur je eine Belastung angewandt und bei ihr die oben beschrie- 
bene Methode der Einschliefung angewendet. Die Reïibung im un- 
belasteten Zustande (die übrigens wegen des geringeren Druckes 
auf die Achse auch relativ klein ist) kommt nämlich bei dem neuen 
- Beobachtungsverfahren eigentümlicher Weise nicht zur Geltung. 
In der Tat bewirkt diese Reibung eine Nachwirkung der zuvor 
ausgeübten Belastung und somit eine schwache Elliptizität der 
Newtonschen Ringe in +45° Azimut gegen die Drillungsachse. 
Nun wurden, wie oben beschrieben, zur Feststellung der natür- 
lichen Krümmung der Stäbchenoberfläche die Achsen der Ringe 
parallel und normal zur Drillungsachse gemessen, und diese Achsen 
sind, wie man leicht erkennt, von jener Wirkung der Reiïbung 
merklich unabhängis. Demgemäf genügt das EinschlieBungsver- 
fahren im belasteten Zustande zu vollständiger Elimination der 
Reïbung, 

War, wie bei den vorliegenden Messungen, die Reibung über- 
haupt sehr gering, so konnte die Anzahl der Messungen dadurch 
reduziert werden, daB man etwa bei Drillung im positiven Sinne 
die Gleichgewichtslage von kleineren, bei der im negativen 
Sinne von grôüfBeren Belastungen her erreichte und von den Re- 
sultaten das Mittel nahm. So ist in der Tat, nachdem die Berech- 
tigung zu diesem Verfahren erwiesen war, der Regel nach operiert 
worden. 

9. Das Material zu den Beobachtungen an Zinkblende boten 
mehrere Fragmente des schônen Vorkommens aus Santander in 
Spanien. Es ist bekannt, daf in demselben Zwillingslamellen sehr 
häufig sind, und zwar von einer Orientierung, die auf die elasti- 
schen Eigenschaften der Präparate im Allgemeinen einwirkt, 
Hierin liegt eine lästige Schwierigkeit für die Untersuchung. 

Von den zur Verfügung stehenden drei Fragmenten übertraf 
das eine (I) nach Sprungfreiheit beträchtlich die beiden anderen 
(II) und (IT), und lieferte demgemäf auch die weit überwiegende 
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Zahl von brauchbaren Präparaten. Die Firma Dr. Steeg u. Reuter 
in Bad Homburg stellte zunächst aus jedem der Fragmente eine 
Anzahl von zu einer Spaltebene (Granatoederfläche) parallelen 
Platten von ca. 4 mm Dicke her, die, leicht anpoliert, zu beurteilen 
gestatteten, in welcher Orientierung brauchbare Stäbchen (Dicke 
D ca. 0,7 mm) daraus hergestellt werden kônnten. Für alle Arten 
Stäbchen gebot sich die Lage der Breitedimension B normal zur 
Platten- resp. also Spaltungsebene; für die Längsrichtung L kamen 
die Richtungen parallel den beiden Diagonalen und den Seiten des 
durch die anderen Spaltungsebenen in der Platte bestimmten 
Rhombus, also die Normalen zu einer Granatoeder-, einer Würfel- 
und einer Oktaederfläche in Betracht. Von den Stäbchen der 
ersten Art, die durch eine Spaltebene normal durchsetzt werden, 
gelang aber bei der grofien Zerbrechlichkeit die Herstellung nicht. 
Von den beiden andern Gattungen, die mit W und © bezeichnet 
werden mügen, lieferte das Fragment (I) eine grôBere Anzah], 
darunter einzelne von nahezu 3 cm Länge; (II) und (III) ergaben 
wenige und nur kurze Stäbchen. Die Orientierungen dieser Prä- 
parate sind, wenn wieder B || x’, D || y’, L || 2 liegend angenommen, 
wird, nach Schema (1) gegeben durch die Werte: 


W: CRE 1/V2, B, D 1/V2, HR 0, 


(87) Gi —1/V2, B, = 1/V2, Y: = 0, 
a, = 0, B, = 0, Vs = L 
O: a, — —1/V2, B, = — 1/V6, HA ES 1/3, 
(88) Us — 1/2, B, Re 1/V6, Fa 1/V3, 
a; = 0, B, = V2/3 TEE 1/13. 


Mit diesen Werten berechnen sich nach den allgemeinen Formeln 
(3) die Moduln 54,, Sh,, Shs Su Sn für die Gattungen W und © 
folgendermafen : 


(39) W: Sa ee “ RSS — MER NET 
Bat LS ge ue ENS | 
0: Ses SCT CA É (Su en) E Su) FT CHE 
(40) Sn —= Sy — 535 + & (Eu — S23) — Su) = $4, 
= S!, = Su +4((s,, — 53) —#s4) = Se 


Hierin sind s! bis s, neue kurze Bezeichnungen. 


Die Stäbchen aus dem besten Kristallfragment I enthielten 
grofe Partien, die bei der geringen Dicke kaum mehr merklich 
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gelblich gefärbt erschienen. Gregen sie hoben sich einzelne rôtlich 
gefärbte Banden ab, dié durch eine geringe Beimengung von Eisen- 
oxyd verunreinigte Schichten andeuteten. Etwaige auf Zwillings- 
lamellen beruhende Spannungen waren durch Beobachtung im po- 
larisierten Licht nicht nachweiïsbar. Âtzung mit geschmolzenem 
KHSO: deckte solche Lamellen von grofer Feinheit an dem einen 
Ende eines der längsten Stäbchen auf, die sich bei geeigneter seit- 
licher Beleuchtung dann auch in den übrigen längeren Stäbchen 
direkt nachweisen liefen. Anscheinend waren diese Lamellen von 
dem übrigen Kristall durch leicht verunreinigte sehr dünne Schichten 
getrennt, welche die Sichtbarkeïit bedingten. Diese Lamellen konnten 
bei der Beobachtung mit Leichtigkeit vermieden werden; bei ihrer 
im allgemeinen äuBerst geringen Dicke würde übrigens eine klei- 
nere Zahl, selbst im untersuchten Bereich liegend, die Messungen 
nicht merklich beeinfluBt haben. Die rôtlich gefärbten Schichten 
” erwiesen sich bei der Âtzung nicht als Zwillingslamellen. 

Die aus den beiden Fragmenten II und III hergestellten Stäb- 
chen waren im allgemeinen beträchtlicher gestôrt. Bei denen von 
IT waren einige durch unregelmäfig verlaufende feine Sprünge und 
Färbungsgrenzen von vornherein verdächtig, zeigten auch auffallend- 
kleine elastische und Festigkeitswiderstände. Nur ein einziges 
Stäbchen der Gattung W erweckte Vertrauen und lieferte bei 
Drillang normale Messungen, zerbrach aber schliefilich an einem 
Ende gleichfalls. 

Der Kristall IIT zeigte im grôfiten Teile rôtliche Schichten 
von verschiedener Farbenintensität, die sich aber bei ÂAtzung wieder 
als keine Zwillingslamellen erwiesen. Eïinige aus ihm hergestellte 
Stäbchen der Gattung W sind der Beobachtung unterzogen worden, 
und die Resultate sind in der nachstehenden Liste aufgeführt. 

10. Die Resultate der Messungen sind im Anschluf an die 
Formeln der Theorie in $ 4 und 5 zusammengestellt. P ist jedes- 
mal die angewendete Belastung, aus der sich das ausgeübte bie- 
gende Moment M mit Hilfe des Hebelarmes H nach der Formel 
M = }PH, das drillende nach der Formel N — PH berechnet. 
n ist die Differenz der Ordnungszahlen der beiden Interferenzringe, 
deren Halbachsen (mit r,,, und 7, bezeichnet) die Hilfsoerô$en X 
nach den Formeln (32) und (34) definieren. Aus diesen Æ sind 
dann nach (32) und (34) die in die Schlufiformeln (31) und (33) 
eingehenden Faktoren F und G berechnet. s!,s! sind die Bie- 
gungs-, s, und s, die Drillungsmoduln für die Gattungen W und 
O; ïhre Bedeutung ist aus den Formeln (39) und (40) ersichtlich. 
D ist die Stäbchendicke an der beobachteten Stelle, B die Breite. 
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Die Stäbchen aus dem Material I haben Ordnungsnummern 1, 
2,... erhalten, die aus IT und III resp. 1’ und 1”, 2”, ... 


Resultate der Biegungsbeobachtungen. 
L'Gatture W: 
1. Reiïhe: n — 10, P — 20. 
No. 1. D — 702, B — 3920, H — 3,78. 
œ) Ky = 70,2%, Ki — 53,9, F' — 0,00430; 
B) K, = 70,7, Ki = 54,2%, Æ — 0,00432; 
s! — 19,2,.107%, 


No. 2. D — 696, B — 3906, H = 3,82. 
«) Ko = 108, Ki = 53,5, F — 0,00460; 
B) Ko = 69,3, K; = 52,7, EF — 0,00453; 
8! — 19,6,.10710. 


No. 3. D — 695%, B — 3920, H — 8,77. 
a) K; = 70,15, Ki — 54,0,, F — 0,00424; 
B) K = 71,4, K, — 54,6;, Fe 0,00430 ; 
s! — 18,6,.1046. 


No. 4 D 705,:, B — 3909, H — 3,97. 
œ) Ky — 68,8, A — 52,5,, F — 0,00446; 
6) Ky — 710,, Ki — 54,0, F — 0,00444; 
8! — 19,1,.10-1. 


No. 5. D— 707;, B — 3918, H — 3,94. 
œ) K, = 712, Ki = 544, F — 0,00431; 
B) Ks — 69,6, A3 = 53,73, Æ — 0,00495; 

s! — 18,7. 107%, 


No. 1”. D — 691, B — 3861, H — 3,84. 
«) Ki) = 718, Æ = 53,8, Æ — 0,00462; 
B) K, = 684, HE, — 52,0,, ÆF — 0,00460; 
8, — 19,0,.107%. 


No. 2”. D — 690,, B — 3856, H — 3,71. 
œ) Ki — 72%, Ki = 55,0, Æ — 0,00439; 
B) K, = 66.8, Ki, — 51,6, F — 0,00438; 

8! — 18,7,. 10-12, 


2Rohe: #0, P=—120. 
No. 4 D — 1705, B — 3909, H — 8,873. 
a) K, — 385, Æi — 26,9%, Æ — 0,0089%5; 
B) Ko = 343%, Hi — 26,43, Æ — 0,00870; 
s! — 19,4,.10720, 


No. 5. D = 708, B — 3910, H — 8,65. 
@) Ko — 35,7, Hi = 27,7%, Æ — 000804; 
B) Ki — 34,7, Ki — 27,2%. F — 0,007%; 
s, — 18,9,. 1071. 
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No. 6. D — 6995, B — 3912, H = 3,91. 
c) Ko = 34,7, Ki — 26,4, F' — 0,00904; 
B) K; = 35,5», Ki — 26,9, F — 0,00898; 

A RUN NP (0 qe LS 


No. 7. D — 7100: B —— 3910, H — 391. 
œ) Ky = 34,7, Ki — 26,55, F — 0,00891; 
B) Ko = 35,8, Ki = 27,13, F — 0,00892: 
8! — 19,0,.10-10, 


No. 8 D— 695, B — 3915, H — 3,90. 
a) Ky = 35,4, K — 26,7;, F — 0,00910; 
B) Ko — 34,8, Ai — 26,4, F — 0,00910; 

s! — 19,1,. 107%, 


No 30 Di=\703;, PB '="3869 1 HI==3,73; 
œ) Ko — 36,0, Ki — 26,14, F — 0,00888; 
P) Ko = 34,10, Ki — 25,04, F — 0,00847; 
SE 10,9 1080 


Als Mittelwert aus der ersten Reïhe ergibt sich 19,01.107*, 
als derjenige aus der zweiten 19,10.107*; das Gesamtmittel aus 


beiden wird 
sue 1006.10 


IL Gattung O. 


1: Reihe: n.—=,10, P.= 20; 
No LD — 604, BP 5916. 0H —\9 67: 
&) Ko = 16,7, Ki — 649,; F — 0,00220; 
B) Ko = 743, Ki — 64,0,; Æ — 0,00216; 
8, — 9,17.10-10. 


No. 2. D — 696, B — 3918, H — 3,98; 
a) K, = 76,8,, K, = 65,8,; F — 0,00218; 
B) Ko = 7492, Ki; — 64,5,; EF — 0,00215; 

5! — 8,90. 10710. 


No. 3. D — 696, B — 3920, H — 3,96; 
œ) Ko = 75,0, Ki — 646,; °F — 0,00214; 
B) Ko = 77,801 Ki = 56,2%; F — 0,00223: 

8! — 9,07.1071, 


No. 4 D — 695, B — 3907, H — 3,78; 
ao) K, = 75,8, À = 65,5; F — 0,00211; 
B) Ko = 15,3, Ki — 65,2%; ÆF — 0,00209; 

s, — 9,09. 107%, 


No. 5. D — 698, B — 3901, H — 3,66; 
a) Ko = 76,55, Ki — 66,65; Æ — 0,00196; 
B) Ko = 71746, Ki — 67,0: F — 0,00202; 

s, — 8,94. 10-10, 
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2, Reihe, n = 5,-P:= 50. 
Not D VAN 2 5016 UN 2,876. 
ou) K, — 38,8, Æ; —"309,: F, — 0,00619: 


8) Ko = 3749, Ki — 30,2%; F, — 0,00634; 
sk — 9,05.10-10 


No. 2. D — 697, B — 3918, H = 3,80; 
0) K, = 885,, K — 31,1,; F# = (0,00617; 
B) Ko = 57,7%, K, = 30,6; F — 0,00615; 
CURE ANG PESTE 


Noa SD — 606, -B — 5007 CH = 978,0 He 13,70; 
a) Ko = 27,8, Ki — 30,6,; Æ — 0,00616; 
B) Ko = 38,1,, Ki, — 30,65; F — 0,00637: 
5! — 8,98, . 10710, 


No. 6 D — 697, B — 3918, H — 5,72. 
RAS 0 6 = 0 0000 
B) Ki = 37,9, Ki — 30,6,; F — 0,00632; 
8, — 9,15:10720, 


No. 7. D = 686,5, B — 8880, H, — 3,78, H, = 3,64 
&) K, — 38,3%, Ki — 30,7; Æ — 0,00649: 
B) Ko — 38,7, Ki = 31; F — 0,00635: 
54 — 9,14,. 10-10. 


Die erste Reiïhe gibt den Mittelwert 9,03.107", die zweite 


9,05.107", sodaf für das Gesamtmittel 
SP 040 
folet. 


Resultate der Drillungsbeobachtungen. 
I Gattung W. 
l'Reïhe; nt= 4, H— 3,70. 
No. 5. D 707,5, B — 3918, P = 50. 
K, = 31%, Æ — 30,8; ; 
Ky = 20, K, = 326 @ — 0,034. 
8} — 22,80 . 1071, 


Bei der gegensinnigen Drillang zersprang das Stäbchen; die Be- 
obachtung kann somit nur mit halbem Gewicht für das Endresultat 


in Ansatz kommen. 
No. 6. D-=— 699, 0H 93919) P — 40. 
Ki, — 30,72, Ky — 29,1:; 
&) Æ 21,08 K, —,52,2,; 
B) He =, y = 5%2%, G = 002810, 
s! — 22,4, .10-%. 


222, K; = 61 OUR # > 
L) Ke = 22 Be; Æ, — 60,8, G — 0,027, 
s! — 22,4,.10-%. 


12; Reïhe:# — 4, H-— 83,81 
No. 4 D = 105,5, B— 3909, P — 30. 
A 00 SR T7 EEE 
a) Ke; = 22%, KE, = 41,9, 
B) K = 22h. X,= 4217, G = 0021. 
s! — 22,4,.10-%. 


"4 


No. 2. D — 696, B — 3906, P = 40. 
K;, = 36,33; K; —= 31,72; 


DA 26, K,— 69,9, 
> B) K4 — 29,6, Ki — 697, G — 0,0296,. 
8, — 99,6, .10710, 


No EMI = G0 EE PISE PES 0: 


a) Ky = 23,7%, K, = 484, ; 
F) K; = 232%, K, = 48,0, G — 0,0217. 
s, — 22,3,.10710, | 


No. 1. D — 689,,, B — 3921, P — 30. 
K, = 32,5, K,— 32,4; 
a) Ky = 2,6, Ke — 52,5, 
F) Ke = 237; K,— 5070, G = 0,022, 
s! — 29,8. 107%, 


| No, 1% D'—:691, P— 3860, :P "80. 
Ki 29,3,, K, — 276,1); 
œ) Ky = 26,07, Ky = 50,9. 
B)K; — 9270, K,— 534, G — 0,0229,. 
84 — 22,5,. 107%, 
No. 2”, D — 690,:, B — 3857, P — 30. 
PONT RE 17 NAN. 
œ) Ke = 238,60, Ke 150,79; 
6) Kç = 235,, K;— 5155, G — 0,028. 
sg = 22,4, . 107%. 


- 1) Diese Ablesungen X beziehen sich auf n —5, das in & ist, wi 
joe Hhrigen, auf n — 4 reduziert. PE ue 
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Not DIENOE MB NS EGP 0; 
K7 —393)7e, Ki —="324;" 
D) KE 47, Æ, 150,9; 
f) Ke — 24,3;, K; ==" b1330G— 00211: 
ss 2206-1072) 


Das Mittel der ersten Reïhe ist 2250.10", das der zweiten 


22,45 .107*°, das Gesamtmittel 
s! — 2247.10, 


II Gattung O. 
1YReibesn —= 4 PP 20; H—=:53,70, 
No IE DE COLE BE L39 16; 
K) = 933,6:, K, — 329,: 
“) H = 2%%, K, = 586, 
F) EF, 219%, K,= 547, G = 0,0266. 
8, — 41,79. 10-%. 


No. 2. D— 69%,:, B — 3918. 
K, — 22,3, K, — 21481), 
a) K, = 16%, K, — 37,04, 
P) Ke 187, Ke —37ls, G = 0,0355. 
s! — 41,9,.10-%. 
No. 6 D— 697, B — 3917. 
K, = 319,, K; — 28,2,; 
a) K, = 214, K,— 524, 
F)Ky — 21%, K,= 51%, G — 0,097. 
8! — 43,5,.10-%. 


ZuReiher = 4 PI=0207H— "58,1 
No:6! D = 697, B — 3917. 
a) KR —:33,1;,) K; — 32,0;; 


57,4,, G — 0,0277%. 


K, = %2,h, K,— 


DK — 38,7, K: — 3231; 
Hy— 232%, Ey— 68,7, G — 00280, 
8! — 42,9,. 10-20. 
No LD 60. D 2 0007 | 
DEL de | 
 K 1%, K,— 618, 
D) Er = 224, Ke — 616, @ = 00288. 


1) Diese Ablesungen Æ beziehen sich auf n — 3; G,ist auf n — 4 re- 


duziert. 


s! — 49,7. 107%. 
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No. 5.. D — 698, B — 3901. 
Ki 33,9%, Ky— 39,2%; 
&) Ky = 23,01, Ke = 59,9%, 
F) Kg = 226, Ke = 6045, G — 002715. 
s! — 41,8. 10710. 


Das Mittel aus der ersten Reïhe ist 42,37.107°, das aus der 
zweiten 42,48.107"; das Gesamtmittel 
s, — 4242.10". 


11. Da nur drei Hauptmoduln s,,,s,,,s,, zu bestimmen sind, 
so liefert die Beobachtung der vier Moduln s;, s,, s;, s, eine Prü- 
fung für die Ubereinstimmung der Messungsresultate und ein Mittel 
zum Fehlerausgleich, der willkommen ist, weil die Messung von 
s! wegen des grofien Biegungswiderstandes der Gattung O relativ 
ungenau ist. 

Setzt man 

& (Su — 8 — à Su) EC 
so gilt nach (39) und (40) bei Fortlassung des Faktors 107'° 
SU O0 =Ss, is 0 Os 6, 
s = 2248 = 5,5 — 4249 =, 5, +2. 
Die Ausgleichung ergibt : 
SAT el, 2247, «8 —70 08, 
also 
83:—=,9,06, 5; — 42,43. 


Die Übereinstimmung der berechneten mit den beobachteten Werten 
ist (wohl durch Zufall) sebr vollständig. 

Für die Hauptmoduln von Zinkblende sind somit die Zahlen- 
werte gefunden. 


CDD = MIO LG 10 006 2 00 47 HO 


Diese Zahlen setzen die Druckeinheit von 1gr Gewicht pro em° 
voraus; der Übergang zum cm. gr.sec.-System vollzieht sich durch 
D mit 981. 

Zur Vergleichung môgen die entsprechendenZahlen für die sich 
gleichfalls normal (s,, < 0) verhaltenden regulären Kristalle Flu8- 
spat, Steinsalz und Sylvin herangezogen werden, welche lauten 


CaFiie, — 6,79.107%, 5, = —1,46.10*, 5, — 29,02.107%. 
Na C1: 2382 , ni7 7729 , 
K CI: 26,85 , T8: 1580 , 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1918. Heft 8. 31 
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(Pyrit und Natriumchlorat, die nach früheren Beobachtung'en sich 
anormal zu verhalten scheinen (s,, = 0), bleiben auBer Vergleich). 

Der auffallendste Gegensatz zwischen diesen und den für Zink- 
blende gefundenen Zahlen liegt in dem Vorzeichen der oben mit 
s bezeichneten Grüfe, für welche die Zusammenstellung gilt: 


Ca Fo Na C1 KCI ZnS 
Sie — 6,44 399 (y 12008 


Hiermit hängt nach (40) zusammen, daf während für die drei 
früher untersuchten Kristalle die Gattung W den kleinsten, die 
Gattung O den grôBten Biegungsmodul, und umgekehrt W den 
grôBten, © den kleinsten Drillungsmodul besitzt, sich Zinkblende 
in beiden Hinsichten entgegengesetzt verhält. — 

Die Hauptelastizitätskonstanten eines regulären Kristalles be- 
rechnen sich aus den Hauptmoduln nach den Formeln 


ARE AT ee 2 en 
(41) A (Sa CA He GE 28) ii 
Ga — —  —— — , Cu = 
(Si1 — 829) (811 + 2 23) Sa 


Für Zinkblende folgen aus den obigen Zahlen für s,,, s,, S, die 
Werte 


en, = 961.10, €, — 6,79.10, oc, — 4,45.10°; 


dieselben setzen wiederum als Druckeinheit gr-Gewicht auf cm” 
voraus. Die im em.gr.sec.-System gültigen Zahlen folgen daraus 
durch Multiplikation mit 981. 


12. Es ist klar, daf nach den Formeln (4), (5) und (6) die 
geschilderte Methode der Newtonschen Ringe prinzipiell ebenso- 
wobl zu einer Bestimmung des Moduls s, angewendet werden 
kann, wie zu derjenigen von s;,; es sind hierzu bei Biegungen nur 
die Messungen von Ringdurchmessern, statt longitudinal, nun 
transversal zur Stäbchenachse, also parallel z' vorzu- 
nehmen und gemäf (11) und (12) zu berechnen. In Praxi ist die 
Sache nicht ganz so einfach, weil bei der stets geringen Breite 
der Stäbchen die Seitenflächen die Form von Zylindern mit durch 
Zufälligkeiten verursachten, relativ unregelmäfigen Schnittkurven 
besitzen, deren Form sich natürlich im Prinzip nach dem Ver- 
fahren der Newtonschen Ringe bestimmen läfit, deren Inrechnung- 
Ziehung aber umständlich ist und wenig Genauigkeit verspricht. 

Die Verhältnisse liegen einigérmafen anders, ‘als bei den Be- 
obachtungen über Drillung, bei denen ja nach $. 432 gleichfalls in 


l 
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Querrichtungen Messungen auszuführen waren. Die streng trans- 
versalen Messungen kamen nämlich dort nur für die Bestimmung 
einer stets sehr kleinen Korrektion in Betracht, verlangten also 
nur mäfige Grenauigkeit. Für die unter ca. + 45° gegen die Stab- 
achse geneigten Ellipsenachsen aber stand von vornherein ein im 


Verhältnis V2:1 vergrôBertes MeBbereich zur Verfügung, was 
einen Gewinn an (Grenauigkeit bedeutete. Auferdem waren die 
Zahlen für die beiden Halbachsen in allen Fällen so verschieden, 
daf ihre Kombination nach Formel (34) die Genauigkeit nicht allzu 
sehr schädigte. 

Die transversale Krümmung der Stäbchenoberfläche bei der 
Biegung wird man daher nur bei sehr regelmäBiger Form dieser 
Fläche zur Bestimmung des Moduls s', benutzen. Indessen gab eine 
Probe, die ich mit zwei Zinkblendestäbchen der Gattung W aus- 

- geführt habe, Resultate, die als Verifikation der Theorie und als 
Beweis der Anwendbarkeiït der Methode in günstigen Fällen nicht 
ohne Interesse sind. Ich will die Beobachtungen mit einiger Aus- 
führlichkeit geben, nämlich die Quadrate der gemessenen Durch- 
messer des zweiten, vierten, sechsten Ringes einzeln aufführen und 
mit der Formel (7) vergleichen. 


W No. 6. «) Unbelastet. 
beob. 14,36; 29,05; 43,48; 
ber. 14,41; 28,95; 43,49; A! — 14,5%. 
Belastet mit 20 gr. 
beob. 17,93; 34,57: 50,84; 
ber. 18,00; 34,45; 50,89; K! — 16,4. 
Hieraus Æ" — 0,0079%. 
No. 6. 8) Unbelastet. 
beob. 13,40; 30,64; 47,68; 
ber. 13,4; 30,57; 47,70; K4 — 17,1. 
Belastet mit 20 gr. 
beob. 16,00; 36,24; 55,95; 
ber. 16,09; 36,06; 56,03; Æ! — 19,9. 
Hieraus Æ° — 0,00823. 
W No. 7. «) Unbelastet. 
beob. 16,20; 30,97; 45,43 ; 
ber. 16,26; 30,87; 45,48: ÆK4 — 14,6. 
Belastet mit 20 gr. 
beob. 18,66; 35,58; 51,98: 
ber. 18,75: 35,41: 52,07: 0 0K 7%: =—="16:6,, 
Hieraus Æ” — 0,0084. 
31* 
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Die Art der Abweïichungen zwischen den beobachteten und 
den berechneten Zahlen (die für die mittlere positiv, für die beiden 
äuBeren negativ sind) deutet darauf hin, daB (wie ja zu erwarten) 
der transversale Krümmungsradius der Stäbchenoberfläche von der 
Mitte nach dem Rande hin zunimmt, die Anwendung der in 8 4 
entwickelten Formeln also einen systematischen Fehler einführt. 

Immerhin findet folgendes statt. Das Mittel der für die 
beiden Stäbchen beobachteten Zahlen für Æ' ist 0,0082; das Mittel 
der für dieselben gefundenen Æ ist 0,0089%. Nun soll nach (31) 
nE zu n'F' sich verhalten wie s! zu s!, d.h. wie s,, zu s, Es 
gibt nun (wegen n = 5) nF — 0,0449 und (wegen #' = 2) n'F — 
0,0164, also nF/n'F' = 2,74; dagegen liefert s,,/1s,,| — 19,0/7,16 
— 2,66, in bemerkenswerter Nähe der vorigen Zahl. Es kann s0- 
mit als festgestellt gelten, dal, genügend vollkommene Begren- 
zungsflächen vorausgesetzt, bei Anwendung der Methode der New- 
tonschen Ringe zunächst für reguläre Kristalle (aber ähnlich auch 
für andere) alle Elastizitätsmoduln mit leidlicher Genauigkeit 
durch blofe Biegungsbeobachtungen gewonnen werden 
kônnen. Da aber die Apparatur für Biesungsbeobachtungen ganz 
auBerordentlich einfach ist, so bedeutet dies Resultat eine weitere 
Erleichterung der Bestimmung jener wichtigen Parameter. 


Güttingen, im Januar 1919. 


Tragflügeltheorie. 
L Mitteilung. 
Von 


L. Prandtl. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Juli 1918. 
Abgeschlossen am 13. Dezember 1918. 


Vorbemerkung. Die Anfänge der im Nachstehenden dar- 
gelegten Theorie gehen: auf das Jahr 1910 zurück. Die erste 
Mitteilung darüber erfolgte in einer Vorlesung ,Aeromechanik 
und Luftschiffahrt“ im W.-S. 1910/11. Weiïtere Mitteilungen sind 
enthalten in einem Vortrag auf der Versammlung von Vertretern 
der Flugwissenschaft zu Gôttingen am 3. bis 5. November 19111), 
und in dem Artikel ,Flüssigkeitsbewegung“ im ,Handwôrterbuch 
der Naturwissenschaften“ ?). Anwendungen und selbständige Er- 
weiterungen meiner theoretischen Ansätze sind in Arbeiten von 
O. Füppl°), A. Betz“) und C. Wieselsberger ‘) enthalten. Auf die 
demnächst erscheinende Dissertation von M. Munk‘), die eine 


1) ,Ergebnisse und Ziele der Gôttinger Modellversuchsanstalt“, Verhandlungen 
dieser Versammlung (Oldenbourg, München u. Berlin 1912) S. 19, abgedruckt in 
der Zeitschrift für Flugtechnik und Motorluftschiffahrt, Jahrg. 3 (1912) S. 33. 

2) Auch als Sonderdruck unter dem Titel,, Abris der Lehre von der Flüssig- 
keits- und Gasbewegung“ erschienen (Gustav Fischer, Jena 1913). Vergl. dort 
S. 112 und 133, hier S. 12 u. 33. D EE 

3) ,Auftrieb und Widerstand eines Hôhensteuers, das hinter der Tragfläche 
angeordnet ist“. Zeitschr. f. Flugt. u. M. 2 (1911) S. 182. 

4) ,Die gegenseitige Beeïinflussung zweier Tragflächen“, Zeitschr. f. Flugt. 
u. M.5 (1914) S.253. Vergl. hierzu auch: ,Auftrieb und Widerstand einer Trag- 
fläche in der Nähe einer horizontalen Ebene“ und ,Auftrieb und Widerstand 
eines Doppeldeckers“, Zeitschr. f. Flugt. u. M. 3 (1912) S.217 und 4 (1913) S. 1. 

5) Beitrag zur Erklärung des Winkelfluges einiger Zugvôgel, Zeitschr. f. 
Flugt. u. M. 5 (1914) S. 225. 

6) ,Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges“, Gôüttingen 1918. 
[Erscheint 1919]. 
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wichtige Erweiterung des Anwendungsbereiches der Theorie be- 
deutet, sei hier besonders hingewiesen. 

Die folgende Darstellung entspricht nicht dem geschichtlichen 
Werdegang der Ideen, vielmehr ist gerade die hier gewählte Art 
der Begründung der Theorie in Abschnitt 4 bis 8 der zuletzt ent- 
standene Teil. Der älteste Stand der Theorie ist in einer An- 
merkung zu Nr. 13 angedeutet. 

Die neuere Entwicklung ist in verschiedenen Beiträgen meiner 
Mitarbeiter in einer bisher geheimen Zeitschrift der Flugzeug- 
-meisterei und in einem — ebenfalls aus Zensurgründen noch un- 
gedruckten — Vortrag von mir auf der Hamburger Tagung der 
Wissenschaftlichen (Gesellschaft für Luftfahrt (April 1918) ent- 
halten. Eine Darstellung der wichtigsten bis dahin vorhandenen 
Lehren findet sich auch in dem Buch von Dr. R. Grammel, ,Die 
hydrodynamischen Grundlagen des Fluges“ !), eine gemeinverständ- 
liche Darlegung in einem Aufsatz von, À. Betz in den ,Natur- 
wissenschaften“ ?). 


À. Allgemeine Grundlegung. 


1. Das ebene Problem des Tragflügels in einer reibungslosen 
Flüssigkeit ist bereits seit längerer Zeit für einige Klassen von 
einfachen Querschnittsformen gelüst®) Die Ergebnisse stimmen 
innerhalb des Bereiches der kleinen Anstellwinkel qualitativ mit 
der Erfahrung überein. Wenn man durch kïnstliche Mittel (z. B. 
seitliche Wände) das ebene Problem wirklich nachzuahmen sucht, 
so ist die Uebereinstimmung auch quantitativ so gut, als man es 
in Hinsicht auf die vernachlässigte Reibung nur verlangen kann‘). 


1) Vieweg, Braunschweig 1917. Vergl. dort S. 114 u. f. 

2) ,Einfübrung in die Theorie der Flugzeugtragflügel“, Naturwissenschaften 
1918, Heft 38 u. 39. ; 

8) Die ersten Lôsungen stammen von W.M.Kutta, vergl. ,Auftriebskräfte 
in strôomenden Flüssigkeiten“, Illustr. aeronaut. Mitteilungen 1902 S. 133; aus- 
fübrlicher dargelegt in den Sitzungsber. der Bayr. Akad. d. Wiss., Math.-Phys. 
Klasse, 1910, 2. Abh. und 1911 $S. 65. — Die Literatur über diesen Gegenstand 
ist bearbeitet in dem oben erwähnten Buch von R. Grammel und in dem von 
Drzewiecki ins Franzôsische übersetzten Buch von N. Joukowski, ,Aérodyna- 
mique“, Gauthier Villars, Paris 1916 (vergl. etwa auch: Joukowski, ,Über die 
Konturen der Tragflächen der Drachenflieger“. Zeitschr. f. Flugt. u. Motorl. 1 (1910) 
S. 281). — Auf die seither erschienenen Aufsätze von v. Mises, ,Zur Theorie des. 
Tragflächenauftriebes“ und von Th. v. Kâärmän und E. Trefftz, ,Potential- 
strômung um gegebene Tragflächenquerschnitte“, Zeitschr, f. Flugtechnik und Mo- 
torluftschiffahrt 8 (1917) S. 157 und 9 (1918) $S. 111 sei ebenfalls hingewiesen., 

4) Vergl. A. Betz, ,Untersuchung einer Joukowskischen Tragfläche“, Zeït- 
scbr. f. Flugt. u. M. 6 (1915) $. 178. 
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Die Erzeugung des Auftriebes ist dabei an das Vorhandensein 
einer Zirkulation der Strômung um die Tragfläche herum geknüpft !). 
Es ist für einen Abschnitt von der Länge ! des unendlich lang zu 
denkenden Flügels, wenn die Geschwindigkeit des Flügels relativ 
zu den unendlich entfernten Teilen der Flüssigkeit — v, die Zir- 
kulation (Linienintegral der Geschwindigkeit) um den Flügel herum 
— I' und die Dichte des Mediums = o ist, der Auftrieb 


$ 


AS OVIE 


(,Kutta-Joukowski’sche Formel“). Joukowski hat einen sehr an- 
schaulichen Beweis dafür gegeben, in dem er den Impulssatz für 
stationäre Flüssigkeitsbewegungen auf eine den Flügel in grôBerem 
Abstande umschliefende Kreiszylinderfläche anwandte. Es zeigt 
sich dabeiï, daf die Hälfte des Auftriebes durch den Unterschied 
der ein- und ausstrômenden BewegungssrôBe, die andere Hälfte 
durch Druckunterschiede an der ,Kontrollfläche“ hervorgebracht 
wird. DaB mit der Erzeugung von Auftrieb eine Zirkulation not- 
wendig verknüpft sein mu, davon kann man sich auch durch Be- 
trachtung der Verhältnisse am Flügel selbst überzeugen. Der Auf- 
trieb entsteht in der Weise, da$ unter dem Flügel Ueberdruck 
und über ïihm Unterdruck geschaffen wird. Nach dem Bernoulli- 
schen Satz muB also unten die Geschwindigkeit relativ zum Flügel 
vermindert, oben vermehrt werden, d.h., zu der Translationsge- 
schwindigkeit V muf oben eine Zusatzgeschwindigkeit nach hinten, 
unten eine Zusatzgeschwindigkeit nach vorne hinzukommen. Dies 
bedeutet aber ein Zirkulieren der Zusatzstrômung um den Flügel. 


2, Diese ganze Betrachtungsweise ist eng mit dem Umstande 
verknüpft, daf es sich hier um eine Potentialbewegung handelt. 
Sie ist, da das mehrdeutige Potential einen zweifach zusammen- 
hängenden Raum erfordert, und die Zirkulation einer mehrdeutigen 
Potentialbewegung sich ohne zirkulatorische Kräfte zeitlich nicht 
ändern kann, auf den unendlich langen FKlügel und auf die statio- 
näre Bewegung beschränkt. Will man jedoch eine nichstationäre 
Bewegung, oder aber das räumliche Problem des ,endlich langen 


1) Dies ist anscheinend zuerst von Lanchester , Aerial flight“ Bd. I (Aerody- 
namics), Constable, London 1907, deutsch von C. u. A. Runge, Teubner, «Leipzig 
1909, $ 90 und $ 121 u. f.; nach Angabe des Verfassers 1894 vorgetragen), un- 
abhängig von ihm von Kutta (1902) und Joukowski (1905) gefunden worden, vgl. 
die oben angeführte Kutta’sche Abhandlung und das Joukowsky’sche Buch, S. XIL. 
Die quantitative Beziehung: stammt von Kutta und von Joukowski und ist von 
diesen offenbar unabhängig gefunden worden. 
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Tragflügels behandeln<, so kommt man ohne Wirbel in der Flüssig- : 


keit nicht mehr aus. Betrachtet man z. B. den Beginn der Be- 
wegung eines unendlich langen Flügels aus der Ruhe heraus, so 
ist sicher die Zirkulation zu Anfang gleich Null; da aber nach 
einem bekannten Satz in einer reibungslosen Flüssigkeit bei Ab- 
wesenheit zirkulatorischer Kräfte die Zirkulation auf jeder ge- 
schlossenen ,flüssigen Linie“ zeitlich unveränderlich ist, muB beim 
Entstehen der Zirkulation um den Flügel ein Wirbel von gleicher, 
aber entgegengesetzter Zirkulation in der Flüssigkeit auftreten, 
damit der Satz für eine flüssige Linie gelten kann, die so gelegt 
ist, daf sie das bis dahin vom Flügel bestrichene Flüssigkeitsge- 
biet umschlingt, ohne es zu durchsetzen. Beim endlichen Flügel 
müssen auch schon bei der stationären Bewegung Wirbel in der 
Flüssigkeit vorhanden sein, denn nach dem Stokes’schen Satze 
kann sich die Zirkulation auf einer geschlossenen Linie bei deren 
Verschiebung nur dadurch ändern, daB Wirbellinien geschnitten 
werden. Bedenkt man aber, daf überall, wo Auftrieb ist, auch 
Zirkulation sein mu, so findet man, daf eine den Flügel um- 
schlingende Linie, wenn sie über ein Flügelende herübergestreift 
wird, notwendig Wirbel schneiden muf, denn wenn sie den Flügel 
verlassen hat, so muB auch ihre Zirkulation verschwunden sein!) 

8. DaB in einer reibungslosen Flüssigkeit Wirbel gebildet 
werden, scheint zunächst im Widerspruch mit den Sätzen von La- 
grange und Helmholtz zu stehen. Man muñ jedoch bei allen An- 
wendungen der Hydrodynamik, die sich auf Wechselwirkungen 
zwischen der Flüssigkeit und festen Kürpern beziehen, die Rei- 
bungslosigkeit durch einen Grenzübergang von einer sehr kleinen 
inneren Reibung aus entstanden denken?). In der Flüssigkeit mit 
kleiner Reibung ergibt sich eine ,Grenzschicht“, in der der Ueber- 
gang von der Kôrpergeschwindigkeit zur Geschwindigkeit der freien 
Strômung stattfindet. Diese Schicht, in der die Rotation von Null 
verschieden ist, verläft den Kôrper, wenn die Bewegung hinrei- 
chend lang andauert*), und tritt damit als freie Wirbelschicht in 


1) Dies ist bei Lanchester ausfübrlich auseinandergesetzt: Aerial flight Bd. [ 
$125—127. Bei Lanchester finden sich, wie ich nachträglich feststellte, mancherlei 
Anschauungen, die den im Folgenden vorgetragenen sehr verwandt sind. Jedoch 
fehlt béi ihm die quantitative Durcharbeitung, die für den Erfolg entscheidend war. 

2) Vergl. meinen Vortrag auf dem II. Intern. Math. Kongre$ zu Heidelberg : 
»Ueber Flüssigkeitsbewegung: bei sebr kleiner Reibung‘. Verhandl. d. Kongr. 
Leipzig 1905 (Teubner) S. 484. 

8) Der zurückgelegte Weg muB hierzu mindestens von der Grôfenordnung 
des Krümmungsradius sein. An scharfen Kanten beginnt sonach der Vorgang sofort. 


TE 
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das Innere der Flüssigkeit ein. Lôst sich die Grenzschicht bereïits 
vor dem Hinterende des Kôürpers ab, was bei stumpfen Kôrper- 
formen die Regel ist, dann bleibt hinter ihr ein Wirbelraum oder 
ein ,Totwasser“ zurück, und es entsteht ein beträchtlicher Wider- 
stand. In besonderen Fällen, nämlich bei schlanken, nach hinten 
zu mehr oder minder scharf zulaufenden Formen, kann jedoch er- 
fahrungsgemäf die Grenzschicht bis zum hinteren Ende des Kôr- 
pers haften bleiben!) und verläfit ihn erst an dem geometrischen 
Ort, an dem sich die Strômung wieder zusammenschlieft. Dieser 
geometrische Ort ist manchmal ein Punkt (z. B. bei achsensym- 
metrisch angestrômten Umdrehungskôrpern), häufiger jedoch eine 
Linie (,Zusammenfluflinie“). Im letzteren Fall treten die Grenz- 
schichten der beiden Seiten zu einer Wirbelschicht vereint in die 
freie Flüssigkeit hinaus. Die Geschwindigkeiten beiderseits der 
.Wirbelschicht künnen übereinstimmen. In diesem Fall, der z. B. 
bei der stationären ebenen Flügelstromung zutrifft, verschwindet, 
da die Grenzschichten beim Uebergang zu unendlich kleiner Rei- 
bung unendlich dünn werden, in der Grenze jede Spur der Wirbel- 
schichten, und es bleibt eine Potentialbewegung übrig. Im allge- 
meinen jedoch sind die Geschwindigkeiten zu beiden Seiten der 
Wirbelschicht verschieden und bleiben es auch beim Grenzüber- 
gang zur Reibungslosigkeit. Es ist also das Bestehen einer flächen- 
haften Wirbelschicht (eine ,Trennungsschicht“ im Sinne von Helm- 
holtz) hinter dem Kürper in einer reibungslosen Flüssigkeit sehr 
wohl müglich; sie entspringt dann immer an einer Zusammenfluf- 
linie. 

Die Kôrperformen, bei denen die Strômung sich hinter dem 
Kôrper ohne Totwasserbillung wieder zusammenschlieft, ergeben 
einen sehr kleinen Widerstand in der Bewegungsrichtung und sind 
deshalb von grofer praktischer Bedeutung für alle Fälle, bei denen 
es sich um Erreichung grofer Geschwindigkeiten in einem wider- 
stehenden Medium handelt. Sie haben unser besonderes Interesse 
auch deshalb, weil die Abwesenheit eines Totwassers oder eines : 
räumlich ausgedehnten Wirbelgebietes eine mathematische Analyse 
der Strômungsvorgänge zuläfit. Die Uebereinstimmung der theo- 
retischen Ergebnisse mit denen der Versuche ist in solchen Fällen 
häufig überraschend gut ?). 


1) Nach den bisherigen Erfahrungen kommt dies nur bei turbulenten Grenz- 
schichten, also über der ,kritischen Geschwindigkeit“ vor, vergl. meine Abhand- 
lung ,Ueber den Widerstand von Kugeln“, Nachrichten der Kgl. Ges. d. Wiss. zu 
Gôttingen, 1914, S. 177. 

2) Vergl. hierzu etwa die Gôttinger Dissertation von G. Fuhrmann (ÿ 1914): 
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4 Die praktisch verwendeten — d.h. durch die Erfahrung 
als gut erkannten — Flügelformen weisen sämtlich eine mehr oder 
minder scharfe Hinterkante auf, was nach den Bemerkungen der 
vorigen Nummer dahin zu verstehen ist, da es bei der Formge- 
bung der Flügel darauf ankommt, ein Totwasser müglichst zu ver- 


an 


A te or 
A re ns 


Fig. 1. Zur Zeit gebräuchliche Flügelprofile. 

meiden. Für die theoretischen Betrachtungen wollen wir deshalb 
immer annehmen, daB die Hinterkante des Flügels scharf ist. 

Von der wirbelfreien Umstrômung einer scharfen, in die 
Flüssigkeit einspringenden Kante weif man, daf die Geschwindig- 
keit an der Kante unendlich gro8 wird. In Wirklichkeit treten 
nun — wenn von unstetigen Geschwindigkeitsänderungen abge- 
sehen wird — solche unendlich grofe Geschwindigkeiten niemals 
auf. Das Endlichbleiben der Geschwindigkeit hängt mit der Aus- 
bildung einer Wirbelschicht ursächlich zusammen. Damit die Ge- 
schwindigkeit endlich bleibt, darf nämlich keine Grenzstromlinie 
einen in die Flüssigkeit einspringenden Winkel mehr bilden; wie 
man leicht sieht (vergl. Fig. 2 und 3), ist dies nur in der Weiïse 
môglich, daB ein ZusammenfluB der Strômangen von beiden Seiten 
der Kante, oder — im Grenzfall — ein Totwasser entsteht. 
Wenn man diesen Grenzfall auch als ,ZusammenfluB“ gelten lassen 
will, so kann man sagen, daB scharfe Kanten immer Zusammen- 


Theoretische und experimentelle Untersuchungen an Ballonmodellen, Jahrbuch der 
Motorluftschiff-Studiengesellschaft 1911/12 (Springer-Berlin 1912) S.63 u.f.; siehe 
bes. Fig. 43—48 $. 106 u. 107. 
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fluflinien sind, es sei denn, daf die Geschwindigkeit an der Kante 
auch ohne Zusammenfluf endlich bleibt (dieser Spezialfall tritt 
z. B. dann ein, wenn die Strômung der Kante parallel verläuft ; 
für die Flügelhinterkante trifft dies nie zu, diese ist also immer 
eine Zusammenfluflinie). 


Fig. 2. Fig. 3 

Nach den Helmholtz'schen Sätzen ist die einmal vorhandene 
Wirbelstärke eines wirbelnden Flüssigkeitselementes zeitlich un- 
veränderlich; die Bedingung, daf ah der Kante die Geschwindig- 
keit jederzeit endlich bleiben muf, kann deshalb nur in der Weise 
erfüllt werden, dafi die Wirbelstärken in dem jeweils neu zu bil- 
denden Streifen der Wirbelschicht den hierfür notwendigen Wert 
annehmen. Diese Endlichkeitsbedingung ist auch, soweit es sich 
um die Bewegung eines Flügels von glatten Formen mit einer 
endlichen und hôchstens stetig veränderlichen Geschwindigkeit 
handelt, erfüllbar und reicht ersichtlich zur Bestimmung der Wirbel- 
stärken in der Wirbelschicht aus. Bei unstetigen Formen oder 
Bewegungen sind jedach in der reibungslosen Flüssigkeit unend- 
liche Geschwindigkeiten an der scharfen Kante trotz Wirbelschicht 
nicht ganz vermeidbar. Hier wird man die Bedingung, durch die 
die Wirbelstärken definiert werden, so festsetzen künnen, da 
durch ïhre Erfüllung das Unendlichwerden von Geschwindigkeïten 
so weit als môüglich eingeschränkt wird. 

Gemäf den vorstehenden Darlegungen wollen wir feststellen, 
daf die klassische Hydrodynamik der reibungslosen Flüssigkeit 
durch die folgenden Axiome und Sätze ergänzt werden muñ, da- 
mit sie als Grenzfall der unendlich kleinen Reïbung gelten kann: 


Axiom I. An ZusammenfluBlinien (Linien, längs deren 
zwei vorher durch den Kôrper getrennte Strômungen zu- 
sammentreffen) kônnen Wirbelschichten entspringen. 

Axiom II. An ausspringenden scharfen Kanten der Kürper 
treten unendliche Geschwindigkeiten nicht, oder doch in müg- 
lichst beschränktem Umfange auf. 
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Satz 1: Ausspringende Kanten der Kôrper sind bei quer 

‘zu ihnen verlaufender Strômung stets Zusammenfluflinien (und 
daher in der Regel Ursprung von Wirbelflächen). 

Satz 2: Die Wirbelstärken in dem jeweils neu gebildeten 

Streifen der Wirbelschicht nehmen denjenigen Wert an, durch 

den die Geschwindigkeit an der Kante endlich wird, bezw. 

durch den das Unendlichwerden von Geschwindigkeiten müg- 
lichst eingeschränkt wird. 

5. Bei der Berechnung der Geschwindigkeiïiten, die ein vor- 
liegendes Wirbelsystem hervorbringt, entstehen durch die Anwe- 
senheit von festen Kôrpern in der Flüssigkeit grofie Schwierig- 
keiten, wenn man sich nicht auf besonders einfache Fälle!) be- 
schränken will Man kann diese Schwierigkeiten umgehen, wenn 
man die festen Kôürper durch gedachte Wirbelverteilungen er- 
setzt, durch deren Wirkung die Strômung auferhalb der Kôrper 
dieselbe bleibt, wie bei Anwesenheit der Kôrper. Dadurch, daf 
man den von den Kürpern eïñgenommenen Raum zu einem Teiïle 
der Flüssigkeit selbst macht, wird diese schlicht zusammenhängend, 
und es kôünnen jetzt die bekannten für die unendlich ausgedehnte 
Flüssigkeit gültigen Beziehungen zwischen Wirbelfeld und Ge- 
schwindigkeitsfeld angewandt werden. Mathematisch wäre damit 
allerdings nichts gewonnen, wenn es sich um Kôürper von genau 
vorgeschriebener Form handelte, da man die zugehôürige Wirbel- 
verteilung erst zu finden hätte, und dieses auf genau dasselbe ma- 
thematische Problem führen würde, wie die ursprüngliche Auf- 
gabe. In sehr vielen Fällen genügt es jedoch, eine Wirbelver- 
teilung ,passend anzunehmen“ und die zugehôürige Kôürperform 
hinterher zu berechnen. Praktisch reicht man dabei vielfach mit 
Annäherungen aus. Durch planmäfige Vereinfachung des An- 
satzes, die je nach der Art der Aufgabe verschieden weit gehen 
kann, wird eine Beweglichkeit der Methoden erreicht, die sich 
gegenüber der zwar strengen, aber auch starren Methode der ex- 
akten Theorie als grofer Vorzug erweist. 

Die an Stelle der festen Kôrper eingeführten Wirbel gehorchen 
nicht dem Helmholtz'schen Satz über die Bewegung der Wirbel, 
sondern ihr Platz ist ihnen angewiesen durch /die Bedingung, die 
sich aus ihrer Aufgabe, den Kôrper. zu ersetzen, ergeben. In allen 
übrigen Beziehungen sind sie wie wirkliche Flüssigkeitswirbel zu 


1) Vergl. hierzu L. Fôppl, , Wirbelbewegung; hinter einem Kreiszylinder“, 
Sitzungsber. der Bayr. Akad. d. Wiss. Math.-phys. Klasse 1913. S. 1, ferner Max 
Lagally ,Ueber die Bewegung einzelner Wirbel in einer strômenden Flüssigkeit, 
ebenda 1914, $. 377. 
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behandeln. Zum Unterschied von solchen ,freien Wirbeln“ Die 
sie im folgenden ,gebundene Wirbel“ bee 

Damit zu dem Wirbelsystem ein Geschwindigkeitsfeld existiert, 
muB natürlich die Integrabilitätsbedingung — Divergenz des ge- 
samten Wirbelsystems gleich Null — erfüllt sein. 

Die Frage, wie das System der gebundenen Wirbel für einen 
ruhenden festen Kôrper in einer gegebenen stationären Flüssig- 
keitsbewegung aussieht, wird in einer Anmerkung zum nächsten 
Abschnitt beantwortet werden. 

Die Euler’schen Gleichungen kônnen formal beibehalten werden, 
wenn man diejenigen Kräfte, die eigentlich der feste Kôrper auf- 
nimmt, durch ein in der Klüssigkeit bestehendes besonderes Kräfte- 
system aufsenommen denkt. Die Kontinuität wird durch die Hin-- 
zunahme der Wirbel nicht gestôrt, die Kontinuitätsbedingung braucht 
daher nicht geändert zu werden. Die Grenzbedingung, daf am 
festen Kôrper die Normalkomponente der Geschwindigkeit der 
Flüssigkeit und des festen Kôrpers übereinstimmen müssen, liefert 
im Zusammenhang mit den Angaben über die Bewegungsverhält- 
nisse des festen Kôrpers den Weg zur Berechnung der Form des 
Kôrpers; hierbei ist die Bedingung wohl zu beachten, daB die ge- 
bundenen Wirbel in den Grenzen des festen Kôrpers Ro tte 
bleiben müssen. 


B. Allgemeine Theorie der stationären Bewegung. 
6. Im folgenden seien zunächst für den einfachsten und wich- 
tigsten Fall, die stationäre Bewegung einer unendlich ausgedehnten, 
homogenen und volumbeständigen !) Flüssigkeit gegen irgend ein 
ruhendes Flügelsystem, die grundlegenden Gleichungen abgeleitet. 
Die ankommende Flüssigkeit habe im Unendlichen die Greschwindig- 
keit V, ihr Druck sei dort p, (die Schwerewirkung môge aufer 
Acht bleiben). Dann besteht auf jeder Stromlinie, die aus dem 
Unendlichen kommt (Geschwindigkeit v, Druck p), die Bernoulli sche 

Gleichung 


2 2 


v 
DH = D + = p,+01) G) 


1) Die Kompressibilität der Luft darf, solange die Geschwindigkeit klein 
gegenüber der Schallgeschwindigkeit ist, in erster Annäherung vernachlässigt 
werden. Die hierdurch entstehenden Fehler sind von der GrôBenordnung V?/c? 
(e — Schallgeschwindigkeit). 
2 
2) Die Druckgrôfe q = _ wird ,Staudruck“ genannt; der Druck po + q 
berrscht an den Punkten, wo v — O ist. Solche Punkte heifen ,Staupunkte“, 
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Da nun nach unserer Voraussetzung jeder Flügel ohne Bildung 
eines Totwassers umstrômt wird, hinter ihm also nur eine Wirbel- 
fläche zurückbleibt, füllen die aus dem Unendlichen kommenden 
Stromlinien den ganzen Raum auBerhalb der Flügel lückenlos aus, 
es gilt also Gleichung (1) an jedem Raumpunkt auBerhalb der 
festen Kôrper. 

Für die Entwicklung der allgemeinen Sätze ist es nun ange- 
nehm, die Wirbel, sowohl die gebundenen, wie auch die freien, 
räumlich verteilt anzunehmen. Der Uebergang zur flächenhaften 
Verteilung läft sich dann immer hinterher leicht vornehmen. Die 
räumliche Verteilung kann man dadurch entstanden denken, da 
statt einzelner weniger Flügel ein räumlich verteiltes System von 
unendlich vielen infinitesimalen Flügeln vorhanden sei. Gleichung 
(1) bleibt auch für ein solches Flügelsystem noch richtig, wenn 
wir voraussetzen, daB die aus dem Unendlichen kommenden Strom- 
linien den durchstrômten Raum lückenlos erfüllen. Dies trifft zu, 
wenn die infinitesimalen Flügel so dünn angenommen werden, da 
der Anteil des Flügelinnern am Gesamtvolumen in der Grenze ver- 
schwindet. 

Die an Stelle der Flügel auftretenden Ersatzkräfte werden 
jetzt Volumenkräfte und môügen für die Volumeneinheit die Grôfe 
k besitzen. Dann lautet die Euler’sche Gleichung: 


eV. VV)+Vp = k. (2) 
Nun ist nach einer bekannten Regel 


V.VY — grad = + rot v >< v; 


beachtet man ferner, daf wegen Gl. (1) grad (S- + ») = Oist, s0 
ergibt sich die Beziehung: 
kK = op rot V <v. (3) 
Die Rotation des Geschwindigkeïitsfeldes setzt sich aus den ge- 
bundenen und den freien Wirbeln zusammen: 
TOEV = y+e. (4) 
Die Kräfte k stehen in ursächlichem Zusammenhang mit den ge- 


bundenen Wirbeln y, während es gerade das Kennzeichen der freien 
Wirbel e ist, da ihre Bewegung ohne Einwirkung von äuferen 


1) Gibbs’sche Symbolik: Vektoren werden durch Fettdruck gekennzeichnet; 
a.b skalares Produkt, ab Vektorprodukt; ab Dyade (Affinor), — Für die 
Vektoren y und « standen nur halbfette Zeichen zur Verfügung. 


\ 


Tragflügeltheorie I. 461 


Kräften auf die Flüssigkeit verläuft. Die Gleichung (3) zerfällt 
somit in die folgenden zwei: 


o(y<v) = Kk, (b) 

exv = 0. (b a) 

Die erstere ist das Analogon des Kutta-Joukowski’schen Satzes 

für das Volumenelement; aus ihr folgt, da die Kräfte K überall 

senkrecht zur Geschwindigkeit v stehen. Die zweite sagt aus, daf 

im freien Wirbelgebiet überall #|v ist, was sich auch so aus- 

sprechen läfit, daf die freien Wirbellinien unter den hier 

vorausgesetzten Bedingungen identisch sind mit 

Stromlinien. Diese Beziehung ist für die späteren Entwick- 
lungen von grôfiter Wichtigkeit. 

Von y ist nur die zu.v senkrechte Komponente durch G1. (5) 
definiert; bei der zu v parallelen Komponente ist es innerhalb der 
* Kôrper praktisch gleichgültig, ob man sie zu den gebundenen oder 
zu den freien Wirbeln rechnet. 


Anmerkung: Auf Grund der vorstehenden Beziehungen läft 
sich die oben gestellte Frage nach dem Wirbelsystem, das einen 
festen Kôrper in einer stationären Strômung ohne Totwasser zu 
ersetzen geeignet ist, beantworten. Es ergibt sich folgende L- 
sung: ,Man denke sich das Innere des Kôrpers durch ruhende 
Flüssigkeit von dem Druck p,+g, wie er im Staupunkt herrscht, 
ersetzt; dadurch tritt an die Stelle der Kôrperoberfläche eine 
Wirbelschicht mit einem Geschwindigkeitssprung von dem Betrage 
v. Diese Wirbelschicht ist das gesuchte gebundene Wirbelsystem“. 
Diese Behauptung ist dadurch zu beweisen, daf gezeigt wird, daf 
das angegebene System die Gleichungen (1) und (2) befriedigt. 
Für diesen Beweis sei angenommen, daB die Wirbelschicht eine 
endliche aber kleine Ausdehnung in der Richtung der Flächennor- 
malen habe. Es ist dann, wenn kleine Grôf$en von der Ordnung 
des Verhältnisses Schichtdicke: Krümmungsradius vernachlässigt 
werden: 


ov 
Ve [rot v| = FA 
also wegen G1. (5) 
K = oy>X<v = Une 
on 


1) Zu der Môglichkeït, feste Grenzen durch freie Wirbelschichten in der 
unendlich ausgedehnten Flüssigkeit zu ersetzen, vergleiche man auch die Abhand- 
lung von M.Lagally ,Zur Theorie der Wirbelschichten“, Sitzungsber. der Bayr. 
Ak, d. Wiss. Math.-phys. Klasse, Jahrg. 1915. S. 79. 
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= 


(n — Einheitsvektor in der Richtung der äuBeren Normale). Da 
[v. V v| hier gegen v . vernachlässigt werden darf, ergibt die 
Euler’sche Gleichung (2) 


oder integriert : 
P—p, = (et — v!). 


Setzt man unserer Behauptung entsprechend v, = 0 und Pi = Po +4 
so ergibt sich 


ov° 
P+ 5 M+4 


entsprechend Gleichung (1)! 
7. Wegen der bekannten vektoranalytischen Identität 
div rot v — 0 ist mit (4) 


divy+dive = 0. (6) 


Faft man eine Stromrühre ins Auge, die das von den gebundenen 
Wirbeln erfüllte Gebiet, den ,tragenden Raum“ durchsetzt, so 
läft sich, da die Stromrôhre mit der Wirbelrôhre identisch ist, 
der ,Fluf“ der freien Wirbel in ihr, Æ — ffe.dF, berechnen, 
wenn das Feld der gebundenen Wirbel gegeben ist. Da vor dem 
Eintritt der Stromrühre in den tragenden Raum der Wirbelfluf 
gleich Null ist, ist in dem Querschnit F an der Stelle s der Strom- 
rôhre der Flu8 gleich der Gesamtergiebigkeit aller von der Stelle 
s stromaufwärts gelegenen ,Quellen“ dive; wegen (6) hat man 


also 
s F 
BE =f {à div y de. @) 


Der Wirbelflu8 kann also nur in solchen Stromrôhren von Null 
verschieden sein, die den tragenden Raum durchsetzt haben. 

Für ein tragendes System, daB sich mit gleichfürmiger Ge- 
schwindigkeit geradlinig in ruhender Luft bewegt, läft sich dieses 
Ergebnis auch so aussprechen: ,Das System der freien Wirbel 
besteht aus denjenigen Luftteilchen, über die der tragende Raum 
hinweggegangen ist, und zwar gehôren zu einer Wirbellinie je- 
weils diejenigen Luftteilchen, die durch ein und denselben Punkt 
des tragenden Raums hindurchgegangen sind. ; 

Da im allgemeinen die vom tragenden System erzeugten Ge- 
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schwindigkeiten klein sind gegenüber der Bewegungsgeschwindig- 
keit des Systems, gibt diese Aussage bereits ein recht anschau- 
liches Bild von dem Wirbelsystem. Die Quellen und Senken der 
Verteilung y befinden sich zumeist in der Gegend der Flügelenden 
es sind also die hauptsächlichsten Wirbel hinter den Flügelenden 
zu erwarten. : 

8. Die gesamte Luftkraft!) in einem tragenden Raum R er- 
gibt sich nach (5) zu 


ff kar=e ff ns (8) 


Die Geschwindigkeit v besteht dabei aus zwei Bestandteilen, der 
Geschwindigkeit im Unendlichen V und der Geschwindigkeit v*, 
die von dem Wirbelfelde y+e herrührt und mittelst der Biot- 
Savart schen Formel berechnet wird. Es ist also 
(y+e)x<r 
V — V+ v* = v+ff Sd, (9) 
wo r den Fahrstrahl vom Sitz des Wirbels bis zum Aufpunkt be- 
deutet, für den v* gerechnet werden soll. Die Integration ist auf 
den gesamten von Wirbeln erfüllten Raum zu erstrecken. 
Die Gesamtkraft in einem tragenden Raum À wird demnach 


= e([[[ ré) (10) 
+eff[ “Éters drde 


wobei sich die ungestrichenen GrüBen auf die Integration der 
Gleichung (8) im Raum À, die gestrichenen dagegen auf die Inte- 
gration der Gleichung (9) im gesamten von Wirbeln erfüllten Raum 
gebiet beziehen. Der Vektor r ist von dem gestrichenen nach 
dem ungestrichenen Raumelement hin gerichtet. 

Für den Fall, da die gebundenen Wirbel im ganzen Raum 
zu ein und derselben Richtung parallel sind, läft sich Formel (10) 
für die Gesamtkraft aller tragenden Wirbel noch vereinfachen. 
Es ist nämlich hier das Integral 


LEE LV ge = 0, (1) 


1) Diese ist in den folgenden Darlegungen immer zu yerstehen als die von 
dem Flügel oder Flügelsystem auf die Luft ausgeübte Kraft. In der Flugtechnik 
pflegt man die ihr entgegengesetzt gleiche Kraft, die durch die Lufthbewegung am . 
Flügel hervorgerufen wird, zu betrachten. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1918. Heft 8. 32 
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da je zwei Beträge, die durch Vertauschung von y und y' aus- 
einander entstehen, wegen des dabei eintretenden Vorzeichen- 
wechsels von r einander gegenseitig aufheben. Es braucht also in 
diesem Falle nur das der freien Wirbel e berücksichtigt werden !). 
Diese Beziehung gilt natürlich nicht mehr, wenn der Integrations- 
raum À nur einen Teil des gesamten tragenden Raumes umfaft, 
da jetzt die Integrationsgebiete der dr und dr’ verschieden sind 
und deshalb die Vertauschung nicht bei allen Paaren von Raum- 
elementen müglich ist. 

9. Zur Vereinfachung der Überlegungen ist es zweckmälig, 
einen ,tragenden Faden“ zu betrachten, d. h. ein Raumgebilde von 
dem kleinen Querschnitt F, dessen Längserstreckung dem Verlaufe 
der Wirbellinien des Feldes y folgt. Es ist also in Formel (8) 
dr — dF.ds zu setzen, wobei anzumerken ist, daf ds|y ist, wes- 
wegen eine Vertauschung der Faktoren ds und y in den vekto- 
riellen Produkten erlaubt ist. Man kann deshalb schreiben: 


de eff fr=var.ds = ef ds <v.dF .y. 


Ersetzt man v innerhalb eines jeden Querschnittes F durch seinen 
dortigen Mittelwert v, so kann auch geschrieben werden: 


Es efasx(r-[ far.) Æ efæ<vr (12) 


Dies ist eine Verallgemeinerung des Kutta-Joukowkischen Satzes 
für den tragenden Faden. Die Berechnung von v hat mit Hilfe 
der Gleichung (9) zu erfolgen. 

Im Falle von isolierten tragenden Fäden entsteht hierbei 
dadurch eine Schwierigkeit, daB die Geschwindigkeiten in ein und 
demselben Querschnitt F untereinander sehr grofe Unterschiede 
aufweisen, die gegen Unendlich gehen, wenn F gegen Null geht. 
Bei einem einzelnen geraden tragenden Faden oder bei mehreren 
unter sich parallelen geraden Fäden genügt es, nach dem im vorigen 
Abschnitt Gesagten, das Feld der freien Wirbel £ zu berechnen, 
wobei diese Schwierigkeit nicht auftritt. Ist diese Vereinfachung 
aber nicht anwendbar, dann kann man die Berechnung von v da- 


1) Diese Beziehung stammt von meinem Mitarbeiter, Herrn M. Munk und 
ist in seiner Dissertation , Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges“ 
enthalten. — Unter dem ,Feld der freien Wirbel &” ist hier dasjenige Geschwindig- 
keitsfeld verstanden, das aus der Verteilung « mittels der Biot-Savart’schen Forme] 
folgt. Da die Verteilung s für sich allein nicht quellenfrei ist, ist der Wirbel 
dieses Feldes auch auBerhalb der Verteilung # von Null verschieden. 


M 
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durch erleichtern, daf man zu dem gegebenen Wirbelfaden der y 
einen unendlich langen geradlinigen Wirbelfaden von konstanter 
Stärke addiert und wieder subtrahiert, dessen Wirbelverteilang y’ 
in dem Element F.ds mit der des gegebenen Wirbelfadens an der 
Stelle s, y,, übereinstimmt. Es ist jetzt, wenn V' die von dem 
unendlich langen Wirbelfaden herrührende Geschwindigkeit ist, 
die Kraft in dem Element F.4s 


F . 
dK — 1 vs >< (NH VV + V)dF . ds; 


v*—v' ist nun im Querschnitt F weniger stark veränderlich als 
v*, weil die ürtlichen Einflüsse, die die grofen Unterschiede in 
den Werten von v* hervorgebracht hatten, beseitigt sind, denn in 
dem Querschnitt, für den v zu berechnen ist, heben sich y und 
— y' auf; das noch verbleibende Integral 


F 
He y, ><V'-dF.ds 


ist aber nach einer der G1. (11) vüllig analogen Betrachtung gleich 
Null. Es bleibt also das Ergebnis, daf für die Berechnung von 
K an Stelle von v* auch v*—v’ eingeführt werden darf, bezw. daf 
in GL (12) v — V+(v*—v) gesetzt werden darf. Im übrigen 
verbleibt bei gekrümmten tragenden Fäden die aus der Theorie 
der Wirbelringe bekannte Schwierigkeit bestehen, daf v logarith- 
misch unendlich wird, wenn F bei endlichem I' gegen Null geht. 

10. Die Bildung eines Wirbelsystems hinter den Tragflächen 
hat zur Folge, daf bei der Bewegung der Flügel kinetische Energie 
in der Flüssigkeit zurückbleibt. Dieser kinetischen Energie ent- 
spricht eine Arbeitsleistung der Kräfte k oder, anders ausgedriickt, 
ein bei der Flügelbewegung zu überwindender Widerstand. 
Nach GI. (8) steht die Kraft k senkrecht auf der Richtung von v, es 
ist also die Arbeitsleistung an der Volumeneinheit in dem Bezugs- 
system, in dem der Flügel ruht, k.v, gleich Null. Setzt man 
v— V+v*, so wird demnach 


KV = —k.v* 


In dem Bezugssystem, in dem die ungestôrte Fküssigkeit ruht, be- 

deutet der linke Ausdruck, aufgefaft als Produkt der Geschwindig- 

keit V mit der in ihre Richtung fallenden Komponente der Kraft 

k, die Arbeitsleistung eines Widerstandes, der rechte Ausdruck 

dagegen, aufgefafit als das Produkt der Kraft k mit der in ihre 

Richtung fallenden Komponente der von dem Kräftesystem er- 
82 * 


466 L. Prandtl, 


zeugten Geschwindigkeit v*, bedeutet die von dem Flügel zur Er- 
zeugung der Wirbelbewegung an die Flüssigkeit abgegebene Ar- 
beitsleistung. 

Unter Berücksichtigung von Gl. (5) ist die Arbeitsleistung an 
der Volumeneinheit gleich 


PEN = yXV, v* 


(wegen y><v*.v* — 0!), also “ist die gesamte Arbcitsleistung 
(W — Widerstand): 


Cv Wiki JA yXN .vtdr = 


R ' ' 
| = [ff ff pv. MH gas (13) 


In dem Sonderfall, da alle tragenden Wirbel parallel sind, gilt 
wieder die gleiche Überlegung, die zu G1. (11) geführt hat, es ist 
also auch hier ausreichend, die von & herrührenden Beiträge zu v 
bei der Widerstandsberechnung zu berücksichtigen: 


R 'x<r ; 
wor= [ff Sal p<V ET ddr. (182) 


C. Notwendige Vereinfachungen. 


11. Die strenge Behandlung der im Vorstehenden dargelegten 
Ansätze bietet bei dem heutigen Stande der Mathematik noch un- 
übersteigliche Hindernisse. Man ist deshalb gezwungen, Nähe- 
rungsverfahren einzuschlagen. In dieser Richtung war der Ge- 
danke sehr fruchtbar, nach denjenigen Beziehungen zu fragen, die 
sich im Falle sehr kleiner Luftkräfte ergeben. In diesem 
Fall erhält man offenbar eine ,Näherung erster Ordnung“, wenn 
bei allen vorkommenden GrüBen jeweils nur das Glied niedrigster 
Ordnung beibehalten wird. Dadurch erhält man einen linearen 
Zusammenhang zwischen den Kräften und den Zusatzgeschwindig- 
keiten v*, wodurch die Superposition anwendbar wird und sich 
alle Vorteile der linearen Theorien einstellen. Es steht natürlich 
nichts im Wege, die lineare Theorie mittelst ‘der Methode der 
schrittweisen Annäherung nachträglich zu verfeinern; jedoch zeigt 
die Anwendung der Theorie auf die praktischen Aufgaben, daf 
bereits die lineare Theorie für die meisten Fälle ausreicht. 

Bei dieser ersten Näherung werden die durch das Wirbel- 
system erzeugten Zusatzgeschwindigkeiten V* als überall klein 
gegen die Geschwindigkeit der fortschreitenden Bewegung V an- 
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gesehen, soda v*, wo es als Summand neben V vorkommt, ver- 
nachlässigt werden darf. Die freien Wirbellinien, die nach dem 
unter Nr. 6 Gesagten Stromlinien sind, gehen durch Vernachlässi- 
gung von v* in Gerade über, die von der Hinterkante des Flügels 
parallel mit der Bewegungsrichtung nach hinten verlaufen. Man 
überzeugt sich leicht, daf man einen relativen Fehler von der 
Ordnung der kleinen GrôBe v*/V begeht, wenn man für die Be- 
rechnung von v* am Ort des Tragflügels diese Geraden an Stelle 
der Stromlinien als Sitz der Wirbel annimmt. Die Berechnung 
von v* wird hierdurch auferordentlich vereinfacht. 

Bei der Ermittlung der GrôBe der Gesamtkraft Æ nach Gl. 
(10) kommt das zweite Glied als klein gegenüber dem ersten in 
Wegfall; bei der Berechnung des Widerstandes in der Bewegungs- 
richtung, W, der von zweiter Ordnung klein ist, wenn die Ge- 
samtkraft klein von erster Ordnung, ist dagegen gerade dieses 
Glied ausschlaggebend. 

12. Eine weitere Vereinfachung besteht darin, daf man von 
der genauen räumlichen Verteilung der tragenden Wirbel ab- 
sieht. In den meisten Fällen wird man sich damit begnügen, an 
Stelle der in der Anmerkung zu Nr. 6 beschriebenen Wirbelfläche 
für jeden Flügel einen einzigen tragenden Wirbelfaden anzunehmen, 
der durch die Schwerpunkte der Wirbelverteilungen der einzelnen 
Querschnitte hindurchgezogen ist, und dessen Wirbelstärke in 
jedem Querschnitt gleich der dortigen Gesamtzirkulation ist. Da 
die in der Praxis verwendeten Flügel meist ziemlich langgestreckt 
sind, reicht diese Annäherung für viele Zwecke vollständig aus. 
Die Querabmessungen des tragenden Fadens sind für die meisten 
Aufgaben ohne Belang; man spricht deshalb von ,tragenden 
Linien“!) 

Für den einfachsten Fall, nämlich für eine einzige gerade 
tragende Linie senkrecht zur Richtung von V (für den ,geraden 
 Eindecker“) seien im folgenden die Hauptformeln zumsammenge- 
stellt. Das Koordinatensystem sei folgendermañen festgelegt (vergl. 
Fig. 4): die tragende Linie sei die X-Achse, die Y-Achse zeige 


1) Wie eine nähere Betrachtung zeigt, reicht das Bild der tragenden Linie 
nicht mehr aus für solche Flügel, bei denen die Y Koordinate der Flügelmittel- 
linie veränderlich ist (Flügel in der Flugrichtung gekrümmt oder auch nur schräg 
liegend). In diesem Fall muB die Verteilung des Auftriebes nach der Tiefe Be- 
rücksichtigung finden, da in die Formel für w Faktoren von der GrôBenordnung 
In b/t eingehen (b — Spannweite, { — Flügeltiefe), die bei & — 0 unendliche Werte 
liefern würden. 
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Fig. 41). 
in der Richtung von V nach hinten, die Z-Achse nach unten. Eïner 
Zirkulation der Strômung, die von Y nach Z dreht, entspricht 
dann ein Auftrieb, der am Flügel nach oben, an der Flüssigkeit 
nach unten gerichtet ist (also die Hauptkomponente der Kräfte k 
in der Richtung der positiven Z-Achsel). 

Die Geschwindigkeit v* habe die drei Komponenten w, v und 
w in der Richtung der X-, Y- und Z-Achse. An Stelle von ydr 
in G1. (9) und (10) tritt das Wirbellinien-Element l'dx, an Stelle 


von sdr das Wirbelflächen-Element D ärdy, Der Flügel reiche 
von æ — à bis x — bd. Die Geschwindigkeitskomponenten am Ort 
der tragenden Linie werden hiermit 

w —= 0 =, 


DR EENNPS AUOT 
1) Statt in Fig. 4 ist Tr 2 lesen. 
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£ æ'=Ù0 fy—=© QT (x—x')dx'd 
w(x) = a) \ dx’ \ . £ FR 
z' = a y —0 ((&c—2) +9) 


TER | bar dx! 
fr CAT À da! x—2! 


(14) 


In dem letzteren Integral, dessen Integrand durch Unendlich läuft, 


a 
man sich überzeugen kann, wenn man zunächst in dem Doppelin- 
tegral die untere Grenze y — y, setzt und in dem damit erhal- 
tenen eïnfachen Integral zur Grenze y, — 0 übergeht. 
Der Auftrieb, d.i. die Z-Komponente von K, ergibt sich ge-. 
mäB Gl (12) zu 


le (4) 
ist der ,Hauptwert‘ ( lim ( “ f ) zu nehmen, wovon 
8 —0 
+ & 


b 
= ev | rx, (18) 
a 


der Widerstand (die Y-Komponente von K) gemäf Gl. (12) oder 
(13 a) zu 


d 
W= 6 f rude = hi 
(2 


Da es sich bei diesen Formeln um eine Näherung erster Ord- 
nung handelt, sind sie nur zulässig, wenn « wirklich überall am 
Ort der tragenden Linie klein gegen V bleibt. Dieses ist nicht 
mehr der Fall, wenn I' am Flügelende einen von Null verschie- 
denen Wert hat, denn in diesem Falle würde vom Flügelende ein 
Wirbelfaden von endlicher Stärke abgehen müssen, der eine um- 
gekehrt proportional mit dem Abstande vom Flügelende wachsende 
Geschwindigkeit w ergäbe. Ein derartiges Anwachsen der Ge- 
schwindigkeit kann aber, wenn der Anstellwinkel am Flügelende 
in der GrôüBenordnung der sonstigen Anstellwinkel bleibt, in Wirk- 
lichkeit nicht vorkommen. Wir stellen daher fest, da an den 
Enden der tragenden Linie I' — 0 sein muf. 


DE Êe 


(16) 


Anmerkung. Nimmt man an, da8 der Auftrieb über den 
grôBten Teil des Tragflügels in gleicher Stärke verteilt ist, seine 
Abnahme auf Null sich also auf kurze Stücke an den Flügelenden 
beschränkt, so sind alle abgehenden Wirbel auf einen schmalen 
Bereich an den Flügelenden zusammengedrängt und kônnen daher 
angenähert je durch einen einzelnen Wirbelfaden ersetzt werden. 
Auf dieses Schema, bei dem der Flügel durch drei in nebenste- 
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hender Art zusammengefügte geradlinige Wirbelfadenstücke von 
gleicher Wirbelstärke ersetzt ist, gehen 

alle unsere älteren Untersuchungen zu- | 

rück. Dieses Schema ist immer zu- 
lässig, wenn es sich um das Studium 
eines Einflusses handelt, den der Flügel in einiger Entfernung 
von dem Wirbelsystem hervorruft. Es ist mit Erfolg bei der 
Untersuchung der gegenseitigen Beeinflussung benachbarter FKlügel 


verwendet worden (Anm. 3—5 $. 1). Bei der Selbstbeeinflussung 
des Flügels mu es nach obigem versagen !). 


D. Anwendungen auf den Eindecker. 


13. Die wichtigsten Aufgaben, die sich auf Grund der vor- 
stehenden Ansätze lôsen lassen, sind die folgenden drei: 

1) Gegeben sei die Verteilung des Auftriebes über die Spann- 
weite, ferner p und V; gesucht ist die Flügelgestalt, die diese Auf- 
triebsverteilung hervorbringt, auBerdem der Widerstand. 

2) Gegeben sei die Flügelgestalt, gesucht die Auftriebsver- 
teilung und der Widerstand. 

3) Gegeben ist der Gesamtauftrieb und die Flügelspannweïte, 
auBerdem ep und V; gesucht ist diejenige Verteilung des Auftriebes 
über die Spannweite, bei der der Widerstand ein Minimum wird. 

Über die letztere Aufgabe wird noch zu sprechen sein; be- 
züglich der ersteren beiden sei hier noch folgendes bemerkt: Bei 
der ersten Aufgabe lassen sich die GrôBen w(x) und W durch 
reine Quadraturen ermitteln; mit der Kenntnis von w läft sich 
auch die Frage nach der Flügelgestalt, allerdings nicht in eindeu- 
tiger Weiïise, beantworten. Wenn die Gestalt des Flügelprofils 
und dessen aerodynamische Eigenschaften gegeben sind, dann kann 
zu einer gegebenen Flügeltiefe der Anstellwinkel und umgekehrt 
zu einem gegebenen Anstellwinkel die Flügeltiefe berechnet werden. 
Die Durchführung dieser Aufgabe hat die folgende Annahme zur 
Voraussetzung, die mindestens in dem Falle eines sehr langge- 
streckten Flügels unmittelbar einleuchtet: ein Flügelelement, das 


1) Ein unvollkommener Versuch, die Schwächung des Auftriebes durch die 
Randwirbel bei gegebenen Anstellwinkel zu berechnen, hat zu der bei sehr läng- 
lichen Flügeln immerhin brauchbaren Formel im Jahrbuch der Motorluftschiff- 
Studiengesellschaft 1910/11 (Springer, Berlin/1911) S.87 geführt, die allerdings 
— wegen der nicht näher bekannten Zustände an den Flügelenden — noch eine 
empirische Konstante enthält. 


- 
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unter dem Winkel arctgw/v zur Wâgerechten angestrômt wird, 
muB unter dem Winkel 

« — arctg w/V+ a! (17) 
angestellt werden, um denselben Auftrieb zu ergeben, wie ein 
gleiches Element eines unendlich breiten Tragflügels von konstantem 
Profil, der unter dem Winkel «’ angestellt und wagerecht ange- 
strômt wird. Die Abhängigkeit zwischen dem ,wirksamen Anstell- 
winkel* «’ und dem zugehôrigen Auftrieb kann aus Rechnungen 
nach Art der Kutta’schen oder aus entsprechenden Versuchen ent- 
nommen werden. 

Ist é die ,Flügeltiefe“, d.h. die Abmessung des Flügels in 
der Richtung von V, so kann 1'= Vé. f(x’) gesetzt werden. Für 
praktische Zwecke reicht es immer aus, f(a&') als lineare Funktion 
von «’ anzusetzen: f(w') — c,«'+c, (nach den Kutta’schen Rech- 
. nungen erhält man für flache kreisbogenfürmig gewülbte Flügel, 
wenn 8 den Zentriwinkel des Kreisbogens bedeutet, 


ner 


nach v. Mises!) hat die untere Grenze von c,, die bei den ge- 
bräuchlichen Flügelprofilen auch nicht viel überschritten wird, den 
Wert x). 

Die zweite Aufgabe ist: die Umkehrung der ersten. Sie ist 
im allgemeinen viel schwieriger zu behandeln, als diese, da sie 
nicht auf Quadraturen, sondern auf eine Integralgleichung führt. 
Schreibt man w/V statt arcte w/V, so führt unser Ansatz 


w|V+@ — «(x) — gegebene Funktion von x 
unter Berücksichtigung von Gl. (14) zu der Gleichung : 


LOVAGE : dz fn RAS 
AxV J, dx MATE ÉADE c 


.. Im Folgenden seien zwei Beispiele für die Durchführung deep 
Aufgaben des Näheren ausgeführt. 

14, Bei einem unendlich langen Tragflügel. sei der Auftrieb 
eine periodische Funktion des Ortes. Durch eine Fourier -Zer- 
legung gelangt man hier zu einzelnen Gliedern von der Form 
T = T'eosur. Die zugehôrige Geschwindigkeit w wird gemäf 
uT fr Ssinpz' da. 
a) DT 


G1. (14) w — 


1) v. Mises, ,Zur Theorie des Tragflächenauftriebs“, Zeitschr. f. Flugt. u. 
M. 8 (1917) S. 157. 
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mit w(æ'—x) = u wird 


Anw + co 
— = sinux 
r J 


# 00) 


cos u du EE sin w du 
—— + cosux : 
u uw 
me © © 
Das erstere dieser beiden Integrale ist — 0, das zweite — x!) 
so daf also 


_ HT 2 ur 
w — 4 COSuX —= 4 


wird. Es werde nun I = Viéc,a’ gesetzt, was ohne weiteres zu- 
lässig ist, wenn man die Anstellwinkel von derjenigen Richtung 
im Profil aus rechnet, in der man das Profil anblasen mu, um 
den Auftrieb Null zu erhalten; dann ist der von dieser Richtung 
aus gerechnete Anstellwinkel 


NET ENTER Las 1 A TRES c, 
A ne rr+à) = «(L+ ui) 
Führt man die Wellenlänge 4 — _ ein, so wird 


LA 
aa" = 1+—— D LE (19) 
da nach v. Mises?) c, immer ungefähr — x wird, ergibt sich die 
Näherungsformel .: 
aju 1+54/4. 


Der Widerstand für die Länge /, die eine ganze Anzahl von 
Halbperioden betragen mag, wird gemäfi GI. (16) 


de , UE 
W — TE [eos us dx — AN (20) 
DEP 8 


Handelt es sich um eine beliebige periodische Auftriebsverteilung, 
so ergeben in dem Ausdruck für den Widerstand die gemischten 
Glieder in der Fourier-Entwicklung für die Periode den Wert 
Null; der Widerstand erhält damit den Wert 


l ne 
= Dur. (20 a) 


Die zweite Aufgabe ist bei diesem Beispiel nicht schwieriger 


1) Vergl. etwa Jahnke-Ende, Funktionentafeln, Sn LEE 
2) s. Note 1 auf vorhergehender Seite. 
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zu lôsen als die erste. Man braucht nur den als Funktion von x 
gegebenen Anstellwinkel « in eine Fourier-Reïhe zu zerlegen und 
zu jedem Glied den zugehôrigen Wert von «’.bezw. von T° zu er- 
mitteln, und diese Werte wieder zusammenzusetzen. Es mag dar- 
auf hingewiesen werden, daB nach dem oben angegebenen Zu- 
sammenhang zwischen « und &’ bei abnehmender Wellenlänge bezw. 
zunehmender Flächentiefe der Betrag der Auftriebsschwankung 
immer mehr gegen den Betrag der Winkelschwankung zurückbleibt. 
Dieses Verhalten findet darin seine Begründung, daf bei kurz- 
welligen Schwankungen des Anstellwinkels der Ausgleich der Strô- 
mung nach der Seite immer stärkeren Anteil erhält. Irgendwelche 
Unstetigkeiten im Verlauf des Anstellwinkels spiegeln sich daher 
in der Auftriebsverteilung nur sehr abgeschwächt wieder. 

15. Wichtiger als dieses Beispiel ist das folgende, das sich 
. auf den endlichen Flügel (Eindecker) bezieht. Es hat lange Zeit 
Schwierigkeiten gemacht, geeignete Funktionen für die Auftriebs- 
verteilung zu finden, bei denen nicht an den Flügelenden praktisch 
unwabrscheinliche Singularitäten auftreten. Die Lôsung brachte 
dann (November 1913) der Ansatz: 


1e NES ER PETER 


mit £ — x:b/2, wo b die Spannweite ist. Für die Behandlung 
der hier entstehenden Integrale mag zunächst angemerkt werden, 


da!) 
+1 n°" d Mm=n 
er 
ni NI ré ue 
und 


+ 1 
7 En VIE dE = 70, 
1.3 
2 ,4 


ist, worin p, — ; ee and 4, = p,]|2n+2 ist, also 
P, = 1 d = à 
Pie 5 hi = à 
Pr — è A —= +6 
Ps = +6 ds = 198: 


Hiermit erhält man gemäf G1. (14) bis (16) 


1) Die Form der Darstellung stammt von A. Betz (1917). 
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A = So EG (21) 
ferner, mit p., = 0, 


+ 


D = gg Dniln DE" (OntDps-2npn)) (2) 


% m—=Xk 
W=%3E in La Z don (BR + 1) Peu 2EPn-)}: (23) 


Die Ausrechnung der Zahlwerte für die ersten Glieder der Reïhen- 
entwicklungen ergibt: 


PA 


E 
IT, + (BE —3)+T (BE HE —;y)+e.) (228) 


A = ob V(I,+1I1,+24100+::) (21 a) 


E 


wÙ —= b 


2 
TT 
Le FETISH, RUE Te 


+50 HAT Tite (23 a) 
+aelit+e] 

Mit Hilfe dieses Ansatzes konnte die Frage nach derjenigen 
Auftriebsverteilung, die für gegebenen Gresamtauftrieb den kleinsten 
Widerstand liefert, in Angriff genommen werden. Die Ausrech- 
nung!) ergab das sehr bemerkenswerte Resultat, da8 das Minimum 
dann eiïntritt, wenn alle 1, mit Ausnahme von 1, gleich Null 
sind, also der Auftrieb nach einer halben Ellipse über die Spann- 
weite verteilt ist. Dies Ergebnis hängt damit zusammen, da die 
Zahlenkoeffizienten der Glieder 17, l,, in der Formel für den Wider- 
stand mit denen der Glieder 1, in der Formel für den Auftrieb 
übereinstimmen, während der Faktor von 1" die Hälfte des Fak- 
tors von I", ist. Die Geschwindigkeit w ergibt sich für diese Lô- 
sung als über die Spannweite konstant! Eliminiert man 1, aus 
den Gleichungen, so wird 


DORE | 
RS pr (24) 

Des dur 
W ST 472 T Q V2? ) (25) 


1) Von E. Pohlhausen Ende 1913 durchgeführt. 
2) Erste Verôffentlichung in einem Aufsatz von Betz, Zeitschr. f. Flugt. u. 
M. 5 (1914) S. 239. 


VS 
PT RON SR 
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Die Form eïines Tragflügels dieser Art ergibt sich, wenn festge- 
setzt wird, daB die Profilform und der wirksame Anstellwinkel «’ 
konstant sein soll, als durch zwei Halbellipsen begrenzt, vergl. 
Fig. 5; da w konstant ist, wird auch der geometrische Anstell- 
winkel x über die ganze Spannweite À 
konstant. | 
Für derartige Tragflügel läft sich l 
nun, wie man sieht, an Hand der obigen 
Formeln die Abhängigkeit der Luftkräfte 
vom Seitenverhältnis studieren. Die di- 


» ES 
œ 
ù 


: - A ; 
mensionslose Grôfe c, — ap? wo F der 


Flächeninhalt des Flügels und qg = Lo V° 
der Staudruck ist, ist nach unseren bis- 
herigen Annahmen (vergl. Nr. 13) bei 
gegebener Profilform eine reine Funktion 
des wirksamen Anstellwinkels &' (näm- 
lich c, — 2f(w)); der zugehôrige geo- 
metrische Anstellwinkel ergibt sich aus 
der Beziehung 


F 
CAE a+ = à + a (20) 


Über den Widerstand in einer wirk- 
lichen Flüssigkeit, wie er sich aus den 
Versuchen ergibt, wird die Annahme ge- 
macht, daf er aüs zwei Teilen besteht, nämlich aus dem hier be- 
trachteten Widerstand und einem aus Luftreibung und schädlicher 
Wirbelbildung bestehenden Widerstand, der bei gegebener Profil- 
form nur von «’ abhängt (Für diese beiden Anteile des Wider- 
standes haben sich die Namen ,induzierter Widerstand“ und ,Profil- 
widerstand“ eingebürgert. Der erstere Name soll darauf hinweisen, 
daf dieser Widerstand durch die gegenseitige Beeinflussung . 
der einzelnen Tragflügelteile zustande kommt, der letztere, dal 
es sich um eine Eigenschaft des ,Profils* handelt)  Wird 
W= W,+ W, geschrieben und werden die dimensionslosen GrôBen 


Le 
aF 


Fig. 5 


C, Sels C is 
RATE 1 RER 


und Co — 


eingeführt, so wird unter Berücksichtigang von Gl. (25) 
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4 
wi RS PA 
und damit also 


CF 


EC, = br Je bn (a'). (27) 


Man kann also, wenn man «', oder was praktisch auf dasselbe 
hinauskommt, c, als unabhängige Veränderliche nimmt, von einem 
Fall auf irgendeinen anderen Fall mit anderem Seitenverhältnis 
umrechnen; denn es gilt für je zwei entsprechende Zustände, für 
für die Cy, — Ca, ist; 


LUN Ce vie Œe 

Lo —= Ca — = (26 a) 
CPI 

Cu, mr Cu — UT CE Le +) ‘ (27 à) 


Es ist das Verdienst meiner Mitarbeiter A. Betz und M. Munk, 
nachgewiesen zu haben, daf diese Formeln mit gutem Erfolg auch 
auf Tragflügel von anderem als elliptischem Umri$ angewendet 
werden dürfen. In der Tat zeigt sich, da sie eine für die prak- 
tischen Bedürfnisse ausreichende Darstellung der Abhängigkeit der 
Luftkräfte vom Seitenverhältnis ergeben, und gestatten, aus den 
mit einem Seitenverhältnis gemachten Beobachtungen auf irgend- 
welche Anwendungsfälle mit anderem Seitenverhältnis umzurechnen. 
Daf die Formeln auch bei anderen Umrissen einigermafien stimmen, 
dürfte seine Begründung darin haben, daf die Auftriebverteilung 
auch z.B. im Falle eines rechteckig umrandeten Flügels nicht 
allzu stark von der elliptischen abweicht'). Beim Widerstand, 
für den die Formeln genauer stimmen als beim Anstellwinkel, 
liegt eine Erklärung auch darin, da8 der Widerstand der ellipti- 
schen Verteilung ein Minimum ist und die Veränderlichkeït einer 
GrôBe in der Nachbarschaft des Minimums nur gering ist ?). 


1) Die Durchrechnung von Beispielen zeigt, daf der in den Gleichungen 
(21) und (22) zum Ausdruck kommende Mechanismus bei verhältnismäfig geringen 
Ânderungen der Auftriebsverteilung sehr erbebliche Ânderungen in der Verteilung 
der Geschwindigkeit « liefert, ‘oder anders ausgedrückt, das bei Abweichung der 
Flügelgestalt von der Abb. 5 die dabei auftretende Vertikalgeschwindigkeit w eine 
ausgleichende Wirkung von der Art hat, daB die Ânderung der Auftriebsvertei- 
lung erheblich hinter derjenigen Ânderung zurückbleibt, die auf elementarem 
Wege aus der Ânderung der Flügelgestalt gefolgert werden würde. Für kleine 
Seitenverhältnisse b/6 gilt dies in hôherem Mafe wie für grofe. 

2) Eine Nachrechnung der in Teddington (Technical Renort of the Adv. 
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Der soeben geschilderte Erfolg der Theorie veranlafte uns, 
auch für zusammengesetzte Flügelsysteme entsprechende Bezie- 
hungen zu suchen, Über die Ergebnisse dieser Untersuchungen, 
sowie über andere Aufgaben und Fragen der Tragflügeltheorie 
soll in einer zweiten Mitteilung berichtet werden. 


Comm. f. Aeron. 1912/13. London 1914 S. 97 u.f.) auf Grund von Druckvertei- 
langsmessungen ermittelten Auftriebsverteilung für einen rechteckigen Flügel vom 
Seitenverhältnis 6:1 nach Formel (21) und (23) ergab gegenüber der Ellipse 
einen um rd. 3°/, grüferen Widerstand. 


Verallsemeinerung eines Pélyaschen Satzes auf 
alsebraische Zahlkôrper. 


Von 


Edmund Landau. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 7. Februar 1919. 


Herr Pélya!) hat kürzlich für jeden eigentlichen Nicht- 
Hauptcharakter y(m”) mod. 4 die triviale*) Abschätzung 


FH (x, 2) < & 


der Funktion 
H(x, x) = ZX 1(n) (& > 0) 
m= x 


Zu 
LA(&, #1 < 0 Vklogk 


verschärft, wo c, (desgl. nachher c, und c,) eine absolute Konstante 
ist. Herr J. Schur*) hat diesen Satz dann anders bewiesen. 
Beide Beweismethoden sind auf beliebige algebraische Zahl- 
kôrper nicht anwendbar. Auf ganz anderem Wege jedoch werde 
ich entsprechend für jeden algebraischen Kôrper x des Grades 
n > 1 und jeden eigentlichen Nicht-Hauptcharakter (m) mod. f 
im Sinne meiner Arbeit Über Ideale und Primideale in Idealklassen “) 


1) Über die Verteilung der quadratischen Reste 114 Nichtreste [Diese Nach- 
richten, Jahrgang 1918, $. Des 

2) Auch die Abschätzung = 1p(k) wäre noch trivial; aber @(#%) hat weit 
hôhere GrôBenordnung als V#klogk. 

3) Æinige Bemerkungen zu der vorstehenden Arbeit des Herrn G. Pôlya: 
Über die Verteilung der quadratischen Reste und Nichtreste [Pie Nachrichten, 
Jahrgang 1918, S. 30—36]. 

4) Mathematische Zeitschrift, Bd. II (1918), S. 52—154. 


LETI 


pue 
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meine bisherige (auch schon sehr tiefliesende) Abschätzung von 
12 = 0 
(x, 4) me 1) (@ > 0), 


welche bei festem #, f, # 


HT) = otr+) 


1 n— 1 
(1) ab Dia Ter (& > 0) 
verschärfen, wo 4, (desgl. in der Folge 4,,...) eine positive, nur 
von abhängige ce hier von x, #,.f, PNR Zahl und 


AND) D f — k gesetztist®) Ich behaupte also gleichmäfig 
für alle quadratischen Kôrper 


Le, p1 < e,ŸElog*#.Ÿz, 
gleichmäfig für alle kubischen Kôrper 
| LT (a, 1 = cVklogtk.Vx 


u.s.f. Hiernach ist insbesondere für jeden festen Kôrper x des 
Grades » = 1 und +0 


lautete®), zu 


n—1 
VA, D1 < 80908" 2" + !, 
wo f — B(x) nur vom Kôrper (nicht von #, f a 4) abhängt. 
Ich werde in der Folge noch einen anderen Satz beweisen, 
der gleichfalls an sich interessant ist und zur Begründung von 
(1) gebraucht wird. Er bezieht sich auf das H(x, y), welches dem 
(einzig môglichen) eigentlichen Hauptcharakter des Kôrpers x, d.i. 
dem Charakter 1 mod.o entspricht, wo also £(s, 4) die Dede- 
kindsche Zetafunktion £,(s) und 
HGD= 2 1= 2 Fm=H@ (G&>0 


ME z ME Z 


ist. Er lautet, wenn #, die vom Kôrper abhängige Konstante 


h, = Tim(s— 16,69) = lim FO 2 y 
& = CO 


ist”), 
1 n—1 
(2) LH) h,2] <12,D"T og" Dal (x 0). 
5)1 c, Satz XOV. 
6) Bekanntlich ist D = 1, also k = 1. 


7) Vergl. Satz 155 und 210 meiner Einführung in die elementare und ana- 
Kgl. Ges, d. Wiss, Nachrichten, Math.-phys. Klasse, 1918. Heft 8. 38 
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Beide Sätze (1) und (2) lassen sich einheïtlich so aussprechen *): 
Ist d, — 1 für den Haupitcharakter und sonst d, = 0, so gilt für 
jeden eigentlichen Charakter und x > 0 
1 n—1 


LA(x, x) —d,hal < 4,87 Uog”k.2" T1 


Hilfssatz 1: h, < À,log"" D. 


Beweis: Aus Formel (117) der Æinführung, deren zweiïite und 
dritte Zeile für reelle s positiv sind, folgt für s 1 


2N 


nuws(s—1) FAC 


also durch Summation über alle 4 Klassen 
<a(r()j coco. 
Nun ist bekanntlich®) F(#») hôchstens gleich der Anzahl der 


Zerlegungen von m in % positive ganze rationale Faktoren, 
also, wenn é(s) die Riemannsche Zetafunktion bezeichnet, für 


0 
@ LO<E< (+), 
} 6-1) 


<a tr) eo 


OU, 


Hierin setze ich s — + pp ein und erhalte wegen 4 < VD 


2hN 
nws(s—1) 


1 
AT, VER is mm 
PIN 3 (VD) EP top D = 1,Vé VDlog"* D, 


nie 


FN y Dis D, 


lytische Theorie der algebraischen Zahlen und der Ideale [Leipzig und Berlin 
(Teubner), 1918]. 

8) Auch der Beweis wird bis kurz vor dem Ende gemeinsam verlaufen. 

9) Hiülfssatz 1 meiner Abhandlung Abschützungen von Charaktersummen, 
Einheiten und Klassenzahlen [Diese Nachrichten, Jahrgang'1918, S. 79—97], 
5. 89. 
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‘also 
Ro = Pa RM < ie 
; wd,., VD ‘wVD 
À UN À sue AIO D) 


a == 
7n2 wVD * wVD 
Hilfssatz 2: Für eigentliches % ist 


1E(O, 31 < 4, Vi log" x. 


Beweis: 1) Es sei d, — 1. 6,(0) verschwindet für r = 0. 
Also ist nur der Fall des imaginär-quadratischen Kôrpers in Be- 


10) Aus der hier bewiesenen Ungleichung _ < 4VD log*-1D) folet wegen 


w << 9 (vergl. den Beweis des Satzes 135 der Einführung) und h = 1 die Un- 
gleichung M < 1,,VDlog*"1D. Herr J. Schur hatte mich nun schon vor län- 
gerer Zeit darauf aufmerksam gemacht, daB es (in den üblichen Bezeichnungen, 
vergl. $ 2 meiner in Anm. 9 genannten Abhandlung) im Falle r = 0 eine Ein- 
heit n gibt, die nicht Einheitswurzel ist und für die 


(4) Hog|n® || < » VM AZ<I<n) 


ist. (Die Schursche Begründung lautet: Ist s,,...,s, ein System von Grund- 
einheiten, so läBt sich nach Definition von M (Satz 139) wegen des Minkowski- 
schen Satzes 114 über Linearformen ein System ganzer rationaler, nicht sämtlich 
verschwindender Zahlen x, ...,æ finden, soda für 17 < # 


(à \ 
| Dan og|%1| € ÿM 
M—=1 


ET 


æ 
ist, Wird nun n — #, ...s, gesetzt, so ist hiernach für 1 <17<r 


Hog|n® || £ VM, 
also 


: 
|,2 diœæin°1| 


Log |n°+|| = —— < n\M, 


dr41 
folglich (4) richtig.) Jenes n genügt also für 1<7/< » der Ungleichung 


Log |n®|| < 42 VV Dog" D. 


Ha. de 
2 
Sinne der $. 88 meiner erwähnten Abhandlung für n = 5 


Wegen r=n+n—1Z= tn Te anr=|" 


T5 | ist also im 


n=1 
Vp = A 0 a = o(VDiog"-1 D), 


und die nur von »# abhängige Zahl 1(n), deren Endlichkeit ich dort für jedes 
n = 2 mit elementaren Mitteln bewiesen hatte, ist O für n = 5. 
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tracht zu ziehen (n — 2, », = 0, r, — 1). Hier ist nach on 
(120) der Eïinführung und Hilfssatz 1 
16,(0)| — —6,(0) — À 2 (s—1)6,(s) — Ah, 
S — 


nie FL h, < 1, VDlog D — 1,, Vklogk < 1, Vklog"k. 


2) Es sei d, — 0. Nach einem anderwärts 4) bewiesenen Satz ist 
IE, 2) < Alog"#, 


also nach Formel (58) meiner in Anm. 4 zitierten Abhandlung !?) 


160, »)1 = FO, DIE, 71 < 4: VElog"k. 
Hilfssatz 3: Für x > 0 ist 
H(&) 4; lo Dr. 
Vorbemerkung : Dies enthält wegen . 


‘lim À = } 


æ—00 % lé 


den Hülfssatz 1, der aber hier zum Beweise gebraucht wird. 
Beweis: Nach dem beim Beweise des Hilfssatzes 1 in Erin- 
nerung gebrachten Satz über F(m) ist H(x) hôchstens gleich der 
Lôsungszahl von a, ... a, = x. Diese nur von # und x abhängige 
Funktion ist bekanntlich O(xlog" x) bei wachsendem x, also für 
alle x = 2 kleiner als 4,xlog""'+x Für 2 = x Æ< D ist daher 


H(x) = 1,2108% "x =1,lo8" D;z; 
Horde 0 ist 
HE) = 41, lon" D.7, 
Eur 02 1 
H{D) 0 FAT D:x: 
Daher darf ich mich beim Beweise des Hilfssatzes 3 auf x = D 


beschränken. 
Nach der Formel auf $S. 133, Z. 15 der Einführung ist, 


© 2 — f : on J 'HU)du, 


11) Zur Theorie der Heckeschen Zetafunktionen, welche komplexen Charak- 
teren entsprechen [erscheint etwa gleichzeitig in der Mathematischen Zeitschrift, 
Bd. IV (1919)], Satz 5. 

12) f(s, x) ist in Satz LXVII erklärt. 
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gesetzt, 
se ati . ; x" 
T(2x) = S(22) —2 Ga Di 02,7 6«(0) 
à | —1+ooi (2) 
— ni), SG) 6, (s)ds. 
Für s — —1}+5# ist nach dem Beweise des Satzes 166 (in roherer 


Abschätzung, aber mit Rücksicht auf den EinfluB des D) 


POMEPT 


wo g(é,n) nur von é und », nicht vom Kôrper abhängt, stetig in 


t ist und 
OO 

L g (6; n) dt == À; 
konvergiert. Aus . 

Es) = F(S)E(—S) 
und (3) folgt also für s — —1+# 

215 n D? 

SR ECO AT 

also 


b 1 ee 3 1 
(Po & 2,012" 4f g@ dt = 2,744; 


— OO 
wird æ > D benutzt, so ist also 
[T(2x)| < NT ES A lon ED a 
Ferner ist nach Hilfssatz 1 


PRE LEDT D Ro lon Da 


nach Hilfssatz 2 


2° T ce (0) | <S 1,,VD log” D k œ es 4 Dx' << 2 a" >< 4,108" D ï a+ 


Aus all diesem !) folgt 
(27) 1, log" D.2"". 


13) Für £,(0) würde hier übrigens statt des Hilfssatzes 2 die Bemerkung 
£x (0) = 0 genügen. 
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Nach (5) ist aber 


2x Ya Yn=1 
20 = f a, f 4, f za. 
HH 4 ba 
2æ Yn-1 
> H(e) f auf dy ER 450 2" H(x), 
x x 


H(x) <1,,log""D.x, 


demnach 


q. e. d. 
Hilfssatz 4: Für 0<3<1, xx 1 ist 
E] F(m) 
me 
Mm — 
für 9 > 1, x = 1 
x LE ire 
m = [x] +1 m? 


< q{n, #)log"" D.x"?, 


pn, 8)log"— Da? 


wo p = p(n, à) nur von n und ®& (nicht vom-Kôrper und x) ab- 
hängt. Für x Z 2 ist 
S. F(n) 
m=1 " 


< 1,,10g""D.logx. 


Beweis: Man werfe einen Blick auf den Beweis des Satzes 203 
und beachte dabei Hilfssatz 8. 


Hilfssatz 5: Für die Funktion f(s, x) des Satzes LXVIT gilt 
bei festem 6 für t — 0 


a Ve —nti (log t — 
F6 1) mere y E De nti(logt D A+G(6, b), 
wo y von 6, dem Kürper, f und y abhängt, aber 
[rl = Y(6, n) 


ist, wo v vom Kôrper, Î und y unabhängig ist ; A reell\ ist und nur 
von n und & abhängt; das eo ipso für t — O in /Bezug auf t stetige 
G(6, €) bei festem n nur einem endlichen Vorrai von Funktionen an- 


gehôrt und of) bei wachsendem t (und festen 6, n) ist. 
Beweis : Fe den Beweis der Sätze 166 und LXVII; es 


gehôürt eben ae &S—% bei festem * nur einem endlichen Vorrat 


Ca ED 0 
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von Funktionen an, welche wie à à © asymptoticch abgeschätzt 
werden; [WG ist — 1, und 4 wird — log 2x + 1 — log. 


Hilfsatz 6: Pi dus K{(w)(— Kw, x)} des Suizes XNCIIL gif, 
wenn 20 > À à, 
E k 


1 
+ = — — + 
RON a? >, 
RSR EE RES ER 
ARS UE = à) 
Beweis: Nach den Uberlegungen beim Beweise des Satzes XCIIT 


E: 
À gecetrt 
+ oi : , 
|" pit Y ee 
| _f& 2 Se FR 4 pes 4 GENE 
_Ja— ci —(s+%— 2) K°° (uw) + Emi f (O, y) für 1 = n. 


Nan ist nach Hilsatz 5 für 6 — &,, € > 0 wegen 2({—a)—2 


+: 7 site 
F2 s---(s+x —D 


: 1 .{ L ’ 
re B—®% OT —+ ei (ogt—4— en) | G (0 
wo 7, und G&,(f) genan die in HiKssatz 5 für y und G(e,t} ge- 


nannten Eisencchaften haben Da somit à —ÈIG, (®] sewrohl bis ce, 
als auch in © hinein integriert werden kann, ergibt sich 


| a ta. ns 
J D TE les 
de: ë x er 
ss S ne" | | te mtiflogt — 4 — ve)al+f he wa} ) 
Jo Î € 
also næh S 130 Z 2 der Einführung 


rx |f” git aus Symmetriegründen dasselbe, und die aus 
E Sal 


der Definition von F(s, #) folgende Abschätzang 
HOPIEZR, 
I) eh schreibe 2 statt des dortigen &, da & hier eine andere 


hat Aushuchtung um dem Schmitt des geraden Weges mit der reellen Achse ist 
umnètie, da hier @ — Q nicht vorkommi. 


Rs 
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wurde schon oben benutzt. Daher kommt genau die Behauptung 
heraus. 

Hilfssatz : Für w => 1, O0 <v<uw ist in den Bezeichnungen 
der Sätze 208 und XCIV bei unserem K(w) = Kw, y) 


1 1 1 


| QU PTT RE 
D AO ed NM Ie Re 


und 


1 1 1 
|4,K(w)| < à, L 20 np 2 LE ) 


Beweis: Vergl. den Beweis von Satz 208 unter Berücksichti- 
gung des Hilfssatzes 6. 


Gemeinsamer Beweisanfang für (1) und (2). 

Es genügt, die behaupteten Relationen für x = 2hV/k zu be- 

weisen. Denn für 0 <= 2»\/k ist nach Hilfssatz 1 und 3 
[A(x, 3) —d,hx|= H(x)+h,x<(i,+1,)log" "D .x 
2 n —1 
en | Sep log” D PEUR 
38 e 
1 n— 1 1 n—]1 

Es JUS ; log Dar ET QUE log” h.æ" T 5 


Es sei einstweilen x = \% angenommen. Ich setze 


x Yi Yn—1 
26,0 = f af af "4 Dar, 


0 
; anti a" 
(6) T'(x, x) = &(x, or en re Qi 1) 
und 
1 n— 1 
TR PUR n +1 


so daB VE—<2-xist Dann ist nach dem Paradigma des Be- 
weises von Satz 210 


ND À: Kw 
A, T(x, 4) — Di, 2 ne 4, K(w), 


wo [e,1=F(m), v = ma, w = me ist. 
Hieraus folgt nach Hilfssatz 7 
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F(m Lio 
ua Min {e Um 


pe OO 
12, Ta, y) < 2 
M — 1” 


1 ar SRI SEE 
RS En AN NT RU 1 


k° m'zm z + km" à 
5e : on 1  F(m) 1, À F(m) 
= ; ne nÈi 1 Does 
2 2n 
1 Il 
an ace à £ F(m) | 
d a CARRE À 
m—= [2] + io 


1 APE ON LR 
< À,,log" "D (eu a x? ne e Ur He log z 
PA A 
LE Lt |] 
In der Klammer haben das erste und dritte Glied den gemein- 
samen Wert 2. Das zweite ist < 3*“logk; denn für yZ=e 
nimnt BV monoton ab; wegen ke => k\Vk = 212 — e ist daher 
h° log z < ui le k°2 el) PU 
#7 
(7) 12, T (x, y) < log" D.2%log k = 1,108" k. 2%" 
Nach (6) ist nun 
LA (& D dla" = 2,T(œ, 1) + hudoho2"* + € (0, 2)2 


also unter Benutzung der Hilfssätze 1 und 2, sowie des bisherigen 
Ergebnisses (7) 


PUS : 2logk. Also ergibt sich 


12,8 (x,x)—dih,æe"| < 1,,10g" bat log" D.2+2 R log" k. 2" 
(8) = Lolo" prete 
Beweis von (2). 
Nach S. 135, Z. 7 der Einführung und (8) ist (für x = VD) 
Ds ME 
H(a) <+7" 4,8%) <hz+a, D" log D.x"t}, 
= HER 
H(c+tn)>2 "12,9 (x) >h,z—A, “D log" D:2 5600 
Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1918. Heft 3. 34. 
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1 N—1 
also für y=ND+nD" (VD) FT — VD+n\VD 
1 n —1 1 n—1 
a > nn 0 ot) 3e Dog D" 
1 n—1 


y D log Dur e. 


Für x > 2n\D ist also (wegen 2n D —VD+nVD) 

al LR 
(9) LH) — ha] < 4,4 DT og" D.æ"t}, 
q. e. d. ts 


Beweis von (1). 
Nach einer Überlegung beim Beweise des Satzes XCV ist 


127" 2,8 (x, 3) — Ha, = H(&+n2) -H(o), 
also nach (9) für æ > 2nVk = 2nVD 
: £ 1 n— 1 
Le" 2,R (a, 1) H (x, n<nhe+A D" log" D.(c+nx)" T1 
1 n—1 1 n—1 
LD" og" D." T1 <a, og" k.x" tt}; 


nach (8) ist andererseits 


1 h —1 
Le "2,8 (a, x)| < AR og" #.æ"t1 ; 
also ergibt sich 
_ 1 REX 
[H(&, 4)1< 450 T og" ka" T ù ; 
qe, d. 


Materialien für eine wissenschaftliche Biographie 
von (rauss. 


af 
Gresammelt von F. Klein, M. Brendel und L. Schlesinger, 


* VI. Die Wechselwirkung zwischen Zahlenrechnen 
und Zahlentheorie bei C. F. Gauss. 


Von 
Ph. Maennchen in GieBen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 8. Februar 1918 durch F. Klein. 


Einleitendes. 


Wenn man die Lebensarbeit des yprinceps mathematicorum 
überblickt, so fällt neben der auBerordentlichen Vielseitigkeit und 
Tiefe wohl am meisten die Tatsache auf, daB sich sehr viele Er- 
gebnisse vorfinden, die durch zahlenmäfiges Rechnen — und dazu 
häufig durch peinlich genaues Rechnen — gewonnen worden sind. 
Und zwar sind es nicht nur Beïspiele, die gewissermafen als Er- 
läuterungen zu den von ihm entdeckten allgemeinen Sätzen dienen, 
sondern wir finden ganze Tafeln, deren Herstellung allein die 
Lebensarbeit manches Rechners vom gewôhnlichen Schlage aus- 
füllen würde. Dazu kommt, daB diese Rechnungen und Tafeln auf 
Stellenzahlen ausgeführt sind, die das in der Praxis erforderliche 
Maf weit übersteigen. Wir énvalinon vorerst nur die Herstellung 
von Logarithmentafeln, die vollständige Dezimalbruchentwickelung 
der reziproken Werte aller Primzahlen und Primzahlpotenzen inner- 
halb des ersten Tausenders, die Tafel der arithmetisch-geometrischen 
Mittel, die Tabellen zur Cyklotechnie und das Bruchstück: Qua- 
dratorum Myrias prima. | 

Wie kommt es nun, daf GauB nicht nur alle diese anscheinend 
0 mühseligen und geisttôtenden Rechnungen auszufübren vermochte, 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton, Math.-phys. Klasse. 1918, Beiheft. 1 


9 Ph. Maennchen, 


sondern daB er auch noch Zeit übrig behielt zu seinen tiefdringen- 
den Untersuchungen, zu seiner praktischen Betätigung als Astro- 
nom, Geodät und Physiker, ja, daf er sich sogar noch mit dem 
Versicherungswesen beschäftigen konnte, alles Gegenstände, die 
wiederum einen ungeheuern Aufwand von Zahlenrechnung nôtig 
machten? Die Erklärung kann nur die folgende sein: Die Rech- 
nungen waren für ihn weder mühselig, noch geisttôtend, sondern 
Gauñ benutzte, wo es irgend anging, Vorteile, ,artificia“, die sich 
ihm namentlich bei der Aufstellung von Tafeln sehr bald darboten 
und ihm die Fortführung der betreffenden Tabelle bedeutend er- 
leichterten. Diese Vorteile erwiesen sich sehr bald selbst wieder 
als Sonderfälle neuer zahlentheoretischer Sätze, und so gewann er 
beständig neues Material zu seinen Forschungen in der niederen : 
und hôheren Zahlentheorie und zugleich immer wieder neue Mittel, 
um Zahlenrechnungen einfach und eigenartig zu erledigen. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, den Gredanken- 
gängen nachzuspüren, die sich bei der Rechenarbeit des Zahlen- 
gewaltigen abspielten, die Rechenvorteile aufzudecken und zu be- 
gründen, die ihm ermôüglichten, das spielend zu bewältigen, was 
anderen Rechnern nur Mühe und Arbeit, aber gewiB keine Freude 
gemacht hätte. Da nun häufig die Spuren der ursprünglichen Ge- 
dankengänge umsomehr verschwinden, je druckreifer eine Arbeiït 
wird, so muBten die Belege an der Urquelle gesucht werden, im 
handschriftlichen Nachlaf. Dabei bestand zugleich die Absicht, 
die Entwickelungsstufen festzustellen, die Gau$’ Rechenfertigkeit 
nach und nach durchlaufen hat. Allein dieser Plan konnte nicht 
streng durchgeführt werden und zwar aus zwei Gründen. Einmal 
zeigt GauB als echtes Genie vieles Sprunghaîfte in seiner Ent- 
wickelung, und dann wird die Sichtung des handschriftlichen Nach- 
lasses nach entwickelungsgeschichtlichen Gresichtspunkten dadurch 
erschwert, da viele Blätter zweifellos in verschiedenen Lebens- 
abschnitten des Meisters immer wieder von neuem beschrieben wor- 
den sind, so da die zeitliche Einordnung in vielen Fällen nicht 
gelingt. Immerhin war es môglich, auch nach dieser Richtung hin 
einige Klarheit zu schaffen. 


LE 
Stufe der Empirie. 


Da Gauf sich zu Beginn seiner Forschertätigkeit mit umfang- 
reichen Zahlenrechnungen beschäftigte, ist nicht verwunderlich. 
Die Mathematiker der damaligen Zeit waren vielfach Empiriker; 
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sie ermittelten neue Sätze und Eigenschaften von Zahlen und Funk- 
tionen vorwiegend durch Induktion, und in einem gewissen naiven 
Entwickelungszustand betrachtete man einen Satz schon als sicher- 
gestellt, wenn die gewählten Beïispiele auf eine grôfere Anzahl von 
Dezimalstellen stimmten. 

Daf auch Ganê diesen Weg beschritt, lehrt uns z. B. das Binéle 
stück einer Jugendübung, die er auf dem Deckblatt seines Exem- 
plars von Leistes!) Algebra aufgezeichnet hat: 


hs nl 1 So à 
[1] LE M A CE A vel 
1e 44 1 Fe à 
[21 RE EE PO | 1 a. 
FEU AE Ne a 
[3] 27 MALE FORT EN 7 ME lu NC 7 à 
ru 1 
Fée de Rates à 
RS PA 1 
blaster 
4 95 7 64. 121 
RS 1 n° 
SRG Be et Le Cie 
Cie de ul es mia 
25 Ÿ Bi ‘ 169 
Here 1 RS OR 
Flac on mme. m 927 
PR Me | 1 
[91 ÿo +49 * 101 * 295 * — (0,15 886 
He trad 1 SARA RS 
HO] 55 +62 +142 Ÿ 586 


Diese Tsotibnn gehôrt noch der empirischen Epoche an; For- 
mel [1] nimmt GeuB zum Ausgangspunkt für die Herleïitung neuer. 
Formeln. Und zwar gelingt dies bei den Formeln [2] [3], [6], ], 8] 
und [10] durch Vergleichung mit der Ausgangsformel; does 


1) Chr. Leiste, Die Arithm. u. Algebra, Wolfenbüttel 1790. Dieses Buch 
sollte ihm wohl ursprünglich als Vademecum dienen; er hat es sich daher auch 
mit Schreibpapier durchschiefen lassen. Sein Geist eïlte jedoch so rasch über 
den Horizont dieses Buches hinaus, daB auf den Schreibseiten zumeist Dinge 
stehen, die mit dem gedruckten Text daneben keinerlei Beziehung haben: 

2) Vergl. Euler, Introductio in analysin inf, 1748, T. 1, Cap. 10. 

8) Bei Euler à. a. O. bewiesen. 

1* 
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nicht bei den übrigen. Darum ermittelt er bei [7] und [9] die 
Zahlenwerte auf einige Dezimalstellen und wird jetzt vermutlich 
probiert haben, ob ein solcher Wert mit einem aliquoten Teil einer 
Potenz von x in Übereinstimmung zu bringen ist. — Das Problem 
ist unerledigt geblieben, obgleich die Reïhe der reziproken Qua- 
drate in der Abhandlung von 1812 (Werke III, S. 153) in der 
Theorie der 11-Funktion auftaucht; aber man erkennt hier schon 
deutlich GauB’ Geschicklichkeit in der übersichtlichen Anordnung, 
die alle seine Arbeiten kennzeichnet. 

Diese Gabe der übersichtlichen Darstellung offenbart sich auch 
in einer andern Jugendübung (Leiste, S. 47): 


(TO = 
+ 1,00000 00000 — 0,00006 40000 
800 00000 136 53 
8533 33 44 
2 40295 3 


1,00800 08535 73 
6 40136 57 


1,00793 68399 2 
also 
V2 — 1,25992 10499. 


Die Erklärung ist einfach: 


= PS tt) LOBE 


10 4 
= Ve = (1024). 


Die Rechenvorteile, um mit Hilfe der Binomialreihe Quadrat- und 
Kubikwurzeln aus ganzen Zahlen auszuziehen, sind wohl vor Gauñ 
gang und gäbe gewesen; namentlich hat ja in dieser Hinsicht Euler!) 
ein groBes Geschick entfaltet. Aber die praktische Art der Dar- 
stellung verdient Bewunderung, da alles so übersichtlich angeordnet 
ist und die Zahl der Dezimalstellen ohne Mühe nach Belieben ver- 
mehrt werden kann. 

Um andere uns erhaltene J ee richtig zu würdigen, 
sei noch folgendes vorausgeschickt : 

GauB hat schon in früher Jugend mit zwei Problemen gleich- 


1) L. Euler, De inventione quotcunque mediarum proportionalium citra radi- 
cum extractionem. Novi Comment. acad. Petrop. 14 (1769): I, 1770, 5. 188—214; 
Comment. arithm. 1, 1849, S. 401—418. 
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sam gespielt, die ihn sein ganzes Leben hindurch beschäftigt haben 
und für seine Entwickelung bedeutungsvoll geworden sind. Diese 
Probleme sind das arithmetisch-geometrische Mittel und das Fort- 
schreitungs- bezw. Verteilungsgesetz der Primzahlen. Bei der 
rechnerischen Beschäftigung mit beiden Problemen spielten die 
Logarithmen eine wichtige Rolle. Nun waren dem 14jährigen 
GauB 1791 von Gônnern einige mathematische Bücher geschenkt 
worden, darunter die Logarithmentafel von Schulze’'), in der die 
dekadischen Logarithmen auf 7 Stellen und die natürlichen (hyper- 
bolischen) Logarithmen der Primzahlen bis 10000 durch die uner- 
müdliche Arbeit des Artillerieoffiziers Wolfram auf 48 Dezimal- 
stellen berechnet waren. Dies war die erste Logarithmentafel, 
die Gau$ in die Hände bekam; vorher hat er sich vermutlich ohne 
Logarithmen oder mit selbstentworfenen Tabellen beholfen. Ent- 
würfe zu Logarithmentabellen beschäftigten ihn auch später, und 
“es wurde ja schon in der Einleitung auf seine selbsthbearbeiteten 
Logarithmentafeln hingewiesen. Bei der Bearbeitung solcher Lo- 
garithmentabellen geht er auch äuferst praktische Wege, wenn 
auch schon ganz ähnliche Überlegungen von Huyghens voraus- 
gingen, die Gauf aber damals noch unbekannt waren. Ein Stück 
der Tabelle, die sich Werke II, $. 502 findet, soll als Probe ‘hier 
wiedergegeben werden: 


81 SE fuit 
5 lee) 
b at Sn | 3° 
? 4 6560 \2°.5.41 
je at a A) 
/ 1024 \ 2° 


Das Wesentliche ist, wie man sieht, daB Zähler und Nenner um 
1 verschieden sind, so daf die Logarithmenreihe stark konvergiert. 
Dabei sind solche Zahlen gewählt, daB jeder neue Bruch hôchstens 
einen neuen Primfaktor liefert. In dem obigen Stück der Tabelle 
liefert c sogar überhaupt keinen neuen Primfaktor. Bildet man 


Fe so ergibt sich: 
d D LAN Or ERU-2. ee 


ie - fort 


be 2.5 35 bd] 


1) J. C. Schulze, Neue und erweiterte Sammlung logarithmischer ,.. ... 
Tafeln, I, Il, Berlin 1778. 
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Nun kann man bequem den dekadischen Logarithmus von 2 be- 
stimmen : 
10.10g2—3 = 21log a —log b — log c, 
also 
1 L L 1 
Rep He+b(s- 2.81 * 3.85 sg | 
1 1 1 1 al 

te 2.6800 PR 2.104 +.)]} 

Hat man erst einmal den Logarithmus von 2, so kann man 
der Reïhe nach alle folgenden berechnen. 

Nachdem Gauf im Besitz der Wolframschen Logarithmen- 
tabelle war, konnte er sich an mancherlei weitere Aufgaben wagen, 
die übrigens auch noch dem Geist seiner Zeit gemäB sind. Es 
handelt sich darum, die Logarithmen von GrôBen. zu bestimmen, 
die sich bei der zahlenmäBigen Berechnung von Reïhen ergeben 
haben. Da solche GrôBen auf viele Dezimalstellen ermittelt waren, 
so stand der Numerus natürlich nicht vollständig in der Tafel. 

Gauf verfuhr nun in der ersten Zeit ganz nach der Anleitung, 
die er in Lamberts ,Zusätzen zu den logarithmischen etc. Tabellen“, 
Berlin 1770, S. 53—65 vorfand. Zur Erläuterung diene das Bei- 
spiel, das sich auf dem Deckblatt von Lamberts ,Tabellen“ von 
Gau$' Hand aufgezeichnet findet: 


_ 22 2484 12983 008 
F7 2485 12983009: 


Gauf hat die Rechnung, an dieser Stelle wenigstens, nicht weiter 
geführt. Die Fortsetzung hat man sich offenbar so zu denken, 
daf man setzt: 


lu oo lioiet In. la 2488 


1 1 
= (rose 7 2,12 983 008? +) 


wobei man mit den zwei ersten Gliedern der eingeklammerten 
Reïhe schon einen hohen Grad von Genauigkeit erzielt. 

__ Gauf ist zu diesem Ausdruck für x in der Weise gekommen, 
daf er von dem bekannten Näherungswert = ausgeht und mit 
diesem zunächst in 3,14159265 ... dividiert. Den Quotienten sub- 
trahiert er von 1 und verwandelt den Rest in einen Bruch mit dem 
Zähler 1. Der Nenner ist rund 2485. Nun verfährt er in gleicher 

22 2484 


Weise mit 77 Q 2485 . 
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FE 
Das GauBsche Divisionsverfahren. 


Warum GauB hier abgebrochen hat? Die Division durch 
12983008 hat ihn vermutlich wenig gereizt. Damit kommen wir 
auf eine weitere Eigentümlichkeit. des GauBschen Zahlenrechnens. 
Das Rechnen mit Vorteil kann man definieren als die Kunst, un- 
angenehme Rechnungen nach Môglichkeit zu vermeiden. Zu diesen 
unangenehmen Rechnungen gehôrt in erster Linie das Dividieren 
durch grofe Zahlen. Dieser Unannehmlichkeit ist GauB in genialer 
Weise ausgewichen. 


Hat GauB einen Bruch L 


Pi Ps 

_zahlen bedeuten, so weiB er diesen Bruch leicht in zwei Teilbrüche 
re zu zerlegen. Das ist ja an sich nichts Ungewühnliches, 
denn die Aufgabe gehôrt zu den Diophantischen Aufgaben und 
ihre Lôsung ist schon sehr alt!) GauB kennt jedoch Verfahren, 
die äuferst rasch zum Ziele führen, so da die Rechnungen bei 
ein- und zweistelligen Werten sofort im Kopf ausführbar werden. 
Er gibt zwar in seinen Disquisitiones, Sectio Sexta, Werke I, 
S. 881 allgemeine Anleitungen dazu, allein in der Praxis hat er 
Kunstgriffe angewandt, die in seinem Werke nicht verzeichnet 
sind. In dem schon oben erwähnten Buch von Leiste findet sich 
bei S. 79 folgende Aufzeichnung : 


, Wo p, und », verschiedene Prim- 


de à à b dE RO te AU 
31881 — 139 * 229 D LR de em 
DRM SAGE PES 06 

£ RE ENT Er 


Die Deutung ergibt sich so: 
Aus der Gleichung 


229 a + 1396 = 2 
folgt 


2 2 


1) Vgl. G. Loria, Studi intorno alla logistica greco-egiziana. Giornale di 


matematiche, 82 (1894), S. 28. 


2) _ = . soll hier bedeuten: & = 1c (mod ») und b = 44 (mod #). 
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Aus derselben Gleichung folgt ebenso 


2 2 . 
(2) b = 159 = 130-500 (mod 229). 
Aus (1) ergibt sich 
È 2 _ 280 
und weiter 
re Ce % (mod 189). 
In gleicher Weise ergibt sich aus (2) 
2 460 46 
und weiter | 


In diesem Beispiel treten bereits verhältnismäBig grofe Nenner 
auf; und doch scheïnt es, als ob GauB mit diesem Algorithmus 
auch Beiïspiele mit noch grôBeren Zahlen spielend bewältigt habe. 


Nun kommt die weitere! Rechnung für ue Um sie aus- 
2 


1 
zuführen, hat GauB zunächst die Tafel zur Verwandlung ge- 
meiner Brüche in Dezimalbrüche angelegt. In dieser 
Tabelle findet sich die Dezimalbruchperiode der reziproken Werte 
einer jeden Primzahl und Primzahlpotenz zwischen 1 und 200; 


später hat er die Tabelle bis 1000 fortgeführt. 7 braucht nun 


nicht durch Multiplikation mit #, ermittelt zu werden; denn sobald 
man weif, welche Potenz von 10 ‘kongruent #, (mod p,) ist, s0 


braucht man nur de mit dieser Potenz von 10 zu multiplizieren, 
1 


dann folgt nach dem Komma die Dezimalbruchperiode von Se 


Zur Erleichterung dieser Rechnung hat Gauf auch hierfür eine 
besondere Tabelle aufgestellt. 

Aber, so wird man fragen, wie hat er die Riesenarbeit be- 
wältigt, die Tafel zur Verwandlung der gemeinen Brüche aufzu- 
stellen? Da muB doch reichlich dividiert werden und zwar zum 
Teil auf Hunderte von Dezimalstellen, um die vollständige Periode 
zu erhalten. DaB er Kunstgriffe angewandt hat, um diese Tabelle 
»quam citissime“ zu konstruieren, gibt er selbst zu (Werke I, $. 388), 


on 
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die Kunstgriffe selbst verschweigt er und verweist auf Robertson !) 
und Bernoulli, die vor ihm schon ähnliche Vorteile angewandt 
hätten. Bei Bernoulli?) wird auf folgende Vorteile hingewiesen: 

1) Wenn für den reziproken Wert der Primzahl p die Periode. 
die grôfite Stellenzahl »—1 hat, so ergänzt jede Ziffer der 1. Hälfte. 
der Periode die entsprechende der 2. Hälfte zu 9. Demnach braucht 
man nur die eine Hälfte zu berechnen. 


2) Hat man für OP en den Quotienten 9, so ist für a _ der 


Quotient (10*—1)9, und folglich genügt es, g von 10" .g abzuziehen, 


um die Periode von . zu erhalten. Denn da = = 10".qg—9Q 
3 non LOI. dre ST San om 
ist, so ist 5 0 Beispiel : 

ICE D 77; 7700077 = 76923; + — 007002, 


8) Sobald sich ein Rest ergibt, der À, 1, 1 usw. eines bereits 
aufgetretenen Restes ist, so ist der nun folgende Teil der Periode 
3, 4, 1 usw. der Periode vom ursprünglichen Rest ab. Z.B. 


. — 0,0, 14/0845, 07’ 04 225 352 112 676 056 338 028 169101 408. 


Zu der ersten Stelle nach dem Komma gehôrt der Rest 10, zu 
der 7. Stelle der Rest 5; also folgt von der 8. Stelle ab die Hälfte 
der Periode von der 2. Stelle ab. Nach der 9. Stelle folgt aus 
dem gleichen Grunde die Hälfte der nach der 3. Stelle folgenden 
Periode. Nach der 4. Stelle ist der Rest 60, nach der 30. Stelle 
der Rest 20; also folgt von hier ab der 3. Teil der Periode nach 
der 4. Stelle, usw. Auf diese Weise läBt sich die Arbeit auf eine 
bequeme Division mit einstelligem Divisor zurückführen. 

ÆEs gibt noch weitere Vorteile ähnlicher Art, auf die wir aber 
hier nicht eingehen, zumal es sich kaum feststellen läft, welche 
von diesen Kunstgriffen GauB angewandt haben mag. Jedenfalls 
geht der Arbeitsaufwand zur Herstellung einer Dezimalbruch- 
periodentabelle bei der Anwendung derartiger Verfahren auf ein 
bescheidenes Ma zurück. 


Hatte nun GauB eine Divisionsaufgabe , 80 bildete 


a 
Di D Pa Pr 

1) Theory of circulating fractions. Philos. Transact. 1768, $S. 207. 

2) Johann III. Bernoulli, Sur les fractions décimales périodiques. Nouv. 
Mémoires de l’Acad., Berlin 1771 (1773), S. 273. Vel. auch Lambert, Acta Eru- 
ditorum 1769, S. 107—128. ; 
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er daraus rasch die Aufgabe = ae are Dex suchte in der Pe- 
Pa 
riodentafel die Dana a pe 4 Glieder, schrieb sie 


untereinander und addierte. Wir begreifen nun auch, daf es ihm 
da auf 10 Stellen mehr oder weniger nicht anzukommen brauchte. 

Da8 die ganze Rechnung bei ihm mit grofer Schnelligkeit er- 
ledigt wurde, geht daraus hervor, daB er in seinen Disquisitiones 
(Werke I, $S. 387) darüber sagt: ,Quando enim paucae [figurae 
decimales] sufficiunt, divisio vulgaris sive logarithmi aeque ex- 
pedite plerumque adhiberi poterunt“. 

Die Schnelligkeit, mit der er sein Verfahren handhabte, war 
wohl eine Folge der grofen Übung, die er sich durch die be- 
ständige Anwendung erworben hat. Zu den Anfangsübungen darf 
man wohl auch die folgende rechnen: 

Leiste, $S. 54. 


[011415926538 [— 
353 981 633 Ta 


2 831 883 ST al 


3856813486  [0,252a] 

35681348 [0,0252«] 

3892494835  [0,2772«] 
[0,013925 [: 5] 


[0,00]785 [0,03 44«] 
785 re 
RÉ PAIN AU 8 00 À {1 


Das Bemerkenswerteste an diesem Beïspiel ist das eigenartige 


Rechenverfahren, um zu dem Näherungswert _ 


Er wendet hier die beim kaufmännischen Rechnen übliche ,welsche 
Praktik“ an?). Wir werden später noch an einem andern Beispiel 


zu gelangen. 


1) Die Bemerkungen in den eckigen Klammern sind von uns hinzugefügt. 

2) ,Solche Zurückführungen gesuchter Ergebnisse auf schon Ermitteltes 
durch Addition oder Subtraktion einfacher Bruchteile des Ermittelten übten nach 
ursprünglich altägyptischem Muster vorzugsweise italienische Kaufleute, durch 
welche das Verfahren spätestens im 15. Jahrh. in ganz Europa bekannt wurde.“ 
(M. Cantor, Politische Arithmetik, 2. Auf, Leipzig 1903, S. 7.) 

Ein einfaches Beispiel aus der infdanniichen Praxis môge hier angeführt 
werden: 200 Pfd. kosten 8,40 M, was kosten 162 Pfd.? 
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sehen, mit welchem ungewôhnlichen Geschick er diese Praktik 
handhabte. Die Aufzeichnung fällt môglicherweise in eine Zeit, 
wo ihm die Kettenbrüche noch nicht geläufig waren, sonst hätte 


er wohl . vorgezogen. Noch wahrscheinlicher ist aber, daf die 
ganze Notiz lediglich den Charakter einer Übungsaufgabe hat. 


HT 
Übung des Divisionsverfahrens an Kettenbrüchen. 


Eine andere Anfangsübung ist die Bestimmung von V5. [Nach- 
la8, Kapsel 44.] 


1 6 6 34 177 299 537 289 
ir rate 


211 421  133957148° 

Hier benutzt er bereits die Kettenbruchentwickelung für V5, und 

-zwar den 12. Näherungsbruch, zerlegt den Nenner in die Faktoren 

4.13.29.211.421, macht dann in der oben geschilderten Weise die 

Partialbruchzerlegung und erhält so das rechts von V5 stehende 

Aggregat. Auch den 8. Näherungswert derselben Kettenbruch- 
entwickelung gibt er darunter an: 

930 249 

V5 = 316020 

Eine vollständig durchgeführte Übungsaufgabe dieser Art finden 


sir Leiste, 8. 60. Es handelt sich um VI7—4+<, 1 
8+-.. ininf. 


416020 = 4.5.11.31.61 


Man beachte wieder die praktische Anordnung. 


42 2 4 b 6 7 8 9 
4 33 268 2177 17684 143649 1166876 9478657 


1 8 65 628 4259 34840 233009 2298912 65.287297 


pr. pr. 
200 Pfd. . . . 8,40 M 
SOA EE SCO 
1807 Mie HAL SnÈG 
TOR RPM Tes, 
OR 6,80 , . 


Die Anregung zum Gebrauch der welschen.Praktik erhielt GauB jedenfalls 
aus ,Remer, Arithmetica Theoretico-Practica, Braunschweig 1737“, GauB besaB 
dieses Buch bereits im Alter von 8 Jahren und hat wohl schon frühzeitig die 
Anleitungen zum Rechnen mit Vorteil durchstudiert. Besonders geschickt 
durchgeführte Multiplikationsbeispiele finden sich in Caput IV dieses Rechenbuchs, 
S. 120 u. ff. 

Über ,welsche Praktik“ vgl. J. Tropfke, Geschichte der Elementarmathe- 
matik II, 1902, $S. 76 u. 100 oder M. Cantor, Gesch. d. Math. IT, 1900, $S. 226. 
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9478687: 5: 9 4. 42 720 
2998919 — 7 3 11 3 * 311 


a — 2,34726 68810 28038 90675 24115 75562 
1 
a — 312 
Cetera — 1,74458 87415 887445887445887 44588 | 
1,12310 86256 17683 40549 À 


Man sieht, da der 5. Näherungswert bereiïts auf seine Brauch- 
barkeit untersucht worden ist; allein der Nenner erwies sich als 
Primzahl (pr.). Ebenso war es mit dem Nenner des 7. Näherungs- 
wertes. Der 6. war zwar brauchbar; denn der Nenner ist 40.13.67; 
aber er wurde wohl eïnstweilen zurückgestellt. Ein Näherungs- 
wert für eine Quadratwurzel scheint unbrauchbar zu sein, wenn 
der Nenner nicht in Primfaktoren unter 1000 zerlegbar ist, da in 
diesem Falle die Dezimalbruchtabelle nicht benutzt werden kann. 
pa us aber, wenn der Zähler in dieser Weiïse zerlegbar ist, 
NN ir | 
mit dem Radikanden multiplizieren. Solche Versuche, den Zähler 
zu zerlegen, finden sich gelegentlich bei Gauf. 

Über diese Stufe erhebt sich nun GauB durch die Versuche, 
die Genauigkeit zu verschärfen. In Kapsel 44 findet sich 
folgendes Beispiel : ; 

19 275 807° + 2,195 025° 152 139 002499 


2.195025.278807 107578620800 de PO 


= & VI7 berechnen und dann mit 17, oder allgemein 


Fo TN SAP LE 086 
— 60/7 lo tar 260 ‘oi 
Der Gedankengang ist vermutlich der folgende gewesen: Für 


D LL 4 j ist der 14. Näherangswert SE 
2+— 195025 
2... in inf. 


1. 


CRAIS/ PRE : = u 
Nun sei y Näherungswert für \/#, und zwar me Vx; dann 


v Un 


> 1 und Ze el Alsdann ist mit noch viel gerin- 


ist 
v Un 


gerer Abweichung die Gleichung erfüllt: 
u_ om Lo 
o Vn “4 


1) Er addiert zunächst 2+ 4 — 1+.4 — 1,030303, und dieses Ergebnis 
zählt er zu 5 — 0,714285 714285 in der Dezimalbruchtabelle. 
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woraus folgt: 
uw nv 
ann 
und hieraus: 


2 2 
Env 4 Vz. ds 


2uv 
Noch wahrscheinlicher ist allerdings der folgende Gedanken- 
gang, der ein besseres Urteil über den Grad der erreichten Ge- 
nauigkeit ermüglicht : 


ST 
Vr 8 =; D'un = Es 
3 + 2 
Ww+e u E 
Ÿ v u 
+ 
one nue je 
Ÿ w Ÿ 2u Ÿ 2uv 
Qu Es 3 
h = ———, und da Es — v.n ist, 
Duv 
uL nv 
Ven ne 
Quv 


Auf der nächsten Stufe zeigt Gauf bereits eine Rechengewandt- 


heit, der nur schwer zu folgen ist. Die Kettenbruchentwickelung 
liefert ihm für V/15: 


457 470751 
1) VIS quam proxime = So 
NE AOC RO ARE ee 
ot 34:31 CN GNS LOURE CEA ARE (7 
»: 28 355 806 081 
2) V5 , 7 7821437648 


RENE 9 'eilrarel p2pS 


He td de GE (OL (A 
Nan schreibt er Ergebnis und Interpolationen: 
zu 1) 3,872983 346207 416894 432401 917939 315825 708500 721817 8635 etc. 
— 9 253136 518156 916248 036269 795441 7885 etc. 


416885 179265 399782 399577 672230 926376 0750 etc. 
+ 33 160690 778915 5160 etc. 
399610 832921 705291 5910 
zu 2) 3,872983 846207 416885 181673 816530 193032 929862 629624 3505 ete. 
— 2408 416747 793422 096943 170845 6075 etc. 
179265 399782 399610 832919 458778 7430 ete. 
_ + 2 246512 8480 etc. 
832921 705291 5910 etc. 
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Man sieht: Der erste Näherungswert liefert 15 auf 16 De- 
zimalstellen; der zweite auf 19 Stellen; die zweimalige Inter- 
polation auf mehr als 50 Stellen! Eine Andeutung der Methode 
war nirgends zu finden, wir wollen daher versuchen, wenigstens 
ein Stück des Weges aufzudecken, den GauB gegangen sein kôünnte. 
Die Kettenbruchentwickelung für V15 ist folgende: 


VB=4-+ 1 

8—... in nf 
Zwischen den beiden in 1) und 2) gegebenen Näherungswerten 
liege ein Wert N,, und es sollen daher 1) und 2) mit N,, und 


N,,, bezeichnet werden. Auf Grund der Kettenbruchentwickelung 
gelten die Gleichungen: 


= 1è 
HP 
und 
1 
PRE ES 


hieraus folgt durch Addition: 


8 F Ne re Non 


hear CN ASS ee 
16 + 4(N + Ne) — NiNos 


Fortschaffung des Nenners, Vereinfachung und Division durch 8 gibt 


Di, MEN AN, — ="? 
oder 
A) 15 = NN (Ni No). 
Ferner setzen wir 
VE V15 = Ni-v, 
also : 
B) 15 = Mn) = Nu -2N vou + van 


Aus A) und B) ergibt sich dann: 
C) Ness 44 2N,4 Vus + Ce A Des Q N,; 7 (& HE à) (A,* mt Nu 


D) D mea Vent (EE — 0 (NS Ne) = 0, 

LIN Ne De 

E) Péttae Nu Nuu(1 —< £& Rene : )) 
| +1 


Benutzt man nun die Binomialreihe, und zwär nur die beiden 
ersten Glieder, und setzt für N°, im Zähler und Nenner den 
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Wert 15, so ergibt sich der Ausdruck: 


F) Vus miles D Nu 5 LE u—1 = NN.) S 


Setzt man hier für N,,, den Wert 2) auf $. 15, für (N,,—N,.,) 
die Differenz von 1) und 2), so ergibt sich für »,,, der Wert, der 
unter 2) als Subtrahend rs während der unter 1) stehende Sub- 
trahend »,, von dem Wert »,,, um N,,—N,,, verschieden ist. 
Denn wenn wir wieder \/15 mit x bezeichnen, so ist 


CE NS T Var 
re T 
CAN Dos TT Vuyu 
also 
N 


u1— Ne: — Vus Vus 


Die Rechnung stimmt natürlich nur bis auf eine bestimmte 
“Stellenzahl; dann mu die zweite Interpolation in Kraft treten. 


IV. 
Rechnungen mit Logarithmen. 


Wir kehren wieder zur ersten Stufe zurück, um Gauf’ Loga- 
rithmenberechnung noch etwas näher in Augenschein zu nehmen. 
Es wurde schon erwähnt, da8 Wolfram die natürlichen Logarith- 
men in Schulzes Tabellen auf 48 Stellen berechnet hat und zwar 
bis 2200 für alle Zahlen und bis 10009 für die Prim- und einige 
ausgewählte zusammengesetzte Zahlen. GauB scheint, als er in 
den Besitz der schônen Logarithmentafel kam, versucht zu haben, 
die Tabelle noch zu erweitern. Eine Rechnung ist zum grofen 
Teil durchgeführt und soll hier besprochen. werden. Es handelt 
sich um In 10037. Wir finden (Leiïste, S. 110 u. 109): ; 


10037.97.691 +1 — 6727650000 = 225.10 000.299, 
In 10037 = In 10000 + In 225 + In 299 — In 97 — In 691 
nou Ua à 1) 
ME à Ton0o00 Le 15 + 25 1) 
Dieses Beispiel erscheint ganz besonders lehrreich. GauB hat die 
Absicht, In 10037 müglichst ,zierlich“ zu berechnen — diesen Aus- 


druck gebraucht er mit Vorliebe — und sucht daher nach einem 
Faktor, der ein Produkt liefert, welches müglichst nahe bei einer 


1) Das Ergebnis hat GauB in sein Fee von Lamberts Logarithmentafel 
S. 258 unten eingetragen. 
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Zahl mit mehreren Nullen am Ende liegt. Zweifellos kommt ihm 
zunächst blitzschnell der Gedanke: 37.27 — 999; der Faktor muf 
also auf 027 endigen; er habe nun « Tausender. Dann entstehen 
im Produkt 7a Tausender; das sollen wieder 9 sein; daher a — 7. 
Der gesuchte Faktor muf also auf 7027 endigen. Er wählt 67027; 
denn das ist (700 — 9)(100 — 3) — 691.97. Das Glück ist ihm nun 
noch besonders günstig, da er in die Nähe von 6727650000, d. i. 
1.2691000000, kommt. Daher bei der Korrektion: 


Feria 1 PURE los tue 
a 1000000 2691 1000000 9.13.23 
L 245619 2 
= = 500000 (9 +15 +29 |} 

DaB er sich mit dieser Berechnung lediglich in ein neues Ver- 
fahren einarbeiten wollte, liegt auf der Hand; denn nur einem ganz 
unpraktischen Rechner kann es entgehen, da 10000 (+000) 
viel bequemer und schneller zum Ziele fübrt. Er wollte gerüstet 
sein für den Fall, daf eine Zahl, deren Logarithmus er bestimmen 
wollte, nicht in der Nähe einer andern Zahl lag, die in Prim- 
faktoren unter 1000 zerlegbar war. Da sich sonst kein Beispiel 
im NachlaB fand, so wollen wir selbst ein solches bilden, um noch 
“einige Erläuterungen daran knüpfen zu kônnen. 

Wir wählen die Zahl 13553, die bei einem weiter unten zu 
erôrternden Gaufschen Beispiel vorkommt. Die Uberlegungen sind 
-dieselben, wie vorhin, nur wird jetzt schriftlich gerechnet: 


13 553 
783 
40 659 
108424 
94871 
10611 999. 


Man sieht zunächst, daB der Multiplikator eine 8 am Ende 
‘haben mu. Zu den 5 Zehnern von 13553.3 müssen noch 4 Zehner 
kommen; also muB der gesuchte Multiplikator 8 Zehner haben. 
185b3.83 hat 6+2 — 8 Hunderter, hierzu muB noch 1 Hunderter 
“kommen; also mu der Multiplikator 7 Hunderter haben. Hier 
brechen wir ab; denn 783 ist 3.3.8.29 und 


10611999 — 1000.4.7.379 DR: 
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Demnach ist 


7 In 13553 
: L 
—= In 1000 + In 4+1n7+1n379—81n8—In29—- 
173 683 2 
= In1000+In4+In 7 +n 8798 1n8—In 20 (59-007) 


Es gilt hier, an geeigneter Stelle abzubrechen, derart, daf der 
Maltiplikator in nicht allzu groBe Primfaktoren zerlegbar wird, 
und das um 1 vermehrte Resultat ebenfalls. Geht es nicht, s0 
probiert man in gleicher Weiïise, an eine auf ...0001 endigende 
Zahl heranzukommen. Zweiïfellos haben solche Rechnungen einen 
gewissen Reïiz, da sie durch den beständigen Anlaf, Multiplikator 
und Ergebnis auf ihre Zerlegbarkeit zu prüfen, vor üdem Mecha- 
nismus bewahren. 
£ Die Zahl 13553 in unserm eben behandelten Beispiel tritt bei 

GauB in folgendem Beispiel auf (Kapsel 44): 
Quaeritur logarithmus hyperbolicus ipsius 


1+1V2 — 1,207 106781186547 … 


Nun hat wohl GauB zunächst die aus den 6 ersten Ziffern dieser 
Zahl À gebildete Zahl auf ihre Zerlegbarkeit geprüft. Da der 
Erfolg nicht befriedigend ausfel, probierte er das gleiche mit dem 
reziproken Wert, den er ohne weiteres hinschrieb: 


À _ 082842712474619)) 


$ 6627417 [Mult. mit 8] 
2209139 — 3.1209 +115.17* | [gibt das Doppelte der 
— 3. 401*+115.186° | links stehenden Zahl]. : 
1209 


9672 [1209.185] 
6045 


223 665 
6817 [401.17] 


216848 [Div. durch 16] 
13553 


[2209139] — 163.13568. 


1) Es ist nämlich 
Es 1 
4 $+5v2 
Kgl. Ges. d, Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1918. Beiïhoft. 2 


— 2V2—2 — 44—4. 
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Hier bricht die Rechnung ab und unser vorhin durchgeführtes 
Beïispiel wäre als Fortsetzung denkbar. Freilich ist auch dann 
erst ein roher Näherungswert erreicht, und die weitere Inter- 
polation ist jetzt noch zu besprechen. Wir wählen aber zu diesem 
Zweck ein Beispiel, das GauB auf einem im NachlaB befindlichen 
Zettel (d,, Kapsel 44) ausgerechnet hat. Dabei handelt es sich 
allerdings um die umgekehrte Aufgabe, zu einem vielstelligen 
Logarithmus den Numerus zu ermitteln: 
Ÿ2 obiter 1,189207 115 
118920711 — 3.7.13.435 607 
435 607 7 + 660? 
— 7.249 + 40° 
— 53.8219. 
Damit ist die Zerlegung in solche Faktoren erreicht, deren 
Logarithmen in der Wolframschen Tabelle stehen. Nun kommt 
die Interpolation zwischen diesem Logarithmus und +-In2, und 
darauf gestützt die Bestimmung von Ÿ2 selbst. Man beachte die 
äuBerst geschickte Verwendung der welschen Praktik. 
log 8219 — 9,0142038261 4850001243 42426 
log 159 — 5,0689042022 2023152558 97144 
log 91 — 4,5108595065 1685004115 88402 
npl. 9log10 — 1,5793192560 4768452785 60684 [d.h. log 10—9log 10 — —8log 10] 
0,1732867909 3321610698 88656 [log 4] 
0,1732867951 3998632735 43080 [d. i. 1 log 2 — log(4+6)] 


— 5, di. log(A+e)—log 4 = _— 


2 
= _ die letzte Ziffer um 8 Einh. zu 


42 0677022036 54424 
884 84582 


42 0677022921 39006 
4 2067702292 139006 


46 2744725213 529066 = 1,1] 
3 7019578017 082325 | 
504812427 50366 | 


50 0269115658 117059 
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2944739 160440 LE <+-0,000 007] 


46274 47252 É +0,00 000 01] 


VE = 1,1892071150 0272106671 (75002) e A++ 4 
7499708685. 


Die Addition ist zwar richtig ausgeführt; dennoch hat GauB 
die 6 letzten (hier in Klammern gesetzten) Stellen durchgestrichen 
und eïne auf 5 Stellen weiter gehende Verbesserung angebracht. 
Diese Eigentümlichkeit wird später besprochen werden. Solche 
geschickt ausgeführte Multiplikationen, wie hier die mit 1,18920711 
unter Anwendung der welschen Praktik, findet man noch üfter im 
GauBschen Nachlaf ; einige besonders glänzende Beïspiele sind Werke 
IIT, $. 426 #. abgedruckt. Das erste a. a. O. behandelte Beispiel 
hat überdies eine gewisse Âhnlichkeit mit dem eben vorgeführten, 
nur ist es sowohl inbezug auf den Aufbau als auch inbezug auf 
das gesteckte Ziel noch weit groBzügiger als das von uns gebotene, 
das es auBerdem noch um 25 Dezimalstellen übertrifft. Freilich 
liegt auch ein Zeiïtraum von mehr als 10 Jahren zwischen der Be- 
arbeitung der beiden Aufgaben. 


% 


V. 
Berechnung von reziproken Werten. 


In dem zuletzt vorgeführten Beispiel hat die Zahl selbst — 
oder vielmehr ein 6stelliges Stück derselben — sich zur Faktoren- 
zerlegung geeignet; beim vorhergehenden Beispiel mufte GauR den 
reziproken Wert nehmen, der allerdings in diesem Falle leicht zu 
finden war. Ob er es andernfalls auch getan hätte? Nun, wir 
finden Beispiele, wo er auch unter erschwerenden Umständen rezi- 
proke Werte berechnete. Auch hierin hatte er sich eine bedeutende 
Gewandtheit erworben, und wiederum war es der Einfluf der. 
Empirie, der eine solche Übung notwendig machte. Wenn eine 
wirklich oder vermeintlich wichtige Konstante ermittelt war, so 
war es müglich, daf ihr Quadrat, ihre Quadratwurzel, ihr Loga- 
rithmus, ihr reziproker Wert oder dergleichen mit andern bereits 
ermittelten Konstanten einen erkennbaren Zusammenhang hatte. 
Das konnte dann zu neuen Sätzen und Untersuchungen führen. 

Bei GauB kam nun noch eine ganz besondere Veranlassung 
hinzu. Seine Studien über das arithmetisch-geometrische Mittel 
führten ihn u. 4 auch zu dem Versuch, das zu bestimmende Mittel 

2 * 
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durch eine Reïhenentwickelung zu gewinnen. Es gelang ihm auch, 
M{(1-+zx,1-—7zx) als eine Potenzreihe von z darzustellen, allein die 
Koeffizienten von z in dieser Entwickelung befolgten kein leicht 
erkennbares Gesetz. Erst als er auf den Gedanken kam, den rezi- 
proken Wert, also im eine Reïhe' zu entwickeln, 


MG+z 1-5 
gelangte er zu dem schônen Ergebnis: 
1 1 9 25 1225 
ist = rats bone "time 


Die Koeïfizienten der aufeinanderfolzenden Glieder sind nun die 
Quadrate von +, HU: Lie +-i-é-s usw. ‘). 

Dieses Bildungsgesetz hat er wieder zunächst induktiv er- 
schlossen; aber er bleibt nicht dabei stehen, sondern er führt sofort 
den strengen Beweis für seine Gültigkeit. Andererseits macht er 
aber auch Übungen in der zahlenmäfigen Bestimmung von arith- 
meti metrischen Mitteln nach dem neugefundenen Verfahren, 
und, um sie mit dem entsprechenden, nach dem seitherigen Ver- 
fahren ermittelten Wert vergleichen zu kônnen, mu er von einem 
der beiden Ergebnisse den reziproken Wert bestimmen. 

In Kapsel 50, Elliptische Funktionen, Fi, Nr. 5 findet sich ein 
vollständig durchgeführtes Beispiel: 

M 0,567 
1,00000 00000 0,00000 00000 
097979 58971  9,99113 56165 
0,98984 64001 9,99559 04242) 
0,98989 79485 9,99556 78082 
0,98987 21743 9,99557 91162. 


Calculus posteior confirmatur adjumento seriei 


- 


& 
MR ET 5 10 
l+-ss+ “re 


1) Werke IL S 36u € 

2) 1 Ÿ0,96 bedentet (1, V0,56), und dies ist entstanden aus M(1—4, 1+4); 
die Variable s hat also hier den Wert 1. 

3) In der Handschrift hatte Gau$ die Logarithmen der zweiten und dritten 
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1,00000 00000 . 00 
0,01000 00000 . 00 
.…22 80000. 00 
LPS 62500 . 00 
1914.06 
62.02 
2.08 
7 
1,01023 14478.23 >< 0,99 
1010 23144 78 
1,00012 91333 45 >< 0.9999 
10 00129 13 
100002 91204 32 Rec. 
0.99997 08804 16 Le SC RE +. 
Le 


9 99970 88 [>< 0,99 wie oben] 


0,99987 08833 28 [< 0,9999 wie oben] 
999 87088 33 


0,98987 21744. 95. 


© Dies ist nun der gesuchte reziproke Wert, der mit dem nach 
der ersten Methode gefundenen Methode auf 9 Stellen übereinstimmt, 
Man sieht, es wird zunächst durch geeignete Multiplikation, und 
zwar wieder unter geschickter Verwendung der welschen Praktik, . 
eine Zahl hergestellt, die nur um eïnen sehr kleinen Betrag & 
grôBer ist als 1. Dann ist der reziproke Wert sehr nahe gleich 
1—s++, während die folgenden Glieder der unendlichen Reïhe 
vernachlässigt werden kônnen. Mit der sich ergebenden Zahl 
1—-s+e werden nun die gleichen Multiplikationen vorgenommen 
wie mit der ursprünglichen Zahl, und so erhält man alsdann den 
gesuchten reziproken Wert. 

Eine andere Rechnung dieser Art, dazu mit grüferem Kraft- 
aufwand, aber ohne jede erläuternde Bemerkung, findet sich auf 
einem Zettel des Nachlasses (Arithmetik a5, Kapsel 40). Die Be- 
merkungen zum vorigen Beispiel erleichtern das Verständnis dieser 
Rechnung, die ein Torso geblieben ist. 
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603[,15533905 9327376220 042218105-  [— 4] 
1207 1067811 8634752440 08443621 [= 2x] 
18 1066017 1779821286 6012686543 [= 0,03x] 
1189 0001794 6874931153 483169668 [= 1,97x — 2x—0,03x] 
41 0000061 8857756246 67183343683  [:29] 
1, 0000001 5094091615 772483742 3617 [: 41] 
1 5000002264 1137423685 8725 [>< 15.107] 
1, 0000000 0094089351 6538741376 4892. 


Es würde zu sehr das Eingehen auf Einzelheiten erfordern, wenn 
wir bei den interessanten Gedankengängen verweilen wollten, die 
dieser Rechnung zugrunde liegen; es kann daher unter nochmaligem 
Hinweis auf das vorhergehende Beïispiel dem Leser überlassen 
werden!) GauB hat hier abgebrochen, wahrscheinlich, weiïl er sich 
bei der Multiplikation 15.10 verrechnet hat (statt 1500000226. 
steht nämlich in der Handschrift 150 000 225 141 137 423 658 ...). 
Durch irgend eine Kontrollrechnung scheint er den Fehler bemerkt 
zu haben, und so unterlief er es, den reziproken Wert zu ermitteln. 


VI. 
Gau$’ Methoden, die Faktoren grofer Zahlen zufinden. 


In den meisten bisher behandelten Beispielen beginnt die Rech- 
nung mit einer Faktorenzerlegung, und damit kommen wir an eine 
der bemerkenswertesten Stellen in Gauf’ rechnerischer Betätigung, 
an die Stelle, wo Zahlentheorie und Zahlenrechnen vielleicht am 
vollkommensten ineinandergreifen. Die Hauptergebnisse auf diesem 
Gebiet sind in den Disquisitiones auseinandergesetzt und längst 
Gemeingut aller Zahlentheoretiker; wir kônnen uns daher, ohne 
auf allgemeine Entwickelungen einzugehen, auf die besonderen 
Vorteile beschränken, die er von Fall zu Fall angewandt hat. 

Bei der Berechnung von (2 (S. 18) tritt die Zahl 435607 auf, 
_ und es gilt zu untersuchen, ob sie in Faktoren zerlegbar ist. Zu- 
nächst findet GauB, und das kostet ihm sicherlich nur wenige Se- 
kunden, 

435607 — 7 + 660*. 
Dann sucht er 435607 auf eine zweite Art in 7«°+1.ff zu zer- 
legen. Die Überlegung wird sich wohl nicht streng nach der in 


1) Auf 29.41 — 1189 kommen wir an einer späteren Stelle noch einmal zu 
sprechen. Man beachte, daB GauB hier durch 29 und 41 dividiert, ohne Reste 
aufzuschreiben, 
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den Disquisitiones gegebenen Methode der Exkludenten !) abgespielt 
haben, sondern vielleicht folgendermafen : 


7 +1.8 — 7.1°+1.660° 
7(&—1) — 660°— 8? — (660 + 8) (660 — B). 


Eïner der beiden Faktoren auf der rechten Seite muf nun durch 7 
teilbar sein. Man wähle den ersten. Der kleinste Wert für f ist 
5, allgemein 5+7k; denn es ist: 665 — 95.7, Man führe die 
Division durch 7 aus und erhält: 


1 = TEE (6606) 


oder 
Fes es 
Für B — 5 kommt 95.655+1; diese Zahl kann keine Quadrat- 
zahl sein, da sie den Viererrest 2, also einen quadratischen Nicht- 
rest hat. Wir bleiben zunächst bei Fünferzahlen, müssen also 
k = 5 setzen. Dann erhalten wir 660 +40 — 700. Also: 
1009 


œ — 100.620+1 — 62001 — 3 248+1 = 249 


(660 — 8) +1. 


Somit ergibt sich: 
435607 — 7.249°+ 1.40. 
Aus dem Gleichungssystem 


7. 1°+1.660° — 435607 
7.249°+1. 40° — 435607 


folgt: Wenn 435607 in Primfaktoren zerlegt werden kann, so müssen 
diese auch in (249.660 + 40) (249.660 — 40) enthalten sein. Der 
erste Faktor ist 4.660000 — 660 + 40 — 164380 — 20.8219. Die 
Faktoren 2 und 5 kônnen nicht in Betracht kommen, also pro- 
bieren wir die Division durch 8219. Diese Division geht in der 
Tat auf, und damit haben wir die Zerlegung auf S. 18°). 


1) Diese Methode hat er anscheinend nur dann vorschriftsmäfig angewandt, 
wenn es galt, nachzuweisen, daB die zu untersuchende Zahl Primzahl war. 

2) Das Verfahren stammt von Euler, Quomodo numeri praemagni sint ex- 
plorandi, utrum sint primi nec ne, Novi Comment. Acad. Petropol. 13 (1768) 1769, 
S. 67; da jedoch die Mehrzahl der von uns hier wiedergegebenen Jugendübungen 
vor 1795 datiert werden muB, also vor den bedeutsamen Zeitpunkt, wo GauB in 
Güttingen Eulers Werke kennen lernte, so folgt mit grofer Wahrscheinlichkeït, 
daB GauB sich auch diesen Weg selbständig erschlossen hat. 
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Die Begründung ist ja einfach: se 
7 a.+b.f —n"n 
a. +0b.p; n 
af Ba) = n(B;—B:). 
Ist a mit » teilerfremd, so müssen alle Faktoren von x in dem 
Klammerausdruck auf der linken Seite enthalten sein, w. z. b. w. 
Aus der Beweisführung erkennt man sofort, daB man statt n 
auch irgend ein Vielfaches von # in die Form ac?+bf? setzen 
kann. In dem andern Beispiel auf $S. 17 hat Gauf statt der Zahl 


2209139 das Doppelte dieser Zahl in 3.1209*+115.17* zerlegt. 
Nun erhalten wir wieder: 


8(1209°— «*) — 115 (8° —17:) 


1209 + « R 
a hat die Form d6+%.115, und für x = 0, 1, 2, 8 hat man: 
a — b6, 171, 286, 401 ... und = =111:12440 Se 


1)x—0 3.11.(... 3)+17*endigtauf 8, kannalso kein Quadratsein. 
A ME Re COM) E Er EE PNR Aer CRE SU e ; 
D) D PRE LO NS 20) TT 7 06, TRS : ; 
4)x—38 3.14.808+17° = 202.168+17° = (185+17)(185 —17) 
FE = 1607 
Die übrige Rechnung ist auf $S. 17 ausgeführt. 
Diese Faktorenzerlegung spielt auch aus einem andern Grunde 
_bei GauB eine wichtige Rolle. Es wurde schon darauf aufmerksam 
gemacht, daf Gauf seit früher Jugend nach einem Verteilungs- 
gesetz der Primzahlen geforscht hat, und daf ïhm daher die Prim- 
zahlen innerhalb eines môüglichst grofien Zahlengebiets bekannt sein 
muften. Zu Beginn seiner Laufbahn war dieses Gebiet noch klein; 
später wurde es, namentlich durch den Einfluf von Eulers Schriften, 
immer weiter erstreckt. Es galt also in seiner ersten Zeit, das 
Gebiet zu erweitern, und später war es nützlich, Stichproben auf 
ausgearbeitete Primzahltabellen zu machen. Dazu kam, daf er 
grofe Zahlen, die ihm bei seinen Forschungen begegneten, auf 
ibhre Zerlegbarkeït in Faktoren zu untersuchen pflegte, und so er- 
klärt es sich wohl auch, daB die so vielseitig untersuchten Zahlen 
sich seinem von Natur schon gewaltigen Gedächtnis derart eïn- 
prägten, daf er stets darüber verfügen konnte. Daher ist auch 
das schriftliche Verzeichnis der von ihm untersuchten Zahlen nicht. 
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allzu reichhaltig. Auf einem im Nachlaf befindlichen Zettel (Arith. 
ab, Kapsel 40) findet sich ein solches, das hier wiedergegeben 
werden soll: 

Numeri quorum divisores per methodos nostras experti sumus !). 


—257 - 
1) 2969257 Ha pr. e ce (13e PE 1657°+ 11° 1840 adeoque primus. 
2) 666027 — 38.87*+10.17d° primus. 
8) 119443 — 11.29°+ 35.81°. 
[41.11.29 + 35.81° 
= 11.69 + 35.73° 
4) 274691 = 521°+130.b5* — 311°+130.387° — 31. 8861. 
5) 317827 = 3.81°+22°.616 primus. 


| 81.3855. 


6) 270071. 
7) ‘208321 — 
8) 241403 — ses — 491°+ 399 — 47574 322.49 — 163.1481. 


Bei dieser Gelegenheit hat GauB vermutlich Material zu seinen 
Disquisitiones gesammelt. Denn das Charakteristische ist auch 
hier wieder, daB die Sätze induktiv gefunden wurden, um dann 
von umfassenden Gresichtspunkten aus deduktiv erschlossen zu werden. 

Eine ältere Sammlung induktiv ermittelten Materials hat sich 
im NachlaB nicht vorgefunden,; nur das folgende Beispiel ist- vor- 
handen (Arith. a5, Kapsel 40) vielleicht ein Überbleibsel einer ehe- 
mals reicheren Sammlung, die wohl nach ihrer deduktiven Er- 
. ledigung vernichtet worden ist: Propositio quae demonstrationem 
exspectat. Si datur Quadratum, quod per 2 divisum residuum #- 
efficit — datur idem Quadratum, quod per 4r+2 divisum dat 
idem residuum: siquidem 4r+2 sit numerus primus. — Auf dem 
Zettel stand erst noch ein Zusatz, der anscheinend die Môglichkeït 
offen lief, da die Zahl 4r+2 euch Potenz einer Primzahl sein. 
kônne; des Zusatz ist gestrichen ?). 


1) Vgl. Calculus numerico-exponentialis, W. III, $. 426 ff. u. X1, S. 551. Die 
Zahl 5), also 317827, geht, wie Goldscheider bemerkt hat, aus 12071 067 811 865 
durch Division mit 2.9.211 hervor; dabei ist 1,2071067811865 der um seine 
beiden letzten Dezimalstellen verkürzte Näherungswert von ++ 3 V2, den wir auf 
S. 17 besprochen haben. 

2) Ein Zahlenbeispiel zu dieser im sprachlichen Ausdruck nicht ganz deut- 
lichen Propositio wäre: [] — 900; z — 19; r — 7; 4r+ 2 — 47. Ein Beispiel 
dafür, daB 4r—+z2 auch Primzahlpotenz sein kann: D — 841, 2 — 17, r = 8,. 
4r+z — 49. Ein Beispiel für die Ungültigkeit des Satzes: [ — 592? — 3481; 

-B — 930, M — 16, 4r-F 3 — 99 
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VIL. 


Die Tafel des quadratischen Charakters der Prim- 
zahlen. 


Bei dem Bestreben, grofe Zahlen in Faktoren zu zerlegen, ist 
der im vorigen Abschnitt gekennzeichnete Weg nicht der erste 
und nicht der einzige gewesen. Die frühesten Versuche bestanden 
wohl darin, daf er Zahlengruppen von der Form «+1, a +2, 
+8, «+4, «+5, «+7, «+9, «+11, allgemein a*+p bezw. 
d+p" aufstellte und alle Zahlen dieser Gruppen in ihre Prim- 
faktoren zerlegte. Die Beobachtungen, die er bei dieser Grelegen- 
heit machte, führten ihn sowohl zu der jetzt zu besprechenden 
Theorie der quadratischen Reste, als auch zu den Tafeln zur Cyklo- 
technie, von denen im nächsten Abschnitt die Rede sein wird. 

Die Beobachtungen über quadratische Reste und Nichtreste 
waren zwar schon vor GauB von Fermat, Euler und Legendre 
gemacht worden, aber dem jugendlichen Forscher stand zu jener 
Zeït noch keine Literatur zur Verfügung !). 

GauB bemerkte wohl bald, da8 zu jeder Zahl bestimmte Reste 
und Nichtreste gehüren, daf das Produkt zweier Reste, sowie auch 
das zweier Nichtreste ein Rest, dagegen das Produkt eines Restes 
und eines Nichtrestes ein Nichtrest ist, daB ferner die Unter- 


suchung für eine zusammengesetzte Zahl als Modul dieselben Reste : 


und Nichtreste liefert, wie die für ihren kleinsten Primteiler. Um 
nun einerseits diese Beobachtungen praktisch zu verwerten und 
andererseits môglicher Weïise noch tiefer in das neue Gebiet hin- 
einschauen zu kônnen, unternahm er eine Arbeit, die wieder 
hôchst charakteristisch für seine Gewandtheit und Ausdauer ist. 
Er stellte eine Tabelle auf, die dite Primzahlen von 2 bis 997 als 
Reste in bezug auf die Primzahlen von 3 bis 503 als Teiler ent- 
hält. Um einen Begriff von der GrôBe dieses Unternehmens zu 
geben, wollen wir nur durch einfache Abzählung feststellen, da 
16320 mal untersucht werden mufite, ob eine Zahl qua- 


1) Eulers wichtigste Arbeiten auf diesem Gebiet: | 

1. Theoremata circa divisores numerorum in hac forma paa + gbb conten- 
torum. Comm. acäad. Petrop. 14 (1744/6) 1757, S. 151187. 

2. De numeris qui sunt aggregata duorum quadratorum. Novi comm. acad. 
Petrop. 4 (1752/3) 1758, S. 3—40.. 

: 8. Specimen de usu observationum in mathesi pura. Novi comm. acad. 

Petrop. 6 (1756/7) 1761, S. 185—230. 

4. Observationes circa divisionem quadratorum pe numeros primos. Opus- 
-<ula analytica I, 1783, S. 64—84. 
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dratischer Rest oder Nichtrest war. Entspricht nun der 
erzielte Gewinn dieser gewaltigen Arbeit? Wir dürfen diese 
Frage wohl bejahen. Denn abgesehen von der erreichten (Gte- 
wandtheit in der Gewinnung von quadratischen Resten war GauB 
nun in der Lage, seine Methode der Exkludenten sehr weittragend 
auszugestalten, und wir wollen nachher an einem Beispiel zeigén, 
wie eine Faktorenzerlegung mit Hülfe dieser Tafel vor sich geht. 
Auferdem aber wurde seine Mühe glänzend belohnt durch den er- 
zielten zahlentheoretischen Gewinn, nämlich durch die Erkenntnis 
des berühmten Satzes, den er , Theorema fundamentale in doctrina 
de residuis quadraticis“ nannte. Dieses Gresetz, das Reziprozitäts- 
gesetz der quadratischen Reste nach Legendre, von diesem und 
vor ihm auch von Euler durch Induktion gefunden, wurde nun 
von GauB zum erstenmale bewiesen. GauB gibt im ganzen 8 ver- 
schiedene Beweïise für diesen Satz, woraus wir schlieBen dürfen, 
* welche groBe Bedeutung er ihm beimift. 

Doch nun zu der praktischen Verwendung für die Zahlen- 
zerlegung! Wir wählen das Beispiel, das GauB in seinen Disqui- 
sitiones wiederholt benutzt, 997331, d. i. 3141599265 : (9.5.7). 
Für diese Zahl ermittelt er die quadratischen Reste — 6, + 18, 
— 14, +17, +87, —b8. Auf Grund der Tafel findet er, da von 
allen Primzahlen bis 997 nur 127 die für 997331 gefundenen qua- 
dratischen Reste hat, da also keine andere dieser Primzahlen als 
127 in 997331 ohne Rest enthalten sein kann. 

In einem Brief an Zimmermann (W. X1, $. 20) spricht Gauf 
über dieses Verfahren und bemerkt dabei ,dies ist nemlich nur 
Eine einzelne Anwendung der'Tafel“. Er hat also anscheïinend 
noch mancherlei andere Anwendungen im Auge gehabt; allein im 
Nachlaf hat sich nichts darüber gefunden. Doch gehen wir wohl 
nicht fehl, wenn wir annehmen, daf er mit Hülfe dieser Tafel seine 
Methode der Excludenten zu hôchster Leistungsfähigkeit zu steigern 
vermochte, so daB er sich dieses Hülfsmittels bedienen konnte beï 
der Lüsung der Aufgabe n — ax*+by, bei der Pellschen Glei- 
chung, sowie bei einer Aufgabe, die uns im nächsten Abschnitt 
entgegentreten wird. Die Tafel vermag auch oft sehr einfach 
darüber AufschluB zu geben, daf eine Zahl zusammengesetzt ist. 
Z. B. 997831 hat den quadratischen Rest — 53, also müfte nach dem 
Reziprozitätsgesetz — 997331 ein Rest mod 53 sein. — 997331 hat 
mod 53 den Rest — 30, — 30 müfite daher quadratischer Rest mod 58, 
also b3 —30 — 23 quadratischer Rest mod 53 sein. Die Tafel zeigt 
aber 23 als Nichtrest, folglich kann 997331 keine Primzahl sein. 

In dem zitierten Briefe an Zimmermann spricht Gauf auch 
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davon, daf man die quadratischen Reste auf Stäbchen an- 
bringen kônne, wodurch die praktische Verwendbarkeit noch er- 
hôht würde. Auch in den Disquisitiones (W. I, S. 404. 405) äuBert 
er sich darüber: ,Ad summum autem commoditatis fastigium usus 
talis tabulae evehetur, si singulae columellae verticales, e quibus 
constat, exsecantur lamellisque aut baculis (Neperianis similibus) 
agglutinantur, ita ut eae, quae in quovis casu sunt necessariae, 
ï. e. quae numeris ?, r’,r” etc. residuis numeri propositi in factores 
resolvendi, respondent, separate examinari possint ...“ Gauf ist 
nun nicht bei der theoretischen Erôrterung stehen geblieben, son- 
dern er hat den Gedanken in die Tat. umgesetzt und sich einen 
solchen Apparat selbst hergestellt, der sich jetzt im 
GauBarchiv befindet. Wir sind daher in der Lage, ihn auf Grund 
eigener Anschauung beschreiben zu kônnen. 

Von den 13 gleichlangen, schmalen, mit Papier überklebten 
Holzstäbchen ist das erste äuBerst sorgfältig in gleiche Teile ein- 
geteilt, so daB die Primzahlen von 7 bis 553 in gleichen Abständen 
darauf angebracht werden konnten. Auf den übrigen 12 sind 
Streifen, wo ein quadratischer Rest ist, und leere Stellen da, wo 
ein Nichtrest ist. 

Merkwürdiger Weïise sind es aber nicht Stäbchen für die auf- 
einanderfolgenden Primzahlen, sondern für —1, 2, —2, 3, — 8, b, 
— 5, —6, 7, 11, 13, 17. Es scheint daraus hervorzugehen, daB er 
einen Kunstgriff besaf, um einige von diesen Resten besonders 
bequem zu erhalten. Âuferungen über einen derartigen Kunstgriff 
liefen sich nicht ermitteln, doch ist es hôchst wahrscheinlich, daf 
er die Fertigkeit besaf, gegebene grofe Zahlen sehr rasch in die 
Form a+", sowie a? + xb° (x — 2, 8, 5, 7, 11, 13, 17) und endlich 
in die Form 24°+ 30° zu bringen. Fand er z. B. n — a+ 5", so 
multiplizierte er mit 5 und erhielt bn — ba°+ 25°, bn—5a? — (6b), 
also ist —ba?, mithin auch —5 quadratischer Rest. Diese Ver- 
mutung gewinnt dadurch an Wahrscheinlichkeit, daf Gauf$ dem 
allgemeinen Problem (Disqu. Arithm., W. I, S. 111): ,Propositis 
duobus numeris quibuscunque P, Q, invenire, utrum alter Q, alte- 
rius ? residuum sit an non residuum“ die Betrachtung von Einzel- 
fällen vorausschickt, und zwar Res. — 1 (5.82); Res. +2 et —2 
(S. 84), Res. +3 et —3 ($S. 88), Res. +5 et —5 (S. 90); De +7 
(S. 93). 

Die Anfertigung ist mit der wunderbaren Sorgfalt ausgeführt, 
die Gauf’ übrige Arbeïten kennzeichnet; die Striche und Punktie- 
rungen sind mit solcher Genauigkeit gemalt, daB man sie auf den 
ersten Anblick für gedruckt halten müchte. 


— 
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Auch die ausfübrliche Tafel, die Schering (W. IT) unter dem 
Titel ,Tafel des quadratischen Charakters der Primzahlen“ ver- 


. Gffentlicht hat (in der Handschrift lautet der Titel: Quadratorum 


numeris primis divisorum residua lateralia), ist peinlich sorgfältig 
ausgeführt. Schering hat in der GauBschen Tafel 190 Fehler ge- 
funden, die er bei der Drucklegung berichtigte. Unsere Hoffnung, 
aus der Verteilung dieser Fehler einen SchluB auf die bei der Be- 
rechnung der Tafel angewandten Methoden ziehen zu kônnen, hat 
sich nicht erfüllt, nur eine bemerkenswerte Tatsache hat sich er- 
geben, nämlich die, daB GauB das Reziprozitätsgesetz nicht 
zur Kontrolle benutzt hat. 

Es ist daher nicht unwahrscheinlich, daB er dies Gresetz noch 
nicht kannte, als er die Tabelle anfertigte, und daf er es erst 
während der Herstellung derselben induktiv fand. Allerdings ist 
auch die Môglichkeit nicht abzuweisen, daf er hier überhaupt keine 


- Kontrollrechnung vorgenommen hat. Diese Frage wird uns noch 


in einem späteren Abschnitt beschäftigen. 


VIIL. 
Zur Cyklotechnie. 


Wir kommén nun zu den merkwürdigsten Tabellen, die Gauñ 
aufgestellt hat, und die sowohl in Bezug auf ihren eigentlichen 
Zweck, als auch in Bezug auf die bei der Aufstellung angewandte 
Methode bisher ein Rätsel geblieben sind. Es sind dies die Tafeln 
zur Cyklotechnie (W. II, $. 477). 

Der ursprüngliche Zweck dieser Tafeln war wohl, wie schon 
der Name andeutet, die Erleichterung, die sie für die genaue Be- 
rechnung der Bügen gewähren, deren Cotangenten gegebene ratio- 
nale Zahlen sind. Aber Schering schreibt schon in seinen Be- 
merkungen zu diesen Tafeln (W. II, $S. 499 u. 500): 

»Die hierauf hinzielenden Entwickelungen, die sich in dem 
handschriftlichen NachlaB finden, sind wenig ausgedehnt“. 

Daraus läft sich vermuten, daf sie GauB zu diesem Zweck 
wenig benutzt hat. Halten wir aber die Tatsache daneben, da8 die 
ersten Rechnungen für die Tafeln der Zeit der Ausarbeitang der 
Disquisitiones Arith. angehôren, und daf in den Jahren 1846 und 
1847 noch an der Sichtung, Ordnung und Vervollständigung der- 
selben gearbeitet wurde, so ist der Schluf wohl berechtigt, daf 
GauB mit diesen Tafeln andere Pläne verfolgte. Es wird jedoch 
zweckmäfig sein, zunächst der Herstellung dieser Tafeln nach- 
zugehen und erst dann Vermutungen über den Zweck zu äufern. 
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Bei der Herstellung der Tafeln hat Gauf, wie Schering bereits 
richtig vermutet hat, besondere Kunstgriffe angewandt. Schering 
vermochte indessen aus dem handschriftlichen NachlaB nur eine 
Regel aufzufinden, die aus 3 Zahlen der Tafel eine vierte zu finden 
lehrt, während es sich doch hauptsächlich darum handelt, aus 2 
Zahlen eine dritte zu ermitteln. Wir wollen nun versuchen, zu 
zeigen, in welcher Weise die Tafeln vermutlich entstanden sind. 

Die erste Tafel enthält die zerlegbaren «+1. Zerlegbar 
nennt GauB diejenigen Zahlen von der Form a+ 1, die nur Prim- 
teiler unter 200 haben. Links stehen die Zahlen a, rechts die 
Primfaktoren von «+1, wobei noch zu beachten ist, daB der 
Primfaktor 2 überall weggelassen wurde. $ 


215b 19 | 181 46 | 29.73 93°1"5.b.173 
8 | d 21 | 17.13 47 | 5.13.17 98 | 5.17.113 
4 | 17 22 | 5.97 50 | 41.61 99 | 13.13.29 
b | 13 23 | 5.53 b5 | 17.89 100 | 37.137 

6 | 37 27 | 5.73 67 1b,0.5:19 : 105 94149 

7 | 6.6 28 | 5.157 68 | 5.5.5.37 111 | 61.101 

8 | 5.13 30 | 17.53 70 | 13°.29 112 | 5.138.193 
9 | 41 31 | 13.37 216: 17,61 117 | 5.37.37 
10 | 101 32 | b.5.41 78 | b.13.41 119:17:79:97 
TIGE 33 | d.109 75 | 29.97 123 | 5.17.89 


12 | 5.29 34 | 13.89 76 | 53.109 198 | 5.29.113 
13 | 5.17 37 | 5.137 80 | 37.173 129 | 53.157 
°.14 | 197 58 15,17:17.: 81 | 17,195 132 | 5.5.17.41 
15 | 113 41 | 29.29 83 | 35.13.53 133 | 5.29.61 
17 | 5.29 48 | 5.5.37 91 | 41.101 142 | 5.387.109 

18 | 5.5.13 44 | 13.149 


Die Zahlen a, für die «+1 nicht zerlegbar ist, hat Gauñ 
weggelassen. — Im ersten Hunderter für « empfehlt sich ein Ver- 
fahren, das sicherlich GauB nicht entgangen ist, und das er bei 
einer andern Gelegenheit!) warm empfohlen hat, nämlich die An- 
wendung eines Zahlensiebs. Man sieht nämlich leicht, daf zu 
2, 7, 12, 17, 22 usw., also zu allen Zahlen von der Form 5n +2 
der Faktor 5 gehôrt; ebenso gehôürt er zu allen Zahlen von der 
Form 5n—2. Der Faktor 13 findet sich zuerst bei 5; man darf 
ihn mit Sicherheit erwarten bei 13n+5 und bei 18n—5. Der 
Faktor 17 findet sich zuerst bei 4, folglich bei allen Zahlen von 
der Form 17n+4 und 17n— 4°). 


1) Besprechung von Burckhardt, Tables des Diviseurs, 1814, W. IL, S. 183. 
2) Nach diesem Verfahren hat Euler sämtliche a? 1 bis & — 1500 in 
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Der Beweis ist einfach. Wenn «+1 den Primteiler p hat, 
so hat, da [(a tp) +1]—(a*+ 1) zweifellos immer durch p teilbar- 
ist, der Minuend (a tp) +1 auch den Primteiler p, also gehôrt 
zu allen #p+a und np—u der Teiler p. Weitere interessante 
Eigenschaften offenbaren sich auch bereits auf dem obigen kleinen 
Anfangsstückchen der ersten Tabelle. 

So wird man vor allen Dingen leicht entdecken, daB zu 7 die-- 
selben Faktoren gehüren, wie zu 2 und 3; zu 138 dieselben, wie za 
8 und 4; zu 21 dieselben, wie zu 4 und 5; ... zu 111 dieselben, 
wie zu 10 und 11. Allgemein liefern «+1 und (a+1) +1 die- 
Faktoren für [a(a+1)+1}+1. Denn es ist 

[a(a+1)+1P+1 = &(a+1) +2a(a+ 1)+2, 
(a +1).[(a+1) +1] = a(a+1)+a+a+2a+1+1 
— (a +1) +2a(a+1)+2, 
also 
[a(a+1)+1F+1 = (a +1).[(a+1} +1] 

Ebenso wird man leicht finden: 

a —= 8 und a — 5 liefern die Faktoren für «a = 8; 5 und 7 
für 18; 7 und 9 für 32; 9 und 11 für 50, usw. Allgemein: & (un- 
a(a+2)+1 

9 à 


gerade) und «+2 für Denn 


&+D (a+ +0 = TE 1] 


Eine Beobachtung ähnlicher Art ist die folgende: 


7.12+1 


7 und 12 liefern die Faktoren für — 17, nur mu 


der Faktor 5 zweimal unterdrückt werden. Ebenso 8 und 13 für 
21 mit derselben Forderung für den Faktor 5; 12 und 17 für 


12.17+1 — 41; allgemein: «& (nicht durch d teilbar) und a +5 


für a(a+5)+1 
DE RE 


(+ 1)I@ +8) +1) = 25 (eos), 1] 


Denn es ist: 


Alle diese Sätze sind Sonderfälle der folgenden umfassenderen: 
Formel: 
@+1[@+p) +1] = fa(a+p)+1/+p° 


Primfaktoren zerlegt: ,De numeris primis valde magnis. Nov. Comm. 9 (1862/3). 
Es darf als sicher angenommen werden, da GauB diese Arbeit gekannt hat und. 
durch sie beeinfluft worden ist. 
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Wenn a(a+p)+1 durch p teilbar ist (und dies ist der Fall, so- 
bald zu a der Faktor p gehôrt), dann ist die rechte Seite durch 
p* teilbar, und man erhält: 


@+ D Q+ 040 =» ELDES) +1] 
eine Formel, in der sämtliche bisher besprochenen Eigenschaften 
-enthalten sind. Ist dagegen a(a+p)+1 nichtidurch p teilbar, 
dann gehôren die zu a und a+yp gehôrigen Faktoren in der Ta- 
belle für «+1 zu der Zahl a(a+p)+1 in der Tafel der 
a’ +p. 2. B. zu 9 gehôrt 41, zu 12 gehôrt 5.29 zu 9.12+1 — 109 
gehôürt 5.29.41 in der Tafel der zerlegbaren a° + 3°. 

Die bis jetzt gewonnenen Ergebnisse kann män zu mancherlei 
Rechenvorteilen benutzen, von denen hier nur einer angegeben 
werden soll: Haben zwei Zahlen, die zu a, und «a, der zerlegbaren 
a*+ 1 gehôren, den Faktor o gemeinsam, so läft a,a,+ 1, durch @ 
geteilt, entweder den Rest 0 oder den Rest 2, und zwar den Rest 
0, wenn a, — a,, den Rest 2, wenn a, + a, durch @ teilbar ist. Z. B. 
233.1568+1 mu durch 89 teilbar sein; denn 1568 — 233 — 1335 
— 15.89. 743.8307 + 1 läBt, durch 181 geteilt, den Rest 2; denn 
8307 + 7483 — 9050 — 50.181. Da dies auch mancherlei prak- 
tische Verwendbarkeit haben kann, liegt auf der Hand !). « 

Wir wollen aber den Aufbau der Tafeln weiter fortführen. 
Wir haben gesehen, da8 man je nach der Wahl des Abstandes 
sowie des gemeinschaftlichen Faktors entweder in Tafel I (zerleg- 
bare a +1) bleiben oder zu einer anderen Tafel gelangen kann. 
_Demnach kann man mit Tafel I bestimmte Teile der übrigen Tafeln 
zusammenstellen. Aber auch umgekehrt kann man von einer der 
folgenden Tafeln zur Tafel I zurückkommen. Ich führe zunächst 
ein Beispiel an: 

Zu 63 in Tafel IT gehôrt 29.137; 63:2 — 31, Rest 1; zu 31 
gehôrt 13.37 in Tafel I; nun berechne ich 63.31+2 — 1955, und 
hierzu gehôrt in Tafel I 13.29.37.1387. 

Ein anderes Beispiel: 

Zu 96 in Tafel VII gehôrt 5.17.109; 96:7 — 13, Rest 5; 
zu 13 gehôrt 5.17 in Tafel I; 13.96 — 1248; 1248 +7 — 1255; 
1255 :5 — 251; zu 251 gehôrt 17.17.109 in Tafel I. 

Damit kommen wir nun zu Verfahren, die GauB sicher an- 
gewandt hat, während dies bei den oben genannten Vorteilen 


1) Beweis: Haben a? + 1 und aÿ +1 den Faktor ç gemeinsam, dann ist ent- j 
-weder ds — ne + a, oder 4 —no— a. Im ersten Fall ist a a +1—=a(no+a)+1 
— ane —+(a?+1); im zweiten Fall a a —1—=a(no—a)—1 = ane—(ai+ 1). 
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nur hôchst wahrscheinlich ist. Im Gaufschen NachlaB befindet 
sich ein Blatt, das ganz mit flüchtigen Zahlenrechnungen bedeckt 
ist, die auf den ersten Anblick wie einfache Divisionen aussehen. 
So kam es wohl, daB dieses Blatt bisher nicht genügend beachtet 
_ worden ist, ; ; 

Wir wählen zunächst das Beispiel, das GauB mit 5) bezeichnet hat. 


5) 8273:9 5.29.53.61.73 [d. h. 8273 + 9° hat die Fak- 
toren b.29.53.61.73] 
SDL [37.101.113 in Tab. I]; [9192 ist das Resultat von 
8273 : 9, daher sieht das ganze 
Blatt aus, wie ein Chaos von 
Divisionsaufgaben]. 
827 3 
919 


74457 [man beachte hier wieder die Anwendung der wel- 
148914 schen Praktik] : 
8273 
760 2896 [: 2] | 
3801448 5.29.37.53.61.73.101.118. 


Vor der Angabe weiterer Beispiele schicken wir den allge- 
meinen Satz voraus, der sich aus der flüchtig hingeworfenen Dar- 
stellung dieser Hilfsrechnungen herauslesen läft. 

Zwei Zahlen a und d môgen die Eigenschaft haben, daB b 
durch «a geteilt den Rest r läft; dann ist b — an+r. Ferner 
môge b in der Tafel der a’ +#° und a in der Tafel der & +4 auf- 
treten. Dann müssen, falls r eine Primzahl ist, entweder zu ab+n 
in der Tafel für a*+7r° dieselben Faktoren gehôren, wie zu «a und 


b in den oben angegebenen Tafeln, oder, wenn ab +» durch r teil- 
ab+n 


bar ist, so müssen zu 


in Tafel I dieselben Faktoren ge- 


hôren, wobei r° allerdings zu streichen ist, falls der Faktor r zu a 
und b gehôürt. Der Beweis steckt in der leicht beweisbaren Iden- 
tität : 
(a +1).[(na+r) +n] = [a(an+r) +nf+r. 
Nun noch einige Beispiele : 


96:7 — 13, Rest5, zu96Taf. VII:5.17.109| Darétellung bei GavB: 
in Taf. I: Le de 5 
a nn 96 : 7 5.17.109 
SR 13:1 5.17 
né ciTeeirigs 1248-47 — 1255 
zu 251 in Taf. I: 17.17.109| 981 17.17.109 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1918. Bejheft. 3 
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Wenn > keine Primzahl ist, dann ist es auch noch môglich, 
daB zwar ab+n:nicht durch r teilbar ist, wohl aber durch einen 


Teiler é von r. Sei nun » — t.r', so finden wir alsdann die Zahl 


 : in der Tafel der a+, und zwar gehôren wieder zu 


dieser Zahl dieselben Faktoren wie zu «a und b in ihren Tafeln, 
wobei wieder {* oder das Quadrat eines Faktors von é zu streichen 
ist, falls £ oder dieser Faktor zu «a und b gehürt. 

Zur Erläuterung diene ein komplizierteres Beiïspiel, dessen 
einzelne Bruchstücke auf dem Graufschen Zettel erst zusammen- 
gesucht werden müssen. Zwischen diesen Bruchstücken stehen 
Ansätze zu Berechnungen, die anscheinend zu keinem brauchbaren 
Ergebnis geführt haben. 


229 Erklärung : 
34 229 :7 — 34, Rest —9; 
687 229 in Taf. VII: 5.29.181 
916 DE is É:022419.89 


7793 :9 b.13.29.89.181 |229.34+7 — 7798 
: 7793 in Taf. IX: b.13.29.89.181 


58 7793 :9 — 853, Rest 2.58 
7793 :9  B.13.[29].89.181| 853 in Taf. I: 5.13.29.193 
853 5.13.[29].193 
62344 7798.868 +9 — 6647438 
389 65 6647438 : (2. 58) — 6647 438 : (29.2.2) 
UE 6647438 : 29 — 220299 
6 647 438 
; 229999 :2 — 114611 
229 222 114611 in Taf. Il: 
114611:2 iam adest 5.5.13.13.89.181.193. 


Auf einem andern Blatt finden sich folgende Formeln (mit 
Bleistift geschrieben): 


(2n) —(8n)— (6n) — (86n°+7n) 


2n — En+Tn 
Gerets 
: 8n\ _ 9In°+7n 
(x) = (8n-(T) ee CRE 
z. B. # — 38 
Re — 161832 — 5°.13°.29.37.53.109 


[9808 — 9.33?*+ 7]. 
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8 
Die zu ( 7 gehôrigen Primfaktoren setzen sich also 


aus den zu (33), (99) und 5) gehôrigen zusammen. Dieses Ver- 


fahren wird GauB wohl auch, wie die vorhin geschilderten, ange- 
wandt haben, um Lücken zu ermitteln und auszufüllen. 

Denn es war für GauB von besonderer Wichtigkeit, die sämt- 
lichen Tafeln lückenlos herzustellen, d. h. es durfte keine zer- 
legbare Zahl a+ »n° (a und # teilerfremd) fehlen. Und zwar aus 
zwei Gründen, die wir jetzt besprechen wollen. Zunächst war die 
Lückenlosigkeit notwendig wegen der praktischen Verwen- 
dung. Wir haben schon auf S. 29 die Vermutung ausgesprochen, 
daf GauB mit den Tafeln zur Cyklotechnie andere Pläne verfolgte, 
als der Name zunächst annehmen läft. Wenn GauB durch eine 
grofe Zahl dividieren oder den Logarithmus dieser Zahl ermitteln 
wollte, so muñte er sie doch, wie oben ausgeführt wurde, in Fak- 
toren zerlegen. Zu diesem Zweck wurde sie in die Form aa°+bf? 
gebracht, und zwar wurde wahrscheinlich zuerst versucht, a — b 
= 1 und 6 <9 zu erhalten. Es handelte sich also um die Lôsung 
der Aufgabe: 

un = 2 +Y. (y =). 


Bei der Lüsung dieser Aufgabe war jedenfalls die im vorigen Ab- 
schnitt beschriebene Tafel der quadratischen Reste vorzüglich ge- 
eignet zum Excludieren. Gelang nun dieser Versuch, so brauchte 
man nur in der Tafel der a+ die Zahl x zu suchen. Stand sie 
dort, so hatte man ohne weiteres ihre vollständige Faktorenzerle- 
gung; stand sie nicht dort, so war dies ein Zeichen, da8 Prim- 
faktoren über 200 darin steckten. Dieser Schluf wäre jedoch bei 
einer lückenhaften Tafel nicht stichhaltig gewesen !). 

Der andere Grund hat im Gegensatz zum ersten ein durchaus 
wissenschaftliches Gepräge. Der Mann, der vom zarten 
Jünglingsalter bis zum hohen Greisenalter immer und immer wieder 
über das Verteilungsgesetz der Primzahlen nachgegrübelt hat, 
wird sich sicher auch bei der Herstellung der Tafeln zur Cyklo- 
technie gefragt haben: Wieviel zerlegbare a +1, «+4 usw. gibt 
es von a = 1 bis a <100, oder wieviel im 1. Tausender, in der 
1. Million? Gibt es eine Formel, um diese Zahl zu berechnen? 
Gibt es ein Kennzeichen, um eine Lücke zu entdecken? 


1) Gelang der Versuch nicht, so wufte man wenigstens, da die Zahl keine 
Primzahl war, vorausgesetzt, daB sie von der Form 4n<+ 1 ist. Eine Zahl von 
der Form 4n<+3 wurde naturgemäf zu einem solchen Experiment überhaupt 
nicht herangezogen. ù 


3 * 
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Wir haben keine Aufzeichnung finden kônnen, die mit Be- 
stimmtheit auf eine derartige Formel oder ein derartiges Kenn- 
zeichen hinweist; wohl aber finden sich an sehr vielen Stellen des 
Nachlasses Zusammenstellungen von systematisch vorgenommenen 
Zählangen. Auch die Hilfstafeln, die Schering abgedruckt hat, 
und von denen er (W. II, $. 499) vermutet, daf sie zur leichteren 
Übersicht beim Gebrauche dienen, sind von Gau$ lediglich aufge- 
stellt, um Zählungen vorzunehmen. Und zwar treten hier noch 
speziellere Fragen auf: Wieviel zerlegbare a +1 gibt es innerhalb 
der ersten Million, die 17 als grôBten Primteiler haben? u. ä.!). 

Vielleicht sollte also wieder, wie in den Tagen seiner Jugend, 
das vermutete zahlentheoretische Gesetz auf induktivem Wege er- 
mittelt werden. Wie weit Gauf hier mit seinem empirischen Ver: 
fahren gekommen ist, das brauchen wir nicht zu untersuchen; denn 
wir haben durch Zufall gefunden, daB die Tafeln nicht lückenlos 
sind, trotzdem sie GauB augenscheinlich dafür gehalten hat. 

Um dies zu zeigen, führen wir folgende Rechnung aus: 


5 
98:9 [5.13.149] 
31:3 [5.97] 


98 
294 
3038 
27 
3068 : 5 
613:3 [13.97.1491]. 


Diese Zahl 613 findet sich in der GauBschen Tafel für «+9 nicht, 


1) Es hat den Anschein, daf GauB gerade über diese Frage viel nachge- 
dacht hat. Die zerlegbaren a? +1, die eine gegebene Primzahl als hôchsten 
Primteiler haben, sind immer nur in endlicher Anzahl vorhanden., Den Beweis 
hat Stôrmer geliefert: Quelques théorèmes sur l’équation de Pell. Videnskabs- 
selskabets Skrifter. I. Mathem.-naturvid. Klasse 1897, No. 2. Für die übrigen 
& Lp? beweist Polya, Math. Zeitschrift 1, 1918, $S. 143, die gleiche Eigen- 
schaft. Während aber diese Autoren nur zeigen, daB für die Anzahl der zerleg- 
baren a? + 1 mit dem hôchsten Primfaktor n eine obere Grenze vorhanden ist, 
suchte GauB anscheinend diese Zahl als eine Funktion derjenigen Zahl darzu- 
stellen, die angibt, die wievielte Primzahl dieser hôchste Primfaktor ist Wenn 
man die vorhin geschilderten Rechnungsverfahren in geeigneter Weïise modifiziert, 
so kann man es erreichen, da8 man nur zu solchen a? +1 kommt, die » als 
hôchsten Primteiler haben. Man bleibt also in einem Cyklus, und môglicher- 
weise hat sich GauB gerade mit Rücksicht auf diese Cyklen entschlossen, den 
Namen Cyklotechnie beizubehalten, obgleich die ursprüngliche Bedeutung (Verfahren 
zur Berechnung cyklometrischer Funktionen) längst in den Hintergrund getreten war: 
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gleichwohl gehôürt sie hinein; denn 613*+9 hat aufier dem Prim- 
faktor 2 keine anderen Faktoren als die oben angegebenen ‘). 

Wir sehen also: Gauf hat seine Tafeln zur Cyklotechnie zu 
praktischen, wie zu wissenschaftlichen Zwecken benutzt. Wenn 
er auch das auf der vorigen Seite gekennzeichnete Ziel nicht, oder 
wenigstens nicht in allen Tabellen erreicht hat, so hat er doch 
ohne Zweifel eine Külle von zahlentheoretischen und praktisch 
verwertbaren Ergebnissen mit Hülfe dieser Tafeln gefunden; ja, 
es hat sogar den Anschein, als wären diese Tafeln für ihn ein 
Riesenbassin gewesen, aus dem er von Zeit zu Zeit zahlentheore- 
tische Sätze herausfischte. Und da «+ »#° auch den absoluten Be- 
trag einer jeden komplexen Zahl darstellt, so spielten wohl die 
Tafeln auch eine hervorragende Rolle bei seinen Untersuchungen 
über komplexe ganze Zahlen und biquadratische Reste. So würde 
es sich denn auch ohne Schwierigkeit erklären, da Gau$ mehr 
als vier Jahrzehnte hindurch an diesen Tabellen gearbeitet hat. 

Die Tafeln zur Cyklotechnie kônnen auch als eine groBzügige 
Erweiterung der $S. 6 erwähnten Tabelle zur Berechnung der 
Logarithmen angesehen werden. Zur Erläuterung brauchen 
wir nur eine Berechnung ein wenig umzuformen, mit der Gauñ 
ein anderes Ziel verfolgt hat. Wir entnehmen aus Tafel I: 


b257 | 2.5*.13.17.41.61 

9466 | 29.37°.61 

12943 | 2.5*.13°.61 

34208 | 5.13°.17.29.53° 
44179 | 2.13°.17°.29.53 

85 353 | 2.5.13.17.37.41°.53 
114669 | 2.17.37.53*.61° 
330182 | 5°.13.29.37.41.61 
485298 | 5.13*.29.37.58. 


Die 9 Zahlen a haben die Eigenschaft, daf die zugehôrigen 
a+ 1 nur die 9 Primfaktoren 2, 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61 ent- 
halten. Kennt man also die Logarithmen dieser 9 Primzahlen, s0 
kann man die der 9 Zahlen a mit Hilfe von gut konvergierenden 
Reïhen bestimmen. 

Das gewählte Beiïspiel stammt aus einer Zusammenstellung, 
die GauB gemacht hat, um die arc cotg für die 9 Primfaktoren zu 


1) Ein anderes Beispiel ist 6853 in Tafel III [13.53.173.197]. Ein drittes: 
160754 in Tafel III [5.5.29.29.73.113.149]. Dagegen hat sich in Tafel I noch 
keine Lücke finden lassen. 
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bestimmen. ÆEr bezeichnet arc cotg (a+ +*) mit (a +e*) oder auch 
mit Ê! Aus 
18°+1 — 5.13 
b7'+1 = 2.5°.13 
239° +1 — 2.13‘ 
ermittelt er (durch Zerlegung von 18 +5, 57 +5, 239 + in ihre 
komplexen Primfaktoren): 
(18) — 2[2]-21[5] [13] 
(67) = —[2]+816] [13] 
(239) = 3/[2] — 4 [13]. 
Hieraus ermittelt er [2], [b] und [13] und erhält 
[2] = 12(18)+8(57) — 5 (239) 
usw. 
Da nun nach dem Obigen für [2] auch [1° +1] oder (1) gesetzt 
werden kann, 50 ist 
(1):= . — 12(18) + 8(57) — 5 (239). 
Durch weitere Zerlegung und Elimination erhält er auch: 


(1) = À = 12(88) + 20 (7) + 7 (239) + 24 (268). 


Damit hat GauB zwei neue Reïhenentwickelungen zur Berechnung 
von z gewonnen, ein Ergebnis, das allerdings nur theoretische 
Bedeutung hat. Denn praktisch wird es durch die Reïhe von 
Machin: 

() = 4(6)—(239) 


übertroffen, während die Reiïhen von Euler 


(D = (+) 


(1) = 2(3)+(7) 
zwar einfacher sind, aber schlecht konvergieren. 

Es hat auch nicht den Anschein, als ob Gau$ nur die Absicht 
gehabt habe, die Zahl der Reïhen zur Berechnung von x zu ver- 
grôBern, sondern es ist viel wahrscheinlicher, daf auch hier wieder 
zahlentheoretische Sätze mit im Spiel sind. So spielt z.B. die 
Zahlentheorie bereits eine Rolle bei der Zerlegnng von arcus cotg _ 


und die von Vega 


in eine algebraische Summe von arcus cotg. 


. 
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Wenn nämlich 


n) abri =" (ut pli) (a, ER (a E pri 
ist, so ist 
D) + = (a+ Bi)(a+ B)(as+ 85) .… 
und 
IT) arc cotg + —= + arccotg TL + are cotg + arc cotg re 
B; B, Be 


Die $S. 34 wiedergegebenen Bleistiftnotizen finden hierdurch ihre 

einfache Erklärung. : 
Inwieweit GauB das Verfahren, nach dem Euler, Vega und 

Machin ïhre Reïhen für x gefunden haben, für seine Zwecke be- 

nutzt hat, das läBt sich wohl schwerlich feststellen. Es handelt 

sich um die wiederholte Anwendung der Formel 

uv F1 

D Ew ? 


arc cotg u E arc cotg v — arc cotg 


die auch benutzt werden kann, um aus zwei Zahlen eine dritte zu 
ermitteln. Z. B. 


(e) = (75.17; (u) — (éjlas: 


4.641 59 59 
tt _ (©): (5) 15.17.41 


EX, 
Wie GauB die Zahlen individualisierte. 


Was bei den zahlentheoretischen Untersuchungen fürs Zahlen- 
rechnen abfel, ist für uns hier von besonderem Interesse. Gauf 
hat gelegentlich ") geäuBert, daB viele Zahlenrelationen ihm durch 
seine Beschäftigung mit der Zahlentheorie so geläufig wären, daf 
sie ihm stets zur Verfügung stünden. Bei dieser Gelegenheit führt 
er zwei Beispiele an: 13.29 — 377 und 19.53 — 1007, sowie die 
Relationen, die sich aus diesen wieder ableiten lassen. Das ist 
wohl so zu verstehen, daB diese Ergebnisse durch die besondere 
Art, auf die er zu ihnen gelangte, oder durch die Häuñgkeit, mit 
der sie ihm entgegentraten, oder endlich durch den praktischen 
Nutzen, den sie ihm verschafften, sich seinem Gedächtnis dauernd 
einprägten. Bei dem ersten Beiïspiel 13.29 = 377 hat es sich 


1) Brief an Schumacher vom 6. Jan. 1812, Briefwechsel GauB- Schumacher 
IV, 1862, $S. 49. Vel. Galle, GauB als Zahlenrechner, S. 16. 
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vermutlich so verhalten: Diese Beziehung trat ihm wohl zum ersten 
Male entgegen, als er Studien zur Berechnung der gemeinen Loga- 
rithmen machte. Wir haben auf S.B schon von diesen Studien 
gesprochen und brauchen daher jetzt nur auf den Bruch 


877 13.29 


FT CERF 
-aufmerksam zu machen. In den Tafeln zur Cyklotechnie trat ihm 
dieselbe Relation noch viel drastischer entgegen: 
: 183 — 3°+4; 29 — b’+4; 
also 
13.29 = (3.5+4) +16 — 361+16 = 377. 


Vielleicht war es das erste Beispiel oder wenigstens eines der 
ersten, die er induktiv fand, so daf es ihm besonders leicht vor 
Augen trat, vielleicht hat er es äuch bei der Abfassung des 
erwäbhnten Briefes aufs Geratewobl aus seinem unerschôpflichen 
Vorrat herausgegriffen. Zur praktischen Verwendung erscheint 
diese Relation weniger geeignet, immerhin kann man Aufgaben, 
wie 77.377 mit Vorteil lôsen, wenn man sich der Faktorenzerlegung 
von 377 bedient, Denn 77.377 = 7.11.13.29 — 1001.29 — 29029. 
Also kann man auch leicht 377 bilden. Denn 377 — 300.377 
+77.377 —= 111000 + 2100 + 29029 — 142129. 

Das zweite Beispiel, 19.53 — 1007, hat Gauf zweiïfellos wegen 
seines praktischen Nutzens im Gedächtnis behalten, den es bei 
vielen Gelegenheïiten bringt. Denn nun kann man sofort Aufgaben 
lôsen, wie b7.212 — 3.4.1007 — 12084 und àndere. Auch diese 
Relation ist ihm vermutlich zuerst bei den gemeinen Logarithmen 
entgegengetreten, nämlich bei der Betrachtung des Bruches 
1008  2*.3?.7 
1007 19.53 
mag die Überlegung gewesen sein !): 


57.53 —= 50.60 +21 — 3021, 


. Ein anderer Ausgangspunkt für diese Relation 


also : 
19.53 — 1007. 


1) Wabrscheïnlich i$t ihm eine ganze Gruppe von Multiplikationsresultatem 
bekannt gewesen, die in der Nähe von 1000 liegen. 42.48 — 2016; also 21.48 
— 42.24 — 12.84 — 36.28 — 1008; 44,46 — 2024; also 22.46 — 44.23 
— 1012. Ferner 51.59 — 3009; 17.59 — 1003. Die übrigen zusammengesetzten 
Zahlen in der Nähe von 1000 müssen eben planmäBig zerlegt werden, falls nicht 
wiederum besondere Kunstgriffe môglich sind. — Auch in der Nähe der Million 
hat GauB solche Zerlegungen gesucht: Lambert, Deckblatt,’ Analysis numerorum 
supra millionem. 
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Wie wir auf S.22 sahen, war ihm auch 29.41 — 1189 geläuñg. 
Auch diese Relation trat ihm bei verschiedenen Gelegenheïten ent- 
gegen: (30—1)(40 +1) — 1200—20+9 oder 29.41 — 35— 61, 
oder endlich in der Cyklotechnie als Sonderfall der Formel 


(a +b)( +) = (ac+bd) +(ad—0dc}. 
Danach ergibt sich 
29.41 — (5°+27)(5°+4) — 83410 — 30°+ 17° — 1189. 


Dieses Individualisieren, in Verbindung mit der welschen Praktik, 
kam ïihm auch bei vielen Aufgaben des schriftlichen Rechnens, 
namentlich bei Multiplikationsaufgaben, zustatten. Hätte er etwa 
die Aufgabe zu lôsen gehabt (vgl. Remer, a. a. O. S. 120#.): 


423 219.272673, 


-80 würde er, sofort erkennend, dañ 2673 — 2700 —27 — 27.99. 
ist, so gerechnet haben: 


493919.97 (27 — 9.8) 
3808971 
11426913 0000 [+. 270 000] 
114269 1300 [x.2700] 


115411821300 [x.272 700] 
1 142 6913 [— ».27] 


11540 039 4387. 
Man vergleiche damit die gewôhnliche Ausführung: 


423 219.272 673 


846 438 
296 253 3 
846438 
2539 314 
296 253 3 
1269657 


1 154003 943 87. 


Dieses Beispiel wird uns später noch einmal beschäftigen. | 

Wie schon wiederholt bemerkt wurde, haben sich viele der 
von GauB untersuchten Zahlen (Summen von Reiïhen, Logarithmen, 
Wurzeln, reziproke Werte, arithmetisch-geometrische Mittel) in- 
folge der allseitigen Behandlung vieler Zahlen, Zahlengruppen und 
Zahlenrelationen seinem schon von Natur ungewôhnlichen Gedächt- 
nis dauernd eingeprägt. Und wenn er bei der Auswertung einer- 
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Konstanten auf eine schon bekannte Zahl stie, so bemerkte er 
das wahrscheinlich schon, ohne eine Tabelle nachzusehen. Das be- 
rühmteste Beispiel ist wohl das arithmetisch -geometrische Mittel 


von 1 und V2, dessen Wert sich als gleich erwies dem Wert É£ 
(re) 


wo & die Konstante ist, die bei den lemniskatischen Funktionen 
die entsprechende Rolle spielt, wie x bei den Kreiïsfunktionen. 


X. 
SchluBbetrachtung. 


Da sehen wir aber auch deutlich, wie der damals erst 21 jährige 
Gauf über die blofe Empirie emporgewachsen ist: Er nimmt sich 
am 80. Mai 1799 vor (Tagebuch No. 98, Werke X1, S.542), den 
inneren Grund dieser merkwürdigen Zahlenrelation zu erforschen, 
“und erschlieft auf diese Weise ein wichtiges Gebiet der Theorie 
der elliptischen Funktionen zu einer Zeit, wo Abel und Jacobi 
noch nicht geboren waren. Und er läBt die Untersuchungen un- 
verôüffentlicht liegen, läft sich nach seinem eigenen Zugeständnis 
(in einem Brief an Crelle) von Abel ,prévenir d’un tiers“, weil 
ihn das Gefundene noch nicht befriedigt und weïl es ihm, wenig- 
stens in seinen späteren Lebensjahren, zur weiteren Ausführung 
an Zeit fehlt. 

Ob die vielen Tabellen an diesem Zeitmangel mit schbuld waren ? 
Wir glauben den Nachweïis geliefert zu haben, daB diese Tafeln 
ihn verhältnismäfig wenig Zeit kosteten und daB sie ihm den Zeit- 
“verlust wieder reichlich einbrachten, indem mit ihrer Hilfe die 
Zahlenrechnungen ganz erheblich abgekürzt werden konnten. Er 
klagt auch (vgl. Galle, à. a. O., S. 3) fast nie darüber, daB ihn die 
Rechenarbeit belästigt, er geht äuBerst selten einen Rechner um 
seine Mithülfe an (Goldschmidt, Wachter, Encke, Nicolaïi, Bessel), 
er weist die Hülfe des Rechenakrobaten Dase zurück, weil er mit 


dem besten Willen keine Verwendung für ihn weif. Er begutachtet- 


eine damals neu konstruierte Rechenmaschine (Werke X 1, S. 6), 
aber er selbst zeigt keine Lust, sie irgendwie zu verwenden. 

Bei so ausgedehnten Zahlenrechnungen, fast ohne jede fremde 
Hülfe ausgeführt, konnte es nicht ohne Fehler abgehen, und wir 
haben an verschiedenen Stellen angemerkt, daf GauB sich ver- 
rechnet hat oder daf er ein Ergebnis teilweise durchgestrichen 
and umgeändert hat. Dennoch ist die Anzahl dieser Fehler, ge- 
messen an der Fülle des bewältigten Materials, so auffallend ge- 
ring, daB wir noch die Frage erôrtern müssen: Wie erklärt es sich, 
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daB Gauñ so selten einen Rechenfehler macht? Zunächst künnte 
man vermuten, da er Kontrollrechnungen ausgeführt habe: 
allein, da sich in seinen geodätischen und in seinen astronomischen 
Arbeïiten, wo doch die meisten seiner Zahlenrechnungen ausgeführt 
sind, keine Kontrollrechnungen vorfinden, so ist es sehr in Zweifel 
zu ziehen, ob er sie sonst angewandt hat!). Daf er, wenn es da- 
rauf ankam, ein bewunderungswiürdiges Geschick besa8, Kontroll- 
rechnungen im grôBten Stil auszuführen, zeigt seine denkwürdige 
Kritik von Vegas Thesaurus Logarithmorum, wo er in scharf- 
sinniger Weiïise feststellt, daf in diesem Werke unter den 68038 
: Logarithmen nicht weniger als 47746 ungenaue zu erwarten sind 
(W. II, $. 257—264). 

Auch bei dem schon erwähnten Calculus numerico-exponentialis 
sowie bei der Aufsuchung des arithmetisch-geometrischen Mittels 
treten vereinzelt Kontrollrechnungen auf, die aber gewôhnlich den 
Hauptzweck haben, verschiedene Methoden bezüglich ïhrer Trag- 
weite und praktischen Brauchbarkeït gegen einander abzuwägen. 

Bei vielen seiner astronomischen und geodätischen Rechnungen 
ergibt sich für ihn die Môglichkeïit einer Kontrolle ganz von selbst. 
Denn er wendet vielfach das Verfahren der sukzessiven Approxi- 
mation an, d.h. er geht mit dem durch die erste Rechnung ge- 
fundenen Wert zum zweiten Male in dieselbe Rechnung ein, um 
die Genauigkeit zu verschärfen. Wäre nun in einer der beiden 
Rechnungen ein nennenswerter Fehler, so künnten die beiden Er- 
gebnisse nicht hinreichend nahe bei einander liegen. 

Im grofen und ganzen hat er auf genaue Kontrollen verzichtet; 

dagegen meistert er zweifellos die Überschlagsrechnung in 
ungeahnter Vollendung, wobei ihm ein angeborenes Gefühl für die 
Wahl der Abrundung der auftretenden Zahlen und seine hoch- 
gesteigerte Fähigkeïit, die Zahlen zu individualisieren, in gleicher 
Weise zu Hülfe kommen. 

Es darf auch nicht unerwähnt bleiben, daf er durch gewisse 
Eigenarten weit mehr vor Fehlern geschützt war als einer, der 
nach dem Schema rechnet. Sehr viele Rechenfehler werden beim 
Addieren einer grôBeren Anzahl von Summanden gemacht, und zwar 
wohl deshalb, weil während des Addierens einer Stellenkolonne 
keine Ruhepause môglich ist. GauB verstand es, durch geeignete 
Zerlegung und Anordnung die Durchführung so zu gestalten, daf 
er nur selten mehr als zwei Zahlen zu addieren hatte. Das zeigen 


1) Auch in seinen Versicherungsrechnungen hat Schering, Werke IV, $. 188, 
Fehler bemerkt. 
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viele der von uns aus dem Nachla wiedergegebenen Rechenbeispiele 
sowie auch das am SchluB des vorigen Abschnitts gegebene Multi- 
plikationsbeispiel. Da8 er eine derartige Addition, sowie auch alle 
Subtraktionen von links nach rechts ausführt, ist eine Eigentüm- 
lichkeit, die bei Galle (a. a. O. $S. 10) ausführlich besprochen wird. 
Auch diese Eigentümlichkeit schützt ihn infolge der grôferen Be- 
quemlichkeit beim Anschreiben vor Rechenfehlern *). 

Daf ihm endlich seine riesigen Tafeln mancherlei Môglichkeiten 
an die Hand gaben, Rechenergebnisse rasch zu kontrollieren, darf 
wohl als sicher angenommen werden. 

Trotzdem GauB in den weitaus meisten Fällen Zahlentafeln 
zur Erleichterung des Rechnens hergestellt hat, ist er doch nicht. 
ganz achtlos an den graphischen Methoden vorbeigegangen. 
In einem Brief an Gerling, 29. Mai 1851 (Briefwechsel GauB-Ger- 
ling) erwähnt er bei der Beurteilung des bei ihm als Assistent 
eingetretenen Klinkerfues eine elegante graphische Konstruktion 
der Lôüsung der Hauptgleichung bei der Berechnung einer Planeten- 
bahn, die die Form hat 


a sin‘ z — sin (2 + b). 


Dagegen klagt GauB (Briefwechsel GauB-Gerling, zitiert beï 
Galle, à. a. O. S. 3) über groBen Zeitverlust wegen des Mangels an 
Hilfskräften auf der Sternwarte und weil seine Lehrtätigkeit ihm die 
beste Zeit und Stimmung zu zusammenhängenden Arbeiïten raube. — 
Denn gerade in dem Gebiet, in dem er durch seine Disquisitiones 
neue Bahnen erôffnet hat, trug er sich mit gewaltigen Plänen, 
über die er in seinem Briefwechsel hie und da Andeutungen machte, 
So äuBerte er Werke X 1, S. 75 gelegentlich der Aufforderung von 
Olbers, sich an die Lüsung des groBen Fermatschen Problems zu 
machen, er hoffe, eine Theorie zu entwickeln, aus der der Fermat- 
sche Satz als ein hôchst unwesentliches Korollar hervorgehen 
würde. Aber, wie er selbst in einem Briefe an Gerling ahnungs- 
voll prophezeit, so ist es gekommen: Manche seiner zahlentheore- 
tischen Arbeiten sind für. uns verloren, und damit ist uns die 


1) Auch Henri Mondeux und Inaudi addierten und subtrahierten von links 
nach rechts, und zwar sind beide als Autodidakten zu diesem Verfahren gekommen. 
Vgl. Binet, Psychologie des grands calculateurs, S. 201 (Rapport de M. Darboux 
sur J. Inaudi): Il commence toujours l'addition par la gauche, comme le font 
aujourd’hui les Hindous, au lieu de la commencer par la droite comme nous ... 
Il soustrait facilement l’un de l’autre deux nombres d’une vingtaine de chiffres. 
en commençant encore par la gauche. 
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Môglichkeit genommen, zu untersuchen, inwieweit ihre Ergebnisse 
-seine Methoden beim Zahlenrechnen beeinfluft haben. 

Nach dem bisher Dargestellten dürfen wir, am noch einmal 
kurz zusammenzufassen, folgenden Entwickelungsgang des Zahlen- 
rechners GauB vermuten: 

In früber Jugend das Spiel mit dem arithmetisch-geometri- 
schen Mittel, sowie die Versuche, das Verteilungsgesetz der Prim- 
zahlen zu ermitteln. Erfolg: Bedeutende Fertigkeit im Addieren !) 
Multiplizieren, Wurzelziehen, Zerlegen gro$er Zahlen in Summen 
von Quadraten und damit auch in Primfaktoren. 

Dann folgt die Verwertung der gewonnenen Gewandtheit zur 
Aufstellung von Tabellen: Quadratzahlen, Dezimalbruchtabelle, 
Logarithmen, Anfänge der Cyklotechnie u. a. m. Erfolg: Noch viel 
mehr gesteigerte Fertigkeit im Zahlenrechnen, in der Auswertung 
unendlicher Reïhen (Wurzeln, Logarithmen u. a. m.), Faktoren- 
zerlegung grofer Zahlen, bezw. deren Erkennung als Primzahl; 
eine Fülle von zahlentheoretischen Eigenschaften, die Grundlage 
der Disquisitiones. 

Die unvergleichliche Fülle von Anregungen, die ihm seit 1795 
das Studium von Lagrange, Legendre und vor allem von 
Euler bietet, erhôht seine zahlentheoretische Einsicht und seine 
Rechenfertigkeit in gleicher Weise. 

Die hoch gesteigerte Fertigkeit im numerischen Rechnen wird 
nun auf die empirische Ermittelung von mathematischen Gesetzen 
auf den verschiedensten Gebieten mit wunderbarem Erfols ange- 
wandt, daneben aber auch auf die Praxis als Astronom, Physiker, 
Geodät. 

Die induktiv gefundenen rein mathematischen Ergebnisse werden 
in harter Arbeit bewiesen, aber zu dieser Arbeit gehôrt Zeit, die 
ihm nach der Übernahme des allzuviel Zeit absorbierenden Amtes 
nur in beschränktem Mafe zur Verfügung steht. 

Die Spuren des Gewaltigen im Reiche der Zahlen verlieren 
sich darum von hier ab immer mehr, und es wird schwer halten, 
sie weiter zu verfolgen. Soviel aber darf sicher behauptet werden: 
Die Wechselwirkung, die seine Jugendentwickelung bereits kenn- 
zeichnet (Beobachtungen beim Zahlenrechnen, Erforschung der 
Gründe für die beobachteten Erscheinungen, Gewinnung zahlen- 


1) Er kann nach seiner eigenen Aussage (Brief an Olbers vom 7. Jan. 1815, 
zitiert bei Galle, a. a. O. S. 12) mit der Summe zweïer gegebener Zahlen, ohne 
diese Summe selbst vor sich zu haben, sogleich in eine Tafel eingehen. Ein ein- 
faches Beispiel haben wir auf $. 12, in der Fufnote besprochen. 
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theoretischer Sätze, Anwendung dieser Sätze zur Vereinfachang 
des Zahlenrechnens, darauf gestützt wieder neue Beobachtungen 
u.s.f.), bestand auch weiter bis in sein hohes Alter; nicht nur 
der Beruf, sondern auch die angeborene Neigung haben ihn stets 
wieder zum reinen Zahlenrechnen zurückgeführt, von dem er einst 
ausgegangen war, und dem er so viele seiner schônsten Ent- 
deckungen verdankte. So hat er immer wieder den Boden be 
rührt und durch diese Berührung immer wieder neue Kräfte ge- 
wonnen. 
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